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Методом граничних iнтегральних рiвнянь розв’язано симетричну задачу взаємодiї плоских трiщин, якi наванта-
женi гармонiчними за часом зусиллями та розташованi по один бiк вiд поверхнi розмежування iдеально з’єднаних
пружних пiвпросторiв. Чисельнi результати наведенi для випадку тривимiрного хвильового поля, що зумовлене вза-
ємодiєю мiжматерiальної поверхнi та двох кругових трiщин, якi знаходяться пiд впливом внутрiшнього гармонiчного
тиску з постiйною амплiтудою. Для рiзних спiввiдношень мiж механiчними константами складових частин тiла, якi
забезпечують вiдсутнiсть приповерхневих хвиль (нулi функцiї Стоунлi), дано розподiл коефiцiєнтiв iнтенсивностi
напружень вздовж контурiв дефектiв в областi низькочастотних i резонансних хвильових чисел.

Методом граничных интегральных уравнений решена симметричная задача о взаимодействии плоских трещин, ко-
торые нагружены гармоническими во времени нагрузками и расположены по одну сторону от поверхности раздела
идеально соединенных упругих полупространств. Численные результаты приведены для случая трехмерного волно-
вого поля, обусловленного взаимодействием межматериальной поверхности и двух круговых трещин, находящихся
под воздействием внутреннего гармонического давления с постоянной амплитудой. Для разных соотношений ме-
жду механическими константами составных частей тела, обеспечивающих отсутствие приповерхностных волн (нули
функции Стоунли), приведено распределение коэффициентов интенсивности напряжений вдоль контуров дефектов
в области низкочастотных и резонансных волновых чисел.

A symmetrical problem of interaction of the plane cracks loaded by time harmonic stresses and disposed laterally on one
side of the interface of the perfectly connected elastic semispaces is solved by the method of boundary integral equations.
Numerical results for the case of a three-dimensional wave field conditioned by interaction of the intermaterial surface
and two circular cracks undergoing action of the inner harmonic pressure having a constant amplitude are presented. At
various ratios between the mechanical constants of the body components ensuring the absence of the near-surface waves
(the Stoneley function’s zeros), the distributions of the intensity stress coefficients along the defect outlines are presented
for regions of the low-frequency and resonant wave numbers.

ВСТУП

Актуальнiсть теоретичного дослiдження пове-
дiнки трiщин у кусково-однорiдних тiлах за умо-
ви поширення пружних хвиль обгрунтовується мо-
жливiстю з’ясування механiзму динамiчного руй-
нування структурованих матерiалiв (волоконно
пiдкрiплених композитiв, шаруватих гiрських по-
рiд тощо). Досi у лiтературi розглядались випад-
ки динамiчно навантаженого бiматерiального тiла
з iзольованою трiщиною у двовимiрнiй [1] i триви-
мiрнiй [2] постановках задач. Здiйснене у цих ро-
ботах урахування динамiчної взаємодiї трiщин як
з мiжматерiальною поверхнею, так i мiж собою,
дозволило бiльш адекватно змоделювати реальну
ситуацiю наявностi в матерiалi конгломерату мi-
кродефектiв такого типу, а також передбачити ха-
рактерне їх накопичення на передруйнiвнiй стадiї.
Слiд вiдзначити, що iнерцiйнi взаємнi впливи трi-
щин у тривимiрному однорiдному тiлi достатньо
повно розглянутi у роботах [3, 4].

У данiй роботi для дослiдження коливань у
кусково-однорiдному тiлi з трiщинами застосова-

но метод граничних iнтегральних рiвнянь, основи
якого стосовно динамiчної механiки руйнування
висвiтлено в [3,5]. Метод передбачає зведення хви-
льової задачi до визначення функцiй розкриттiв
трiщин уздовж двовимiрних поверхонь локалiзацiї
дефектiв у частотнiй областi. Ефективнiсть запро-
понованого пiдходу забезпечується регулярнiстю в
граничних iнтегральних рiвняннях складових, якi
описують пряму взаємодiю трiщин та взаємодiю
трiщин внаслiдок вiдбиття хвиль вiд мiжматерi-
альної поверхнi. Це дозволяє залучити до аналiзу
хвильової картини чисельнi процедури.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI У ГРАНИЧНО-
IНТЕГРАЛЬНIЙ ФОРМI

Розглянемо пружнi пiвпростори A i B з густина-
ми ρA i ρB , модулями зсуву GA i GB та коефiцiєн-
тами Пуассона νA i νB вiдповiдно, якi перебувають
в умовах iдеального контакту. Нехай у пiвпросторi
A перпендикулярно до мiжматерiальної поверхнi
розташовано M плоских трiщин по областях S(n)

(n=1, M), на протилежнi поверхнi яких дiють са-
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мозрiвноваженi нормальнi гармонiчнi навантаже-
ння з вiдомими амплiтудами N (n) (n=1, M) i ци-
клiчною частотою ω. Задання навантажень на по-
верхнях трiщин вiдповiдає також сингулярнiй ча-
стинi розв’язку задачi дифракцiї пружної хвилi на
трiщинах, що викликає в мiсцях локалiзацiї дефе-
ктiв у бiматерiалi зусилля протилежного знаку.

Внаслiдок усталеного характеру деформування
тiла з трiщинами часову координату вилучаємо з
аналiзу шляхом введення у розв’язок вiдповiдного
експоненцiального множника. В результатi пере-
ходимо до вiдшукання амплiтудних значень шука-
них величин. Пов’яжемо з n-ою трiщиною систе-

му координат O(n)x
(n)
1 x

(n)
2 x

(n)
3 , початок O(n) якої

збiгається з геометричним центром областi S(n), а

вiсь O(n)x
(n)
3 спрямована перпендикулярно до пло-

щини розташування трiщини/трiщин. Тодi за умов
принципу суперпозицiї напруження у цiй площинi
в матерiалi A матимуть вигляд:

σj3(~x
(n)) = 0, j = 1, 2,

σ33(~x
(n)) =

M
∑

k=1

σ33k(~x
(kn)),

(1)

де ~x(n)(x
(n)
1 , x

(n)
2 ) – радiус-вектор точки визна-

чення напружень у n-iй системi координат;

~x(kn)(x
(kn)
1 , x

(kn)
2 ) – радiус-вектор цiєї ж точки у

k-iй системi координат, причому

~x(kn) =
−→

O(k)O(n) +~x(n);

σ33k – складова напружень вiд розкриття повер-
хонь k-ої трiщини. Остання з урахуванням умов
контакту на мiжматерiальнiй поверхнi (рiвностi
компонент перемiщень та зусиль при пiдходi до неї
зi сторони кожного з матерiалiв) подається iнте-
грально [2]:

σ33k(~x
(k)) = −4GA

ω2
2A

∫∫

S(k)

∆u(k)(ξ(k))×

×[Rho(|~x(k) − ~ξ(k)|, ω)Rbi(~x
(k), ~ξ(k), ω)] dSξ.

(2)

У рiвняннi (2) ~ξ(k)(ξ
(k)
1 , ξ

(k)
2 ) – радiус-вектор

точки iнтегрування у k-iй системi координат;
|~x(k)−~ξ(k)| – вiдстань мiж точками ~x(k) i ~ξ(k);

∆u(k)=[u
(k)−
3 −u

(k)+
3 ]/(4π) – стрибок нормальних

перемiщень протилежних поверхонь k-ої трiщини;

ядра Rho, Rbi мають вигляд

Rho(r, ω) =

[

9 − 9iω1Ar + (ω2
2A − 5ω2

1A)r2+

+iω1A(2ω2
1A − ω2

2A)r3+

+
1

4
(2ω2

1A − ω2
2A)2r4

]

exp(iω1Ar)

r5
−

−[9 − 9iω2Ar − 4ω2
2Ar2 + iω3

2Ar3]×

× exp(iω2Ar)

r5
;

Rbi(~x
(k), ~ξ(k), ω) = Rho

(

∣

∣~̄x
(k) − ~ξ(k)

∣

∣, ω
)

+

+2

∞
∫

0

τ

FSt(τ )

[

Ω1

(

|x(k)
1 − ξ

(k)
1 |, ω, τ

)

×

× exp
[

−(2d(k) − x
(k)
2 − ξ

(k)
2 )V A

1 (τ )
]

+

+Ω2

(

|x(k)
1 − ξ

(k)
1 |, ω, τ

)

×

× exp
[

−(2d(k) − x
(k)
2 − ξ

(k)
2 )V A

2 (τ )
]

−

−Ω3

(

|x(k)
1 − ξ

(k)
1 |, ω, τ

)

×

×
{

exp
[

−(d(k) − x
(k)
2 )V A

2 (τ )−

− (d(k) − ξ
(k)
2 )V A

1 (τ )
]

+

+ exp
[

−(d(k) − x
(k)
2 )V A

1 (τ )−

− (d − ξ
(k)
2 )V A

2 (τ )
]}]

dτ ;

(3)

ω1A =ω/cA
1 i ω2A =ω/cA

2 – хвильовi числа; cA
1 , cA

2 –
швидкостi поширення поздовжнiх та поперечних
хвиль у матерiалi A;

~̄x
(k)

= ~̄x
(k)

(

x
(k)
1 , 2d(k) − x

(k)
2

)

;

d(k) – вiдстань вiд точки O(k) до мiжматерiальної

28 I. Я. Жбадинський, В. В. Михаськiв, О. I. Степанюк



ISSN 1028 -7507 Акустичний вiсник. 2003. Том 6, N 4. С. 27 – 32

поверхнi (глибина залягання k-ої трiщини);

V A
l (τ ) =

√

τ2 − ω2
lA =

=























∣

∣

∣

∣

√

τ2 − ω2
lA

∣

∣

∣

∣

, якщо τ ≥ ωlA,

−i

∣

∣

∣

∣

√

ω2
lA − τ2

∣

∣

∣

∣

, якщо τ < ωlA;

l = 1, 2;

FSt(τ ) – вiдома функцiя Стоунлi [6]; Ωj (j=1, 3) –
вiдомi функцiї [2]. Пiдставивши спiввiдношен-
ня (2) у вирази (1) з подальшим задоволенням
умов дiї навантажень на поверхнях кожної з трi-
щин, приходимо до системи M граничних iнте-
гральних рiвнянь вiдносно функцiй розкриття трi-
щин ∆u(n) (n=1, M), яка має вигляд

M
∑

k=1

∫∫

S(k)

∆u(k)(ξ(k))
[

Rho(|~x(kn)−~ξ(kn)|, ω)−

−Rbi(~x
(kn), ~ξ(kn), ω)

]

dSξ =

=
ω2

2A

4GA
N (n)(~x(n)),

~x(n) ∈ S(n), n = 1, M.

(4)

Ядро Rho описує пряму (рафiновану) взаємодiю
трiщин i збiгається з ядром iнтегральних рiвнянь
для системи компланарних трiщин в однорiдному
тiлi з такими самими механiчними константами,
як в матерiалi A. Ядро Rbi, регулярне у випадку
FSt 6=0, описує взаємодiю трiщин внаслiдок вiдби-
ття хвилi вiд мiжматерiальної поверхнi.

2. ЧИСЕЛЬНЕ РОЗВ’ЯЗАННЯ ГРАНИЧНИХ
IНТЕГРАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Рiвняння (4) є гiперсингулярними, що випливає
з асимптотичного розвою ядра Rho в околi полюса
~ξ(n) при k=n:

Rho

(

∣

∣~x(n) − ~ξ(n)
∣

∣, ω
)

=
ω2

2A

4(1− νA)
×

×
[

1
∣

∣~x(n) − ~ξ(n)
∣

∣

3 +
Aω2

2A
∣

∣~x(n) − ~ξ(n)
∣

∣

]

+ O(1),

(5)

де

A =
7 − 12νA + 8(νA)2

8 (1 − νA)
.

Скориставшись формулою (5), проведемо тото-
жне перетворення системи граничних iнтеграль-
них рiвнянь (4) i видiлимо iнтеграли, якi мiстять
особливiсть:

∫∫

S(n)

∆u(n)
(

ξ(n)
)

∣

∣~x(n) − ~ξ(n)
∣

∣

3 dSξ+

+Aω2
2A

∫∫

S(n)

∆u(n)
(

ξ(n)
)

∣

∣~x(n) − ~ξ(n)
∣

∣

dSξ+

+

∫∫

S(n)

∆u(n)
(

ξ(n)
)

×

×
[

4
(

1 − νA
)

ω2
2A

Rho

(

∣

∣~x(n) − ~ξ(n)
∣

∣, ω
)

−

− 1
∣

∣~x(n) − ~ξ(n)
∣

∣

3 − Aω2
2A

∣

∣~x(n) − ~ξ(n)
∣

∣

]

dSξ+

+
4

(

1 − νA
)

ω2
2A

M
∑

k=1

∫∫

S(k)

∆u(k)
(

ξ(k)
)

×

×
[

(1 − δkn)Rho

(

∣

∣~x(kn) − ~ξ(k))
∣

∣, ω
)

−

− Rbi

(

~x(kn), ~ξ(k), ω
)]

dSξ =

=
1 − νA

GA
N (n)

(

~x(n)
)

,

~x(n) ∈ S(n), n = 1, M.

(6)

Першi два iнтеграли у спiввiдношеннях (6) мають
особливiсть ньютонiвського (статичного) потенцi-
алу. Тому до них застосовано вiдому методику ре-
гуляризацiї [7], яка для кругових трiщин передба-
чає представлення:

∆u(n)(~ξ(n)) =

=

√

(a(n))2−(ξ
(n)
1 )2 − (ξ

(n)
2 )2 α(n)(~ξ(n)),

n = 1, M,

(7)

де a(n) – радiус n-го дефекту; α(n) – невiдомi функ-
цiї. Спiввiдношення (7) узгоджується з фiзичним
змiстом функцiй ∆u(n), якi є стрибками перемi-
щень протилежних поверхонь трiщин.

Дискретизацiя рiвнянь (6) базується на розбит-
тi областей S(n) (n=1, M) на граничнi елементи,
в межах яких припускається постiйнiсть шуканих
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Рис. 1. Вiдносна амплiтуда КIН вiдриву
для першої трiщини бiматерiалi з G< 1

при низькочастотних коливаннях

Рис. 2. Вiдносна амплiтуда КIН вiдриву
для першої трiщини бiматерiалi з G> 1

при низькочастотних коливаннях

Рис. 3. Вiдносна амплiтуда КIН вiдриву
для першої трiщини бiматерiалi з G< 1

при резонансних коливаннях

Рис. 4. Вiдносна амплiтуда КIН вiдриву
для першої трiщини бiматерiалi з G> 1

при резонансних коливаннях

функцiй, а також на задоволеннi рiвнянь у коло-
кацiйних точках посерединi введених елементiв. У
результатi отримуємо систему Q×M лiнiйних ал-
гебраїчних рiвнянь з комплексними коефiцiєнтами
вiдносно значень функцiй α(n) у вузлах дискре-
тизацiї (Q – кiлькiсть граничних елементiв). Че-
рез цi функцiї визначаються коефiцiєнти iнтенсив-

ностi напружень (КIН) поблизу трiщин. Зокрема,

КIН розриву K
(n)
1 для n-ої трiщини задається спiв-

вiдношенням:

K
(n)
1

(

ϕ(n)
)

= −2GAπ
√

πa(n)

1 − νA
α(n)

(

~x(n)
)

, (8)
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де

x
(n)
1 = a(n) cos ϕ(n);

x
(n)
2 = a(n) sin ϕ(n);

ϕ(n) – кутова координата точки контуру n-ої трi-
щини. Внаслiдок симетричностi задачi щодо роз-
ташування трiщин КIН зсуву дорiвнюють нулю.

Як приклад розглянемо взаємодiю двох трiщин
однакового радiуса a(1)=a(2)=a пiд гармонiчни-
ми зусиллями у бiматерiалi, якi мають постiйну
амплiтуду N (1)=N (2)=N0 =const. Пiд час обчи-
слень були зафiксованi такi параметри задачi: вiд-
стань мiж центрами трiщин – l=2.4a; вiдстань мiж
центрами трiщин i мiжматерiальною поверхнею –
d(1)=d(2)=d=1.1a. Густини й коефiцiєнти Пуас-
сона складових композиту вважались рiвними мiж
собою: ρA =ρB , νA = νB = 0.3, а неоднорiднiсть тi-
ла забезпечувалась вибором рiзних модулiв зсуву
матерiалiв з показником G=GB/GA. Нормування
КIН вiдриву здiйснювали за допомогою статично-
го аналога K∗

1 =2N0
√

aπ для поодинокої кругової
трiщини пiд нормальним зусиллям N0 у безмежно-
му однорiдному тiлi.

На рис. 1 – 4 зображено залежностi вiдносної ам-

плiтуди КIН вiдриву K̄
(1)
1 = |K(1)

1 |/K∗

1 для першої
трiщини вiд кутової координати ϕ(1) точки на її
контурi. Випадку низькочастотних коливань (хви-
льове число ω2Aa=0.7) вiдповiдають рис. 1 i 2,
резонансних (пiкових) коливань (хвильове число
ω2Aa=1.5) – рис. 3 i 4. Зауважимо, що КIН для
другої трiщини визначаються з очевидних умов
симетрiї. Вiдлiк кута ϕ(1) проводиться вiд най-
ближчої до сусiдньої трiщини точки контуру у на-
прямку до мiжматерiальної поверхнi.

Рис. 1 i 3 вiдповiдають випадку, коли пiвпро-
стiр B має менший модуль зсуву, нiж пiвпростiр A:
G=0.8 (крива з квадратами); G=0.5 (крива з кру-
жечками); G=0.1 (крива з трикутниками). Рис. 2
i 4 вiдповiдають протилежному характеру вiдно-
шення мiж модулями зсуву: G=2.0 (крива з ква-
дратами); G=5.0 (крива з кружечками); G=10.0
(крива з трикутниками).

З метою порiвняння на всiх рисунках кривою
без маркерiв зображено КIН для аналогiчних трi-
щин в однорiдному тiлi (G=1.0). Зауважимо, що
отриманi данi для цього випадку узгоджуються з
результатами роботи [3].

ВИСНОВКИ

1. Кутова залежнiсть КIН в околi контуру трi-
щин, яка обумовлена тривимiрнiстю хвильо-
вого поля, має рiзний характер у низькочасто-

тнiй областi та областi резонансних хвильових
чисел. У низькочастотнiй областi (рис. 1, 2)
спостерiгаються закономiрностi, притаманнi
статичному (ω→0) аналоговi задачi [8,9]. Так,
у бiматерiалi при G<1 (матерiал B м’якший,
нiж матерiал A) КIН вздовж усього контуру
трiщин перевищує значення КIН для трiщин в
однорiдному тiлi з таким же навантаженням.
Для бiматерiалу з G>1 (матерiал B жорсткi-
ший, нiж матерiал A) КIН є меншим за вiдпо-
вiдну величину в однорiдному тiлi. В областi
резонансних хвильових чисел (рис. 3, 4) зазна-
ченi вище закономiрностi мають мiсце лише
у ближнiй до мiжматерiальної поверхнi зонi
контуру трiщин. В iнших точках контуру за-
лежностi для КIН носять протилежний харак-
тер. Важливим наслiдком цього є пiдвищен-
ня (зниження) динамiчної мiцностi матерiалу
з трiщинами при його контактi з iншим ма-
терiалом, який має менший (бiльший) модуль
зсуву. Показово, що змiна параметра G майже
не позначається на межах зон збiльшення чи
зменшення КIН, у порiвняннi з вiдповiдником
для трiщин в однорiдному тiлi. Для контра-
стнiших за властивостями матерiалiв усi вка-
занi ефекти проявляються бiльш виразно.

2. Метод граничних iнтегральних рiвнянь дозво-
ляє чисельно розв’язувати тривимiрнi зада-
чi усталеного й нестацiонарного навантаження
кусково-однорiдних тiл з трiщинами, розташо-
ваними у рiзних матерiалах. Розвиток дано-
го методу стосовно тривимiрних задач дина-
мiчного навантаження тiл з трiщинами в ро-
ботi [10] дає можливiсть аналiзувати хвильо-
вi поля, зумовленi наявнiстю трiщин зi скла-
дною геометрiєю контурiв.
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