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Розглядаються аксiоматика багатозначних залежностей в табличних базах даних i ак-
сiоматика функцiональних та багатозначних залежностей; встановлюється повнота
цих аксiоматик через збiжнiсть вiдношень синтаксичного та семантичного прямуван-
ня; наводяться критерiї повноти вказаних аксiоматик в термiнах потужностей унi-
версального домену та множини атрибутiв.
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Аксiоматика багатозначних залежностей. Всi неозначуванi поняття та позначення ви-
користовуються в розумiннi [1]. Зокрема, скажемо, що на таблицi t схеми R виконується
багатозначна залежнiсть (БЗЗ) X →→ Y , якщо для двох довiльних рядкiв s1, s2 табли-
цi t, якi збiгаються на множинi атрибутiв X, iснує рядок s3 ∈ t, який дорiвнює об’єднанню
обмежень рядкiв s1, s2 на множини атрибутiв X

⋃
Y i R \ (X

⋃
Y ) вiдповiдно:

(X →→ Y )(t) = true def
⇔∀ s1, s2 ∈ t(s1 | X = s2 | X ⇒

⇒ ∃ s3 ∈ t(s3 = s1 | (X
⋃
Y )
⋃
s2 | R \ (X

⋃
Y ))) [1].

Структура таблицi t, на якiй задана БЗЗ X →→ Y , може бути зображена за допомогою
такого вiдношення. Скажемо, що рядки s1, s2 таблицi t знаходяться у вiдношеннi =X , якщо
вони збiгаються на множинi атрибутiв X:

s1 = Xs2
def
⇔ s1 | X = s2 | X.

Зрозумiло, що вiдношення =X є вiдношенням еквiвалентностi i тому розбиває множину
рядкiв таблицi t на класи еквiвалентностi, якi мають таке зображення: [s]=X

= {s | X} ⊗
⊗ πY ([s]=X

) ⊗ πR\(X∪Y )([s]=X
), де s — довiльний представник класу.
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Таблиця t(R) (таблиця t схеми R) називається моделлю множини БЗЗ G, якщо кожна
БЗЗ X →→ Y ∈ G виконується на таблицi t(R):

t(R) модель G def
⇔∀ (X →→ Y )(X →→ Y ∈ G⇒ (X →→ Y )(t) = true).

Виконуються такi аксiоми i правила виведення [2].

Аксiома рефлексивностi: ∀ t(X →→ Y )(t) = true, де Y ⊆ X.

Аксiома: ∀ t(X →→ Y )(t) = true, де X
⋃
Y = R.

Правило повноти: (X →→ Y )(t) = true ⇒ (X →→ R \ (X
⋃
Y ))(t) = true.

Правило поповнення: (X →→ Y )(t) = true&Z ⊆ W ⇒ (X
⋃
W →→ Y

⋃
Z)(t) = true.

Правило транзитивностi:

(X →→ Y )(t) = true&(Y →→ Z)(t) = true ⇒ (X →→ Z \ Y )(t) = true.

БЗЗ X →→ Y семантично прямує з множини БЗЗ G за означенням, якщо на ко-
жнiй таблицi t(R), яка є моделлю множини БЗЗ G, виконується також БЗЗ X →→ Y :

G|=X→→Y
def
⇔∀ t(R)(t модель G ⇒ (X →→ Y )(t) = true).

З наведених аксiом i правил виведення випливають такi наслiдки:

1) ∅|=X →→ Y для Y ⊆ X;

2) ∅|=X →→ Y для X
⋃
Y = R;

3) G|=X →→ Y ⇒ G|=X →→ R \ (X
⋃
Y );

4) G|=X →→ Y&Z ⊆ W ⇒ G|=X
⋃
W →→ Y

⋃
Z;

5) G|=X →→ Y&G|=Y →→ Z ⇒ G|=X →→ Z \ Y ;

6) G|=X →→ Y&G|=Y →→ Z&Z
⋂
Y = ∅ ⇒ G|=X →→ Z.

БЗЗ X →→ Y синтаксично прямує з множини БЗЗ G вiдносно схеми R за означенням
(G|−RX →→ Y ), якщо iснує скiнченна послiдовнiсть БЗЗ ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm−1, ϕm, така, що
ϕm = X →→ Y i для ∀ i = 1,m− 1 кожна ϕi є або аксiома рефлексивностi, або належить G,
або отримана за будь-яким правилом виведення для БЗЗ з попереднiх у цiй послiдовностi
БЗЗ ϕj , ϕk, j, k < i. Згiдно з традицiями математичної логiки, послiдовнiсть ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm

назвемо доведенням [3].
Нехай задана множина БЗЗ G. Замиканням [G]R називається множина БЗЗ, якi син-

таксично прямують з G вiдносно схеми R:

[G]R
def
={X →→ Y |G|−RX →→ Y }.

З наведених властивостей випливає, що, за термiнологiєю [4], оператор G 7→ [G] є опе-
ратором замикання:

1) G ⊆ [G] (зростання);
2) [[G]] = [G] (iдемпотентнiсть);
3) G ⊆ H ⇒ [G] ⊆ [H] (монотоннiсть).
З описаних вище аксiоми рефлексивностi i правил виведення будуються доведення по-

хiдних правил виведення для БЗЗ [2, 5].
Аксiоматика багатозначних i функцiональних залежностей. Нагадаємо, що на

таблицi t виконується функцiональна залежнiсть (ФЗ) X → Y , якщо для двох довiльних

ISSN 1025-6415 Допов. НАН України, 2015, №6 25



рядкiв s1, s2 таблицi t, якi збiгаються на множинi атрибутiв X, має мiсце їх рiвнiсть i на
множинi атрибутiв Y :

(X → Y )(t) = true def
⇔ ∀ s1, s2 ∈ t(s1|X = s2|X ⇒ s1|Y = s2|Y ) [1].

Нехай задано множини ФЗ F i БЗЗ G. Таблиця t(R) є моделлю множини F
⋃
G, якщо

кожна залежнiсть ϕ ∈ F
⋃
G виконується на таблицi t:

t(R) модель F
⋃
G

def
⇔ ∀ϕ(ϕ ∈ F

⋃
G⇒ ϕ(t) = true).

ФЗ або БЗЗ ϕ семантично прямує з множини F
⋃
G вiдносно схеми R, якщо на кожнiй

таблицi t(R), яка є моделлю множини залежностей F
⋃
G, виконується також залежнiсть

ϕ : F
⋃
G|=ϕ

def
⇔∀ t(R)(t(R) — модель F

⋃
G ⇒ ϕ(t) = true).

Для ФЗ та БЗЗ виконуються спiльнi правила виведення [2].
1) Правило розширення ФЗ до БЗЗ: (X → Y )(t) = true ⇒ (X →→ Y )(t) = true.
2) (X →→ Z)(t) = true&(Y → Z ′)(t) = true&Z ′ ⊆ Z&Y

⋂
Z = ∅ ⇒ (X → Z ′)(t) = true.

Наслiдками з наведених правил є такi властивостi вiдношення семантичного пряму-
вання:

1) F |=X → Y ⇒ F |=X →→ Y ;
2) G|=X →→ Z&F |=Y → Z ′&Z ′ ⊆ Z&Y

⋂
Z = ∅ ⇒ F

⋃
G|=X → Z ′.

ФЗ або БЗЗ ϕ синтаксично прямує з об’єднання множин ФЗ i БЗЗ F ∪ G вiднос-
но схеми R за означенням (F

⋃
G|−Rϕ), якщо iснує скiнченна послiдовнiсть ФЗ або БЗЗ

ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm−1, ϕm, така, що ϕm = ϕ i для ∀ i = 1,m− 1 кожна ϕi є або аксiома рефлек-
сивностi (для ФЗ або БЗЗ), або належить F ∪ G, або отримана за будь-яким правилом
виведення (повноти (для БЗЗ), поповнення (для ФЗ або БЗЗ), транзитивностi (для ФЗ або
БЗЗ), спiльних правил для ФЗ i БЗЗ) з попереднiх у цiй послiдовностi ФЗ або БЗЗ ϕj , ϕk,
j, k < i. Послiдовнiсть ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm−1, ϕm називається доведенням ϕ з об’єднання множин
F
⋃
G.

Нехай задано деякi множини F i G ФЗ та БЗЗ вiдповiдно. Замикання [F
⋃
G]R — це

множина усiх ФЗ i БЗЗ, якi синтаксично прямують з F
⋃
G вiдносно схеми R: [F

⋃
G]R

def
=

def
={ϕ|F

⋃
G|−ϕ}.

Виконуються властивостi:
1) F

⋃
G ⊆ [F

⋃
G] (зростання);

2) [[F
⋃
G]] = [F

⋃
G] (iдемпотентнiсть);

3) F ′⋃G′ ⊆ F
⋃
G ⇒ [F ′

⋃
G′] ⊆ [F

⋃
G] (монотоннiсть);

4) [F ] ⊆ [F
⋃
G], [G] ⊆ [F

⋃
G], [F ]

⋃
[G] ⊆ [F

⋃
G].

З властивостей 1–3 випливає, що, за термiнологiєю [4], оператор F
⋃
G 7→ [F

⋃
G]R

є оператором замикання.
Замиканням [X]F∪G,R множини атрибутiв X (вiдносно множини залежностей F

⋃
G

i схеми R) називається сiм’я усiх множин атрибутiв, що є правими частинами БЗЗ, якi
синтаксично прямують з множини F

⋃
G:

[X]F∪G,R
def
={Y |X →→ Y ∈ [F

⋃
G]R}.

Нехай [X]F — замикання множини атрибутiв X вiдносно множини ФЗ F [5]. Мають мiсце
властивостi:
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1) Y ⊆ [X]F ⇒ Y ∈ [X]F∪G,R;
2) [X]F∪G,R = [[X]F ]F∪G,R.
Зауважимо, що оператор X 7→ [X]F∪G,R не є оператором замикання; для обгрунтування

досить вказати, що даний оператор не має властивостi iдемпотентностi (поняття множини
атрибутiв i замикання множини атрибутiв вiдносно об’єднання множин ФЗ i БЗЗ F

⋃
G

i схеми R мають рiзну природу, тому вираз [[X]F∪G,R]F∪G,R не має сенсу в означених тер-
мiнах).

Базисом [X]bas
F∪G,R множини атрибутiв X вiдносно множини залежностей F ∪G i схеми R

називається пiдсiм’я замикання [X]F∪G,R, така, що:
1) ∀W (W ∈ [X]basF∪G,R ⇒ W 6= ∅) (тобто базис мiстить тiльки непорожнi множини

атрибутiв);
2) ∀Wi, Wj(Wi,Wj ∈ [X]basF∪G,R ⇒ Wi ∩ Wj = ∅) (тобто множини атрибутiв базису

попарно не перетинаються);

3) ∀Y
(
Y ∈ [X]F∪G,R ⇒ ∃ i, 1 6 i 6 n

(
Y =

⋃
Wi∈[X]bas

F∪G,R

Wi

))
(тобто кожна множи-

на атрибутiв з замикання [X]F∪G,R є скiнченним об’єднанням деяких множин атрибутiв
з базису).

Виконуються властивостi:
1)

⋃
W∈[X]bas

F∪G,R

W = R для X ⊆ R (тобто базис є розбиттям множини атрибутiв R);

2) A ∈ [X]F ⇒ {A} ∈ [X]bas
F∪G,R.

Нехай ϕ — ФЗ або БЗЗ.
Твердження 1 (коректнiсть аксiоматики БЗЗ i ФЗ). Якщо залежнiсть ϕ синтаксич-

но виводиться з множини залежностей F
⋃
G, то ϕ виводиться з F

⋃
G семантично:

F
⋃
G|−ϕ ⇒ F

⋃
G|=ϕ.

Твердження 2 (повнота аксiоматики БЗЗ i ФЗ). Якщо залежнiсть ϕ семантично
виводиться з множини залежностей F

⋃
G, то ϕ виводиться з F

⋃
G синтаксично:

F
⋃
G|=ϕ ⇒ F

⋃
G|−ϕ.

Теорема 1 . Вiдношення семантичного та синтаксичного прямувань для аксiоматики
БЗЗ та ФЗ збiгаються: F

⋃
G|=ϕ ⇔ F

⋃
G|−ϕ за умови |D| > 2 та |R| > 2.

Критерiй повноти аксiоматики ФЗ i БЗЗ. Аналiз доведення основного результату
про збiжнiсть вiдношень синтаксичного та семантичного прямувань для аксiоматики БЗЗ
та ФЗ (теорема 1) показує, що воно проведено в припущеннi |D| > 2 та |R| > 2.

Залежнiсть збiжностi вiдношень синтаксичного та семантичного прямувань при рiзних
значеннях потужностей множин R та D вказана вiдповiдно у табл. 1 i 2. Символ “+” (вiдпо-
вiдно “−”) в комiрцi означає, що при вказаних припущеннях вiдношення |= та |− збiгаються
(не збiгаються вiдповiдно).

З наведених таблиць випливають такi основнi результати.

Таблиця 1. Всi варiанти потужностей множин R та D для аксiоматики БЗЗ

D
R

|R| = 0 |R| = 1 |R| > 2

|D| = 0 + + —
|D| = 1 + + —
|D| > 2 + + +
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Таблиця 2. Всi варiанти потужностей множин R та D для аксiоматики БЗЗ та ФЗ

D
R

|R| = 0 |R| = 1 |R| > 2

|D| = 0 + — —
|D| = 1 + — —
|D| > 2 + + +

Теорема 2. Вiдношення семантичного |= та синтаксичного |− прямувань для аксiо-
матики БЗЗ i ФЗ збiгаються тодi i тiльки тодi, коли |D| > 2 або |R| = 0.

Теорема 3. Вiдношення семантичного |= та синтаксичного |− прямувань для аксiо-
матики БЗЗ збiгаються тодi i тiльки тодi, коли |R| 6 1 або |R| > 2 та при цьому |D| > 2.

Подальша робота полягає у встановленнi взаємної незалежностi складових наведених
аксiоматик.
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Аксиоматика многозначных зависимостей табличных баз данных

Киевский национальный университет им. Тараса Шевченко

Рассматривается аксиоматика многозначных зависимостей в табличных базах данных и
аксиоматика функциональных и многозначных зависимостей; устанавливается, полнота
этих аксиоматик в терминах совпадения отношений синтаксического и семантического
следований, а также критерий полноты аксиоматик в терминах мощностей универсаль-
ного домена и множества атрибутов.

Ключевые слова: табличные базы данных, функциональные зависимости, многозначные
зависимости, полнота аксиоматик, критерий полноты.

28 ISSN 1025-6415 Dopov. NAN Ukraine, 2015, №6



Academician of the NAS of Ukraine V.N. Redko, D.B. Bui, А.V. Puzikova

An axiomatics for multivalued dependences in tabular databases
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Axiomatics for multivalued dependences in table databases and for functional and multivalued
dependences is considered. The completeness of these axiomatic systems is established in terms
of the coincidence of syntactic and semantic consequence relations. The completeness criteria for
these axiomatic systems are formulated in terms of cardinalities of the universal domain and the
set of attributes.
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