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Про деякi взаємнi зв’язки мiж факторами верхнiх

та нижнiх центральних рядiв в алгебрах Лi
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Для алгебр Лi одержано узагальнення теоретико-групової теореми Бера, яка iлюструє
зв’язки мiж факторами верхнього та нижнього центральних рядiв групи.
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Нехай L — алгебра Лi над полем k та нехай

ζ(L) = {x ∈ L | [x, y] = 0 для кожного елемента y ∈ L} —

це центр алгебри L. Очевидно, що ζ(L) є L-пiдалгеброю, бiльш того, центр алгебри L буде
її iдеалом. Побудуємо тепер верхнiй центральний ряд

〈0〉 = ζ0(L) 6 ζ1(L) 6 ζ2(L) 6 · · · ζα(L) 6 ζα+1(L) 6 · · · ζγ(L) = ζ∞(L)

алгебри L за таким правилом. Нехай ζ1(L) = ζ(L) — це центр алгебри L, а далi для кожного
порядкового числа α покладемо ζα+1(L)/ζα(L) = ζ(L/ζα(L)) та для кожного граничного
порядкового числа λ визначимо ζλ(L) =

⋃
µ<λ

ζµ(L). Останнiй член ζ∞(L) цього ряду нази-

вається верхнiм гiперцентром алгебри L. Позначимо також через zl(L) довжину верхнього
центрального ряду алгебри L.

У випадку, коли L = ζ∞(L), алгебра L називається гiперцентральною.
Побудуємо тепер нижнiй центральний ряд алгебри L

L = γ1(L) > γ2(L) > · · · γα(L) > γα+1(L) > · · · γλ(L) = γ∞(L)

за таким правилом. Нехай γ1(L) = L, γ2(L) = [L,L], а далi для кожного порядкового числа α
покладемо γα+1(L) = [γα(L), L] та для кожного граничного порядкового числа λ визначи-
мо γλ(L) =

⋂
µ<λ

γµ(L). Останнiй член γ∞(L) цього ряду називається нижнiм гiпоцентром

алгебри L. У випадку, коли L = γ∞(L), алгебра L називається гiпоцeнтральною.
Природно, що першим почав розглядатися випадок, коли алгебра Лi L має скiнченний

верхнiй центральний ряд. Зокрема, якщо вона є нiльпотентною (тобто збiгається з верхнiм
гiперцентром, який має скiнченний номер), то її нижнiй центральний ряд також скiнченний,
а його довжина збiгається з довжиною верхнього центрального ряду (див., наприклад, [1]).
У зв’язку з цим природно виникає питання про алгебри Лi, у яких верхнiй центральний
ряд скiнченний, а верхнiй гiперцентр має скiнченну ковимiрнiсть. Важливим частинним
випадком тут буде ситуацiя, коли центр алгебри Лi має скiнченну ковимiрнiсть. Будова
алгебр Лi, що мають таку властивiсть, є вiдомою, бiльш того, з теореми 2 статтi [2] маємо:
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Теорема LZD. Нехай L — алгебра Лi над полем k. Якщо фактор-алгебра L/ζ(L) має
скiнченну вимiрнiсть d, то похiдний iдеал [L,L] також має скiнченну вимiрнiсть. Бiльш
того, dimk([L,L]) 6 d(d + 1)/2.

Мiж групами та алгебрами Лi iснує певна аналогiя. Для багатьох результатiв, що були
отриманi в теорiї груп, вдалося отримати аналоги в теорiї алгебр Лi, i навпаки. Бiльш того,
в деяких випадках в алгебрах Лi можливе бiльш глибоке просування (звичайно, у випадку,
коли розглядається алгебра Лi над полем) (див., наприклад, [3]).

Аналогом теореми LZD в теорiї груп є нижченаведена теорема.
Теорема ZD. Нехай G — група, C — така пiдгрупа центру ζ(G), що фактор-група

G/C скiнченна. Тодi комутант [G,G] групи G є скiнченною пiдгрупою.
Цей загальний результат вiдiграє досить велику роль в теорiї нескiнченних груп, вiн

лежить у фундаментi багатьох важливих її результатiв. Вперше цей результат у такiй формi
з’явився в роботi Б. Неймана [4]. Але в кiнцi роботи Б. Нейман пише, що показував цю
статтю Р. Беру, i той зазначив, що ця теорема є наслiдком бiльш загального результату, який
був ним доведений у статтi [5]. Дiйсно, в теоремi 3 цiєї роботи доведено, що якщо нормальна
пiдгрупа H групи G має скiнченний iндекс, то скiнченним буде i фактор ([G,G]

⋂
H)/[H,G].

Разом з тим Р. Бер у статтi [6] наводить теорему ZD у її звичайному виглядi i дає їй нове
доведення. Тут виникає природне питання: як пов’язанi мiж собою порядки |G/ζ(G)| = t та
|[G,G]|? Дослiдження цiєї задачi iнiцiював Б. Нейман у роботi [4]. Бiльш того, вiн перший
отримав оцiнку для |[G,G]| в термiнах |G/ζ(G)|. Найкращу оцiнку для |[G,G]| отримав
Дж. Вайголд. У роботi [7] вiн довiв, що |[G,G]| 6 tm, де m = (logp t − 1)/2, а p — це
найменше число, яке дiлить t. Бiльш того, вiн довiв, що ця нерiвнiсть досягається тодi
i тiльки тодi, коли t = pn, де p — це просте число. Якщо t має бiльше одного простого
дiльника, то ситуацiя стає значно складнiшою.

Р. Бер у роботi [6] отримав узагальнення теореми ZD. Вiн розглянув ситуацiю, коли
верхнiй центральний ряд групи є скiнченним, а верхнiй гiперцентр має скiнченний iндекс.
Точнiше, вiн довiв, щo скiнченнiсть фактор-групи G/ζn(G) тягне за собою скiнченнiсть
γn+1(G). У своїх знаменитих лекцiях [8, теорема 8.7] про нiльпотентнi групи Ф. Холл отри-
мав узагальнення як теореми ZD, так i теореми Бера. Слiд зазначити, що в цих лекцiях
Ф. Холл називає теорему ZD теоремою Шура. Наслiдуючи Ф. Холла, в наш час багато
алгебраїстiв називають теорему ZD теоремою Шура.

Аналог результату Холла для алгебр Лi був отриманий Я. Стюартом [9, теорема 5.2].
Зокрема, з цiєї теореми випливає аналог теореми Бера для алгебр Лi. Ця тематика ви-
дається досить цiкавою, вона вказує на дуже тiсний зв’язок мiж факторами верхнього та
нижнього центральних рядiв. Також вона отримала продовження як в алгебрах Лi (див.,
наприклад, [10]), так i в їх узагальненнях [11].

З лiєвського аналогу теореми Бера випливає, що у випадку, коли гiперцентр з номе-
ром n алгебри Лi L має скiнченну ковимiрнiсть d, то dimk(γn+1(L)) також є скiнченною.
У свою чергу, той факт, що вимiрнiсть dimk(γn+1(L)) є скiнченною, тягне за собою iсну-
вання такого найменшого iдеалу K в алгебрi L, що фактор-алгебра L/K є нiльпотентною.
Бiльш того, в цьому випадку K має скiнченну вимiрнiсть. Iнакше кажучи, нiльпотентний
резидуал алгебри L буде скiнченновимiрним. Буде доречним тут нагадати деякi визна-
чення.

Нехай L — алгебра Лi над полем k. I нехай X — це клас алгебр Лi. Покладемо

ResX(L) = {H | H − iдеал алгебри L, для якого L/H ∈ X}.
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Тодi перетин LX всiх iдеалiв з множини ResX(L) називається X-резидуалом (або X-кора-
дикалом) алгебри L. Якщо ResX(L) має найменший елемент R, то R = LX та L/LX ∈ X.
Проте в загальному випадку L/LX 6∈ X.

Якщо X = A — це клас абелевих алгебр Лi, то A-резидуал LA в точностi є похiдним
iдеалом [L,L] алгебри L. Зокрема, маємо L/LA ∈ A.

Якщо X = Nc — це клас нiльпотентних алгебр Лi, ступiнь нiльпотентностi яких не
перевищує c, то Nc-резидуал LNc збiгається з пiдалгеброю γc+1(L). Зокрема, також маємо
L/LNc ∈ Nc.

Проте якщо X = N — це клас всiх нiльпотентних алгебр Лi, то в загальному випадку
L/LN 6∈ N.

Перший наш результат якраз i дає границю для вимiрностi нiльпотентного резидуа-
лу у випадку, коли вимiрнiсть dimk(L/ζn(L)) є скiнченною. Цiкавим є той факт, що його
вимiрнiсть не залежить вiд n, а лише вiд вимiрностi фактор-алгебри L/ζn(L).

Суттєву роль у доведеннi цього результату вiдiграє наявнiсть у деяких абелевих iдеалiв
важливих специфiчних прямих розкладiв.

Нехай L — алгебра Лi над полем k i нехай M — це непорожня пiдмножина алгебри L,
а H — це пiдалгебра алгебри L. Покладемо

CH(M) = {x ∈ H | [x, y] = 0 для всiх y ∈M}.

Пiдмножина CH(M) називається централiзатором (або анулятором) M в пiдалгебрi H.
Неважко перевiрити, що CH(M) є пiдалгеброю алгебри L. Бiльш того, якщо M — це iдеал
в L, то CH(M) також є iдеалом в L.

Нехай M — це пiдалгебра алгебри L. I нехай A, B — це такi iдеали в M , що B 6 A.
Визначимо CM (A/B) за таким правилом:

CM (A/B) = {x ∈M | [x, a] ∈ B для всiх a ∈ A}.

Iнакше кажучи, CM (A/B)/B = CM/B(A/B).
Нехай L — алгебра Лi над полем k. I нехай B, C — це такi iдеали алгебри L, що B 6

6 C. Фактор C/B називається L-центральним, якщо CL(C/B) = L. Якщо A — це iдеал
алгебри L, то ми можемо визначити верхнiй L-центральний ряд

〈0〉 = ζ0,L(A) 6 ζ1,L(A) 6 . . . ζα,L(A) 6 . . . ζγ,L(A) = ζ∞,L(A)

iдеалу A за таким правилом: ζ1,L(A) = ζ(L)
⋂
A, ζα+1,L(A)/ζα,L(A) = ζ(L/ζα,L(A))

⋂
⋂
A/ζα,L(A) для всiх порядкових чисел α та ζλ,L(A) =

⋃
µ<λ

ζµ,L(A) для кожного гранич-

ного порядкового числа λ. Останнiй член ζ∞,L(A) цього ряду називається верхнiм L-гi-
перцентром iдеалу A. За самим визначенням видно, що кожний член ζα,L(A) верхнього
L-центрального ряду iдеалу A є iдеалом алгебри L.

Фактор C/B називається L-екцентральним, якщо CL(C/B) 6= L. Iдеал C алгебри L
називається L-гiперекцентральним, якщо вiн має зростаючий ряд

〈0〉 = C0 6 C1 6 · · ·Cα 6 Cα+1 6 · · ·Cγ = C

iдеалiв алгебри L, кожен фактор Cα+1/Cα якого є L-екцентральним та L-головним для
кожного α < γ. Будемо говорити, що iдеал A лiєвої алгебри L має Z-розклад, якщо

A = ζ∞,L(A)⊕ η∞,L(A),
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де η∞,L(A) — це максимальний L-гiперекцентральний iдеал в A. Зазначимо, що в цьому
випадку iдеал η∞,L(A) мiстить кожен L-гiперекцентральний iдеал A. Зокрема, цей розклад
єдиний. Дiйсно, нехай B — це такий L-гiперекцентральний iдеал алгебри L, що B 6 A.
Покладемо E = η∞,L(A). Якщо фактор (B + E)/E ненульовий, то вiн мiстить ненульовий
L-головний iдеал U/E фактор-алгебри L/E. Оскiльки (B + E)/E ∼= B/(B

⋂
E), то фак-

тор U/E L-iзоморфний деякому L-головному фактору з iдеалу B, звiдки отримуємо, що
L/CL(U/E) 6= L. З iншого боку, (B + E)/E 6 A/E ∼= ζ∞,L(A), тобто L/CL(U/E) = L. Це
протирiччя показує, що B 6 E. А тому iдеал η∞,L(A) мiстить кожен L-гiперекцентральний
iдеал алгебри L i, отже, буде єдиним.

Твердження 1. Нехай L — алгебра Лi над полем k. I нехай A — це iдеал алгебри L.
Припустимо, що A має скiнченний ряд iдеалiв алгебри L, кожен фактор якого або L-цент-
ральний, або L-екцентральний та L-головний. Якщо фактор-алгебра L/CL(A) нiльпотен-
тна, то A має Z-розклад.

Наслiдок. Нехай L — алгебра Лi над полем k. I нехай A — це iдеал алгебри L. При-
пустимо, що A має скiнченну вимiрнiсть. Якщо фактор-алгебра L/CL(A) нiльпотентна,
то A має Z-розклад.

Теорема A. Нехай L — алгебра Лi над полем k. I нехай R — це нiльпотентний
резидуал алгебри L. Припустимо, що iснує таке натуральне число n, що вимiрнiсть
dimk(L/ζn(L)) = d скiнченна. Тодi фактор-алгебра L/R нiльпотентна. Бiльш того, R має
скiнченну вимiрнiсть, яка не перевищує d(d + 3)/2.

Для груп у роботi [12] було отримане таке найбiльш широке узагальнення теореми Бера.
Теорема. Нехай G — група. I нехай Z — це верхнiй гiперцентр групи G. Якщо порядок

фактор-групи G/Z скiнченний та дорiвнює числу t, то група G мiстить таку скiнченну
нормальну пiдгрупу K, що фактор-група G/K гiперцентральна. Бiльш того, |K| 6 tm,
m = (log2 t + 1)/2.

Природно виникає питання про те, чи буде мати мiсце аналогiчне твердження для алгебр
Лi? Нижченаведений наш результат показує, що вiдповiдь на це питання є ствердною.

Теорема В. Нехай L — алгебра Лi над полем k. Припустимо, що її верхнiй гiперцентр
ζ∞(L) має скiнченну ковимiрнiсть d. Тодi L мiстить такий скiнченновимiрний iдеал E,
що фактор-алгебра L/E гiперцентральна. Бiльш того, dimk(E) 6 d(d + 3)/2.
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О некоторых взаимных связях между факторами верхних и нижних
центральных рядов в алгебрах Ли

Днепропетровский национальный университет им. Олеся Гончара

Для алгебр Ли получено обобщение теоретико-групповой теоремы Бэра, которая иллюстри-
рует связи между факторами верхнего и нижнего центральных рядов группы.

Ключевые слова: теорема Бэра, верхний центральный ряд, нижний центральный ряд,
Z-разложение, верхний гиперцентр, нильпотентный резидуал.
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On some reciprocal relations between the factors of the upper and lower
central series in Lie algebras
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A generalization of the group-theoretiс Baer’s theorem regarding relations between the factors of
the upper and lower central series for Lie algebras is obtained.

Keywords: Baer’s theorem, upper central series, lower central series, Z-decomposition, upper
hypercenter, nilpotent residual.
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