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Abstract. The concept of parametric stability is applied to investigate the stability prop-

erties of the singularly perturbed systems, which contain some parameters. A region of pa-
rameter space with property of parametric stability is found. As an example, the problem is 
considered on control of the electric motor of direct current. 
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Введение. 

Реальная физическая система может состоять из подсистем, которые имеют раз-

личную ответную реакцию на внешние возмущения. Математической моделью такой 

системы является система дифференциальных уравнений вида  
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где n

x R∈  и .m

z R∈  Вектор v  фазовой скорости изображающей точки системы со-

стоит из двух компонент, т.е. 

1
= ( ( , ) , ( , ) ) .
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                                                   (2) 

При 0ε →  вторая компонента вектора v  стремится к ∞  при любой вектор-

функции ( , ) 0.g x z ≠  Поэтому каждая из подсистем системы (1) имеет собственную 

шкалу естественного времени. Вектор z  является быстроизменяющимся, в то время 

как компоненты вектора x  изменяются медленно. 

Исследованию систем вида (1) (или более сложных систем этого вида) посвящена 

обширная литература [1, 4]. 
В настоящей работе, концепция параметрической устойчивости, предложенная в 

[7] и развитая в работах [3, 5, 9, 11], применяется для исследования свойств устойчи-
вости одного класса систем вида (1), зависящих от некоторых параметров [13]. В от-
личии от общепринятого подхода, предполагается, что состояние равновесия не фик-
сированно в начале координат, а способно менять свое местоположение в зависимо-
сти от изменения значений параметров. Применение концепции параметрической ус-
тойчивости и метода сравнения с двухкомпонентной функцией Ляпунова позволяет 
определить область в пространстве параметров, для значений параметров из которой 
существует состояние равновесия исследуемой системы, и указать достаточные усло-
вия глобальной асимптотической устойчивости. На основе полученных результатов 
исследована задача об управлении электромотором постоянного тока. 
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1. Постановка задачи. 

Рассмотрим нелинейную неточную сингулярно-возмущенную систему  
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где ( ) ,n

x t R∈  ( ) m

z t R∈  – переменные, определяющие состояние системы в момент 

времени ;t R
+

∈  s

r R∈  – корректирующий вектор; матрицы ( ),
ij

A p  ( ),C p  ( ),
i

q p  

, = 1, 2,i j  имеют соответствующую размерность и элементы, непрерывно зависящие 

от векторного параметра .l

p R∈  Функция : s s
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дифференцируемая функция такая, что (0) = 0,ϕ  
=0

( )
| = ,
u

u
I

u

ϕ∂

∂

 где s s
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ная матрица. Предполагаем, что при любом заданном начальном состоянии 
0 0

( ) = ,x t x  

0 0
( ) = ,z t z  

0
,t R

+

∈  фиксированном значении параметра p  и непрерывном управле-

нии = ( ) ,u r C p x−  система уравнений (3) имеет единственное решение 
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Относительно системы (3) сделаем следующее предположения. 

Предположение 1. 1) матрица 
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Замечание 1. Поскольку в точке *=p p  матрица 
22
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, которое позволяет оценить область 
p

Ω . Таким образом, в 

качестве области P  можно выбрать область .
p

Ω  

Отметим, что при сделанных выше предположениях система (3) имеет неподвиж-

ное состояние равновесия в начале координат для всех значений параметра ,p  если 

значение корректирующего вектора равно 0.  Однако, если 0r ≠ , то состояние равно-

весия становится подвижным из-за изменения значений параметров p  и .r  Свойства 

устойчивости этого состояния равновесия также будут зависимы от указанных пара-

метров. В работе будут установлены достаточные условия абсолютной параметриче-
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ской устойчивости системы (3) в виде секторного условия на функцию и указан под-

ход для оценки области в пространстве параметров, относительно которой такая ус-

тойчивость имеет место. 

2. Вспомогательные результаты. 

Рассмотрим нелинейную систему уравнений следующего вида:  

( ) ( ) ( ( ) ) = 0,A p x B p r C p xϕ+ −                                              (4) 
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Применим к нему теорему о неподвижной точке в случае метрического пространства 

с числовым множителем в качестве оператора [2, с. 206]. Известно, что если итераци-

онный процесс (5) имеет единственную неподвижную точку, то уравнение (4) имеет 
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для всех ,
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и оценки (7) можем оценить границу области .Π  Отметим, что в данной работе здесь и 

далее используется спектральная норма для матриц и эвклидова норма для векторов. 

Далее приведем теорему, доказанную в [6], которая понадобится для последую-

щего изложения. Для этого рассмотрим систему дифференциальных уравнений  
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Введем обозначения: 
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*
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Тогда, система дифференциальных уравнений вида (9) абсолютно параметриче-

ски устойчива относительно области ,
p r
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вольное как угодно большое наперед заданное положительное число. 
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рывными функциями переменной p  и в точке *=p p  неравенства (12) и (13) выпол-

няются, то область 
p
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3. Существование состояния равновесия нелинейной неточной сингулярно 

возмущенной системы. 

Состояние равновесия нелинейной неточной сингулярно-возмущенной системы, 
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x p r . Таким образом, вопрос о сущест-

вовании состояния равновесия нелинейной неточной сингулярно возмущенной систе-

мы эквивалентен вопросу о существовании состояния равновесия «медленной» сис-

темы (14) и область в пространстве параметров, для значений которых существует 

состояние равновесия «медленной» системы (14), совпадает с областью в пространст-

ве параметров, для значений которых существует состояние равновесия нелинейной 

неточной сингулярно возмущенной системы (3). Отметим, что в случае известной 

функции ( )uϕ  с помощью метода, предложенного в п.2, можно непосредственно оп-

ределить эту область. 

4. Анализ параметрической устойчивости нелинейной неточной сингулярно 

возмущенной системы. 

Рассмотрим «медленную» систему (14). Используя Предположение 1 (п.2) и 

предположения, сделанные относительно элементов системы (3), получаем, что усло-

вия Предположения 2 выполняются для системы (14). Значит, можем использовать 

Теорему 1. 
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s
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ляющаяся решением алгебраического уравнения Ляпунова  
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Тогда, согласно Теореме 1, выполнение условия  
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(17) 

обеспечивает абсолютную параметрическую устойчивость системы (14) относительно 

области 1 ,
p r

Ω × Ω  = { | },
s

r
r R r cΩ ∈ ≤  где c  – произвольное как угодно большое 

наперед заданное число. Отметим, что согласно п.3 для всех ( , ) 1
p r

p r ∈ Ω ×Ω  будет 

существовать единственное состояние равновесия ( ( , ) , ( , ) )e T e T T

x p r z p r  системы (3), 

поскольку при этих значениях параметров оно существует для «медленной» системы 

(14).Функция Ляпунова, позволяющая установить устойчивость состояния равновесия 

«медленной» системы для всех значений параметров ( , ) 1 ,
p r

p r ∈ Ω ×Ω  имеет вид  

*( ) = ( ( , )) ( ( , )).e T e

s s
V x x x p r P x x p r− −  

Рассмотрим «быструю» систему  

21 22 2
= ( ) ( ) ( ) ( ( ) ),

dz
A p x A p z q p r C p x

d

ϕ

τ

+ + −

%
% %%                              (18) 

где n

x R∈%  примем фиксированным постоянным вектором, 0=
t t

τ

ε

−

 – быстрое время 

0
( ) = ( ),z z t tτ ε +%  

0
( ) = ( ).x x t tτ ε +%  Для исследования устойчивости состояния равнове-

сия этой системы 1

22 21 2
( , ) = ( ( ) ( ) ( ( ) ))e

z p r A A p x q p r C p xϕ
−

− + −% %%  воспользуемся функци-

ей Ляпунова следующего вида:  

*
( , ) = ( ) ( ),

e T e

f f
V x z z z P z z− −% % % % % %  

где 
*

f
P  – симметрическая положительно определенная матрица, являющаяся решени-

ем алгебраического уравнения Ляпунова  

* * * *

22 22
( ) ( ) = ;

T

f f f
A p P P A p Q+ −  

где 
f

Q  – произвольная симметрическая положительно определенная матрица размер-

ности .m m×  Найдем производную функции ( , )
f

V x z% %  по τ  в силу системы (18). Тогда 

имеем 

* *

(18) 22 22

( , )
| = ( ) ( ( ) ( ))( ) =

f e T T e

f f

dV x z

z z A p P P A p z z

dτ

− + −

% %
% % % %  

* * * *

22 22
= ( ) ( ( ) ( ))( )

e T T e

f f
z z A p P P A p z z− + − +% % % %  

* * * *

22 22 22 22
( ) (( ( ) ( )) (( ( ) ( )))( ) =

e T T e

f f
z z A p A p P P A p A p z z+ − − + − −% % % %  
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*
= ( ) ( ) ( ) ( , )( ),

e T e e e

f
z z Q z z z z N p p z z− − − + − −% % % % % % % %                              (19) 

где 

* * * * *

22 22 22 22
( , ) = ( ( ) ( )) (( ( ) ( )).

T

f f
N p p A p A p P P A p A p− + −  

Из (19) следует, что  

2
*

(18) min max
2

( , )
| ( ( ) ( ( ( , ))))max

f e

f

p
p

dV x z

Q N p p z z

d

λ λ

τ ∈Ω

≤ − + −

% %
% % . 

Значит, для всех 2,
p

p ∈ Ω  
*

2 = { | 2},
l

p
p R p p bΩ ∈ − ≤  где 2

p
Ω  определяется из 

условия  

*

max min
2

( ( ( , ))) < ( ),max f

p
p

N p p Qλ λ

∈Ω

                                    (20) 

функция ( , )
f

V x z% %  является функцией Ляпунова, позволяющей установить абсолют-

ную устойчивость состояния равновесия ( , )e

z p r%  системы (18). 

Полученные результаты по устойчивости «медленной» и «быстрой» подсистем, 

дают возможность сформулировать теорему, которая определяет достаточные усло-

вия абсолютной параметрической устойчивости нелинейной неточной сингулярно-

возмущенной системы относительно некоторой области в пространстве параметров. 

Теорема 2. Пусть функция ( ),uϕ  входящая в систему (3), удовлетворяет условию 

(16) для всех ,
s

u R∈  где область 
*

1 = { | 1}
l

p
p R p p bΩ ∈ − ≤  определяется из сис-

темы неравенств (17) и область 
*

2 = { | 2}
l

p
p R p p bΩ ∈ − ≤  определяется из усло-

вия (20). Тогда система (3) абсолютно параметрически устойчива относительно 

области ( 1 2) ,
p p r

Ω ∩ Ω × Ω  = { | },
s

r
r R r cΩ ∈ ≤  где c  – произвольное как угодно 

большое наперед заданное число для всех 
*

0 < < ,ε ε  
* 1 2

1 2 1 2

= ,
β β

ε

γ γ β ξ−

 где  

* *

1 min max 0 0
( 1 2) ( 1 2)

= ( ) ( ( ( , ))) 2 ( ( ) ( ) );max maxs s

p p
p p p p

Q M p p P q p C pβ λ λ α

∈ Ω ∩Ω ∈ Ω ∩Ω

− + +  

*

1 12
( 1 2)

= 2 ( ) ;maxs

p
p p

P A pγ

∈ Ω ∩Ω

 

*

2 min max
( 1 2)

= ( ) ( ( ( , )));maxf

p
p p

Q N p pβ λ λ

∈ Ω ∩Ω

− +  

1 *

2 max 12 21 2 22
( 1 2)

= [ ( ( )( ( ) ( ) ( ))( ( ))max
T T T T T

f

p
p p

A p A p C p q p A p Pξ λ
−

∈ Ω ∩Ω

− +  

* 1

22 21 2 12
( )( ( ) ( ) ( )) ( ))]

f
P A p A p q p C p A p

−

+ − +  

* 1

22 2 12
( 1 2)

2 ( ( ) ( ) ( ) ( ) );maxf

p
p p

P A p q p C p A pα
−

∈ Ω ∩Ω

+  

* 1 1

2 22 21 0 22 2 0
( 1 2)

= 2 ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )maxf

p
p p

P A p A p A p A p q p C p A pγ α
− −

∈ Ω ∩Ω

+ +  

1 1

22 2 0 22 21 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A p q p C p A p A p A p q p C p α
− −

+ + +  
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1 1 2

22 21 0 0 22 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A p A p q p C p C p C p q p A p q p α
− −

+ + +  

1 1

22 2 0 22 2 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A p q p C p q p C p C p A p q p C p q pα
− −

+ + +  

1 1

22 2 0 22 2 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ).A p q p C p q p A p q p C p q p C p
− −

+ +  

Замечание 3. Если область 1 2
p p

Ω ∩ Ω  шире области 
p

Ω  из Замечания 1, то 

система (3) абсолютно параметрически устойчива относительно области .
p

Ω  

Доказательство. Поскольку, как было показано выше, для всех ( , ) 1
p r

p r ∈ Ω ×Ω  

существует единственное состояние равновесия ( ( , ) , ( , ) )e T e T T

x p r z p r  нелинейной 

неточной сингулярно-возмущенной системы (3), то, очевидно, оно будет существо-

вать и для всех ( , ) ( 1 2) .
p p r

p r ∈ Ω ∩ Ω × Ω  Покажем, что для всех значений параметров 

из этой области указанное состояние равновесия будет глобально асимптотически 

устойчиво. Пусть ( , )p r  – произвольные значения параметров из области 

( 1 2)
p p r

Ω ∩ Ω × Ω  и ( ( , ) , ( , ) )e T e T T

x p r z p r  – соответствующее им состояние равнове-

сия системы (3). Рассмотрим векторную функцию Ляпунова  

*

*

( ) ( )
( , ) = ,

( ) ( )

e T e

s

e T e

f

x x P x x

V x z

z z P z z

 − −

 
 

− − 

                                          (21) 

элементы которой представляют собой скалярные функции Ляпунова для «медлен-

ной» и «быстрой» систем, и оценим производные компонент этой функции в силу 

системы (3). Тогда имеем 

*

(3) 11 12 1

( )
| = ( ( ) ( ) ( ) ( ( ) )) ( )T es

s

dV x
A p x A p z q p r C p x P x x

dt

ϕ+ + − − +  

*

11 12 1
( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ( ) )) =e T

s
x x P A p x A p z q p r C p xϕ+ − + + −  

* *

0 0 0 0
= ( ( ) ( ) ( ( ) )) ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ( ) ))T e e T

s s
A p x q p r C p x P x x x x P A p x q p r C p xϕ ϕ+ − − + − + − +  

1 *

12 12 22 21 2
( ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ( ) ))) ( )T e

s
A p z A p A A p x q p r C p x P x xϕ

−

+ + + − − +  

* 1

12 12 22 21 2
( ) ( ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ( ) ))).e T

s
x x P A p z A p A A p x q p r C p xϕ

−

+ − + + −        (22) 

Учитывая, что 

0 0
( ) ( ) ( ( ) ) = 0e e

A p x q p r C p xϕ+ −  и 1

22 21 2
= ( ( ) ( ) ( ( ) ),e

z A A p x q p r C p xϕ
−

− + −  

перепишем соотношение (22) следующим образом:  

*

(3) 0 0

( ) ( )
| = ( ) ( ( ) ( ) | ( )) ( )e T T es

u s

dV x u
x x A p q p C p P x x

dt u

ϕ∂
− − − +

∂
%

 

*

0 0

( )
( ) ( ( ) ( ) | ( ))( )e T e

s u

u
x x P A p q p C p x x

u

ϕ∂
+ − − − +

∂
%

 

* *

12 12
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) =e T T e e T e

s s
z z A p P x x x x P A p z z+ − − + − −  

* * * *

0 0
= ( ) ( ( ) ( ))( )e T T e

s s
x x K p P P K p x x− + − +  
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* * * *

0 0 0 0
( ) (( ( ) ( )) ( ( ) ( )))( )e T e

s s
x x K p K p P P K p K p x x+ − − + − − −  

*

0

( )
( ) ( )( | ) ( ) ( )

T

e T e

u s

u
x x q p I C p P x x

u

ϕ∂ 
− − − − − 

∂ 
%

 

*

0

( )
( ) ( )( | ) ( ) ( )

T

e T e

s u

u
x x P q p I C p x x

u

ϕ∂ 
− − − − + 

∂ 
%

 

* *

12 12
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),e T e e e

s s
z z A p P x x x x P A p z z+ − − + − −                     (23) 

где u%  – некоторая точка пространства .s

R  
Продолжим оценку (23), учитывая, что  

2 2
* *

min max( ) ( ) ( ) ,
e e

s s s
P x x V x P x xλ λ− ≤ ≤ −  

2 2
* *

min max( ) ( , ) ( )
e e

f f f
P z z V x z P z zλ λ− ≤ ≤ −  и 

( )
| .
u

u
I

u

ϕ
α

∂
− ≤

∂
%

 

Тогда приходим к соотношению такого вида: 

*

(3) min max 0
( 1 2)

( )
| ( ( ) ( ( ( , )))max

s

s

p
p p

dV x
Q M p p

dt

λ λ

∈ Ω ∩Ω

≤ − + +  

2
*

0
( 1 2)

( )
2 ( ( ) ( ) ) | )max

e

s u

p
p p

u
P q p C p I x x

u

ϕ

∈ Ω ∩Ω

∂
+ − − +

∂
%

 

*

12
( 1 2)

2 ( )max
e e

s

p
p p

P A p x x z z

∈ Ω ∩Ω

+ − − ≤  

* *

min max 0 0 *
( 1 2) ( 1 2)

min

( )
( ( ) ( ( ( , ))) 2 ( ( ) ( ) ))max max

( )

s

s s

p p
p p p p s

V x
Q M p p P q p C p

P

λ λ α

λ∈ Ω ∩Ω ∈ Ω ∩Ω

≤ − + + +  

1 11 1

2 22 2
*

12 1 11 1 * 1 1
( 1 2)

* * * *min2 2 2 2
min min min min

( , ) ( , )( ) ( ) ( )
2 ( ) = ;max

( )
( ) ( ) ( ) ( )

f fs s s

s

p
p p s

s f s f

V x z V x zV x V x V x
P A p

P
P P P P

β γ

λ
λ λ λ λ

∈ Ω ∩Ω

+ +       (24) 

* *

(3)

( , )
| = ( ) ( ) ( ) ( ) =

e e

f T e e T

f f

dV x z dz dz
z x P z z z z P z x

dt dx dx

− − + − −& && &  

21 22 2

1 1 1
= ( ( ) ( ) ( ) ( ( ) )A p x A p z q p r C p xϕ

ε ε ε

+ + − +  

1 *

22 21 2 11 12 1

( )
( )( ( ) ( ) | ( ))( ( ) ( ) ( ) ( ( ) ))) ( )T e

u f

u
A p A p q p C p A p x A p z q p r C p x P z z

u

ϕ
ϕ

−
∂

+ − + + − − +

∂

 

*

21 22 2

1 1 1
( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ( ) )

e T

f
z z P A p x A p z q p r C p xϕ

ε ε ε

+ − + + − +  

1

22 21 2 11 12 1

( )
( )( ( ) ( ) | ( ))( ( ) ( ) ( ) ( ( ) ))) =

u

u
A p A p q p C p A p x A p z q p r C p x

u

ϕ
ϕ

−
∂

+ − + + −

∂

 



 115 

* *

22 22

1
= ( ) ( ( ) ( ))( )

e T T e

f f
z z A p P P A p z z

ε

− + − +  

1 *

22 21 2 0 0

( )
( ( )( ( ) ( ) | ( ))( ( ) ( ) ( ( ) ))) ( )T e

u f

u
A p A p q p C p A p x q p r C p x P z z

u

ϕ
ϕ

−
∂

+ − + − − +

∂

 

1 *

22 21 2 12

( )
( ( )( ( ) ( ) | ( )) ( )( )) ( )e T e

u f

u
A p A p q p C p A p z z P z z

u

ϕ
−

∂
+ − − − +

∂

 

* 1

22 21 2 0 0

( )
( ) ( ( )( ( ) ( ) | ( ))( ( ) ( ) ( ( ) )))e T

f u

u
z z P A p A p q p C p A p x q p r C p x

u

ϕ
ϕ

−
∂

+ − − + − +

∂

 

* 1

22 21 2 12

( )
( ) ( ( )( ( ) ( ) | ( )) ( ))( ) =e T e

f u

u
z z P A p A p q p C p A p z z

u

ϕ
−

∂
+ − − −

∂

 

* *

22 22

1
= ( ) ( ( ) ( ))( )

e T T e

f f
z z A p P P A p z z

ε

− + − +  

1 *

22 21 2 0 0

( ) ( )
( ) ( ( )( ( ) ( ) | ( ))( ( ) ( ) | ( ))) ( )e T T e

u f

u

u u
x x A p A p q p C p A p q p C p P z z

u u

ϕ ϕ
−

≈

∂ ∂
+ − − − − +

∂ ∂

 

* 1

22 21 2 0 0

( ) ( )
( ) ( ( )( ( ) ( ) | ( ))( ( ) ( ) | ( )))( )e T e

f u

u

u u
z z P A p A p q p C p A p q p C p x x

u u

ϕ ϕ
−

≈

∂ ∂
+ − − − − +

∂ ∂

 

1 *

22 21 2 12

( )
( ) ( ( )( ( ) ( ) | ( )) ( )) ( )e T T e

u f

u
z z A p A p q p C p A p P z z

u

ϕ
−

∂
+ − − − +

∂

 

* 1

22 21 2 12

( )
( ) ( ( )( ( ) ( ) | ( )) ( ))( ) =e T e

f u

u
z z P A p A p q p C p A p z z

u

ϕ
−

∂
+ − − −

∂

 

* *

22 22

1
= ( ) ( ( ) ( ))( )

e T T e

f f
z z A p P P A p z z

ε

− + − +  

1 1

22 21 12 22 2 12

( )
( ) [( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) | ( ) ( )

e T

u

u
z z A p A p A p A p q p I C p A p

u

ϕ
− −

∂ 
+ − − − − 

∂ 
 

1 * * 1

22 2 12 22 21 12
( ) ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( )

T

f f
A p q p C p A p P P A p A p A p

− −

− + −  

1 1

22 2 12 22 2 12

( )
( ) ( ) | ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))]( )

e

u

u
A p q p I C p A p A p q p C p A p z z

u

ϕ
− −

∂ 
− − − − + 

∂ 
 

1 1

22 21 0 22 2 0

( )
( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) | ( ) ( )

e T

u

u
x x A p A p A p A p q p I C p A p

u

ϕ
− −

≈

∂ 
+ − − − − 

∂ 
 

1 1

22 2 0 22 21 0

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) | ( )

u

u
A p q p C p A p A p A p q p I C p

u

ϕ
− −

≈

∂ 
− − − − 

∂ 
 

1 1

22 21 0 22 2 0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) | ( ) ( ) | ( )

u u

u u
A p A p q p C p A p q p I C p q p I C p

u u

ϕ ϕ
− −

≈ ≈

∂ ∂   
− + − − +   

∂ ∂   
 

1 1

22 2 0 22 2 0

( ) ( )
( ) ( ) | ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) | ( )

u u

u u
A p q p I C p q p C p A p q p C p q p I C p

u u

ϕ ϕ
− −

≈ ≈

∂ ∂   
+ − + − +   

∂ ∂   
 

1 *

22 2 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( )] ( )

T e

f
A p q p C p q p C p P z z

−

+ − +  
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* 1 1

22 21 0 22 2 0

( )
( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) | ( ) ( )

e T

f

u

u
z z P A p A p A p A p q p I C p A p

u

ϕ
− −

≈

∂ 
+ − − − − 

∂ 
 

1 1

22 2 0 22 21 0

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) | ( )

u

u
A p q p C p A p A p A p q p I C p

u

ϕ
− −

≈

∂ 
− − − − 

∂ 
              (25) 

1 1

22 21 0 22 2 0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) | ( ) ( ) | ( )

u u

u u
A p A p q p C p A p q p I C p q p I C p

u u

ϕ ϕ
− −

≈ ≈

∂ ∂   
− + − − +   

∂ ∂   
 

1 1

22 2 0 22 2 0

( ) ( )
( ) ( ) | ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) | ( )

u u

u u
A p q p I C p q p C p A p q p C p q p I C p

u u

ϕ ϕ
− −

≈ ≈

∂ ∂   
+ − + − +   

∂ ∂   
 

1

22 2 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( )]( ),e

A p q p C p q p C p x x
−

+ −  

где u

≈

 – некоторая точка пространства .s

R  

Продолжим оценку (25), учитывая, что  

2 2
* *

min max( ) ( ) ( ) ,
e e

s s s
P x x V x P x xλ λ− ≤ ≤ −  

2 2
* *

min max( ) ( , ) ( )
e e

f f f
P z z V x z P z zλ λ− ≤ ≤ −  и 

( )
| .
u

u
I

u

ϕ
α

∂
− ≤

∂
%

  

Тогда имеем 

*

(3) min max
( 1 2)

( , ) 1 1
| ( ( ) ( ( ( , )))max

f

f

p
p p

dV x z

Q N p p

dt

λ λ

ε ε ∈ Ω ∩Ω

≤ − + +  

1 *

max 22 21 2 12
( 1 2)

[ ( [( ( )( ( ) ( ) ( )) ( ))max
T

f

p
p p

A p A p q p C p A p Pλ
−

∈ Ω ∩Ω

+ − +  

* 1

22 21 2 12
( ( )( ( ) ( ) ( )) ( ))])

f
P A p A p q p C p A p

−

+ − +  

2
* 1

22 2 12
( 1 2)

2 ( ( ) ( ) ( ) ( ) )]max
e

f

p
p p

P A p q p C p A p z zα
−

∈ Ω ∩Ω

+ − +                  (26) 

* 1 1

22 21 0 22 2 0
( 1 2)

2 ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )maxf

p
p p

P A p A p A p A p q p C p A p α
− −

∈ Ω ∩Ω

+ + +  

1 1 1

22 2 0 22 21 0 22 21 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A p q p C p A p A p A p q p C p A p A p q p C pα
− − −

+ + + +  

1 2 1

0 22 2 22 2 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )C p C p q p A p q p A p q p C p q p C pα α
− −

+ + +  

1 1

22 2 0 22 2 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ) =
e e

C p A p q p C p q p A p q p C p q p C p x x z zα
− −

+ + − −  

11

222
2 2

2 2 2 2* 1 1

* *min 2 2
min min

( , ) ( , )( )
= ( ) ( ) .

( )
( ) ( )

f fe e e s

f

s f

V x z V x zV x
z z x x z z

P
P P

β β
ξ γ ξ γ

ε ε λ
λ λ

+ − + − − ≤ + +  

Из оценок (24) и (26) следует оценка производной векторной функции ( , )V x z  в 

силу системы (3) относительно конуса 2
R

+
: 
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1 1

1 1 2 2
* 1 1

* *min 2 2
min min

(3)
2

1 1 2
2 2 2

1 1 *

* * min2 2
min min

( ) ( ) ( , )
( )

( ) ( )
( , )

| .

( )

( ) ( , ) ( , )
( )

( ) ( )

s s f

s

s f

s f f

f

s f

V x V x V x z

P
P P

dV x z

dt

V x V x z V x z

P
P P

β γ

λ
λ λ

β
ξ

γ ε

λ
λ λ

 
+ 

 
 
 ≤

 
+

 
+ 

 
 

             (27) 

Воспользовавшись неравенством 
2

2 2 ,
2 2

a b
az bz z

a

− + ≤ − +  продолжим оценку (27): 

2

1 1

* *

min 1 min

(3) 2
2 2
2

*
* 2 min

min 2

( ) ( , )
( ) ( ) ( )

( , ) 1
| = ( , ),

2
( ) ( , )

( )
( )( )

s f

s f

s f

f

s

V x V x z

P P

dV x z
AV x z

dt

V x V x z

P
P

β γ

λ β λ

β
ξ

γ ε

β λ
λ ξ

ε

 
+ 

− 
 

≤  
+ 

+ 
 − − 
 

 

где  
2

1 1

* *

min 1 min

2
2 2
2

*
*2 min

2 min

( ) ( ) ( )

1
= .

2

( )
( ) ( )

s f

f

s

P P

A

P
P

β γ

λ β λ

β
ξ

γ ε

β λ
ξ λ

ε

 
 

− 
 
 +

 
 

− − 
 

 

Отметим, что поскольку выполняется условие (16) и для всех ( 1 2),
p p

p ∈ Ω ∩ Ω  

очевидно, справедливы соотношения (17), то 
1

< 0.β  Также, поскольку для всех 

( 1 2)
p p

p ∈ Ω ∩ Ω  неравенство (20) имеет место, то 
2

< 0.β  Величины 
1
,γ  

2
γ  и 

2
ξ  – 

положительны. 

Рассмотрим систему уравнений  

= ,
dU

AU

dt

                                                      (28) 

где матрица A  задана выше, а 2

1 2
= ( , ) .T

U u u R
+

∈   

При выполнении соотношения  

2
1 2 1 2>

β
β ξ γ γ

ε

 
+ 

 
                                              (29)  

функция ( ) =f U AU  удовлетворяет условие Важевского [15] относительно конуса 

2
R

+
 и матрица A  устойчива, т.е. система (28) является системой сравнения для систе-

мы (3) и состояние равновесия ( ( , ) , ( , ) )e T e T T

x p r z p r  системы (3) для выбранных зна-

чений параметров ( , )p r  является глобально асимптотически устойчивым. Поскольку 

( , )p r  произвольная точка области ( 1 2) ,
p p r

Ω ∩ Ω × Ω  то система (3) абсолютно пара-

метрически устойчива относительно этой области. 

Неравенство (29) выполняется для всех *(0, ),ε ε∈  где 
* 1 1

1 2 1 2

= .
β β

ε

γ γ β ξ−

 Теорема 

полностью доказана. 



 118 

5. Приложение. 
В качестве иллюстрации применения предложенной методики, рассмотрим мо-

дель управления электромотором постоянного тока [8, 12, 13]. 
В нормальных переменных, система дифференциальных уравнений, представ-

ляющая собой математическую модель рассматриваемого механизма, имеет вид  

1

=1

= ;

= ( , );

= ( );

= ,

k

j j

j

m

e

d

dt

d
i a

dt

Tdi
i

dt T

d
gu

dt

θ
ω

ω
ω θ ω

ω ξ

ξ
ε ξ






+



− − +




− +


∑
                                   (30) 

где ,θ  ,ω  i  и ξ  – координаты, определяющие положение мотора, его скорость, силу 

тока в обмотке ротора и его напряжение, соответственно. Переменная u  представляет 

собой управление усилителем, который характеризируется постоянным коэффициен-

том g  и сингулярно возмущенным параметром .ε  Неопределенная нагрузка крутя-

щей пары представлена в виде 1

=1

( , ),
k

j j

j

a ω θ ω∑  где 
1

( , )
j

ω θ ω  – некоторые нелинейные 

функции, а 
j

a  – неизвестные постоянные. Для простоты примем = 1,k  т.е. неопреде-

ленная нагрузка крутящей пары представлена выражением 
1 11

( , ).a ω θ ω  Проведя заме-

ну переменных 
1 2 3

= , = , = , =x x x i zθ ω ξ  и используя закон управления  

1 2 3 1 11 1 2

1
= [75 (90 3 ) (30 3 ) 15 ( , ) 24 ],u x b x b x a x x bz

bg

ω− + − + − + +  

приведем систему (30) к общему виду (3), где  

11 12 1 1 1

0 1 1 0 0

= 0 0 1 ; = 0 ; ( ) = ; = ;

0 0

m

e

T
A A q a a b

T

b b b

     
     
     
     

− −     

 

( )
1

21 22 2 1

1575 90 30
= 3 3 ; = 25 ; ( ) = .

a
A A q a

b b b b

      
− − − − − − −      

      
 

Нелинейная функция 
11 1 2

( ) = ( , ),x xϕ σ ω  где = ,r Cxσ −  r R∈  – некоторый параметр, 

( )= 0 0,1 0 ;C −  ( )1 2 3
= .

T

x x x x  Примем, что 
=0

( )
| = 1.
σ

ϕ σ

σ

∂

∂

 

С помощью предложенного выше подхода определим множество значений пара-

метра 
1
,a  для каждого значения которого исследуемая система будет глобально асим-

птотически устойчивой; построим соответствующие функции Ляпунова в явном виде 

и укажем граничное значение параметра *.ε  

Определим матрицу 
0 1
( )K a  и убедимся, что исследуемая система удовлетворяет ус-

ловиям Предположения 1. Значения параметра *

1
a  выберем равным 5.  Выбрав матрицу  

1 0 0

= 0 1 0

0 0 1

s
Q

 
 
 
 
 

 

и = 1, 5b , определим матрицу  
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*

2, 725 2,185 0,166

= 2,185 4,890 0, 982

0,166 0, 982 0, 588

s
P

 
 
 
 
 

 

из соотношения (15). Вычислив матрицу *

0 1 1
( , ),M a a  получим область  

*

1 1 1
1
1 = { || | 2, 3}

a
a R a aΩ ∈ − ≤  

с помощью неравенств (17) и величину = 0, 00335α  из (16). Для матрицы ( )= 1
f

Q  

определим матрицу ( )
*

= 0, 02 .
f

P  Поскольку 
22

A  не зависит от параметра 
1
,a  то 

*

1 1
( , ) = 0N a a  и, следовательно, 

1
2 = .

a
RΩ  Вычислим 

1
= 0,843,β −  

2
= 1,β −  

1
= 19,182,γ  

2
= 0,184,γ  

2
= 0, 041ξ  и 

*
= 0, 237.ε  Таким образом, с помощью предло-

женного подхода определена область 
1 1

{ || 5 | 2, 3},a R a∈ − ≤  для всех значений пара-

метра 
1

a  из которой существует состояние равновесия исследуемой системы, при 

всех значениях параметра ,r R∈  если только функция ( )ϕ σ  удовлетворяет секторно-

му условию  

( )
| 1 0, 00335.
σ

ϕ σ

σ

∂
− ≤

∂

 

Функция Ляпунова для «медленной» системы имеет вид  

*

1 1
( ) = ( ( , )) ( ( , )),e T e

s s
V x x x a r P x x a r− −  

для «быстрой» –  
*

1 1
( , ) = ( ( , )) ( ( , )),

e T e

f f
V x z z z a r P z z a r− −  

где 
1 1

( ( , ) , ( , ) )e T e T T

x a r z a r  – состояние равновесия исследуемой системы, вычисленное 

при соответствующих значениях параметров 
1

a  и .r  

Выбрав ( ) = 0, 0015sin 0, 9985 ,ϕ σ σ σ+  убедимся, что эта функция удовлетворяет 

полученным секторным условиям. Ниже представлен график, иллюстрирующий по-

ведение переменных x  и z  рассмотренной выше системы, при 
1

= 3;a  = 0, 01;ε  

= 2r − ; ( )0
= 0, 75 0 0,5

T

x −  и 
0

= 0,1.z −  

 

Состояние равновесия, соответствующее значениям параметров, приведенных 

выше, равны: ( )= 0, 546 0 0, 6 ,
Te

x  = 0,899.
e

z  Как видно, переменные асимптоти-

чески стремятся к соответствующим равновесным значениям, т.е. состояние равнове-

сия асимптотически устойчиво. 
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Заключение. 

В данной статье концепция параметрической устойчивости применена для иссле-

дования класса так называемых сингулярно возмущенных систем. Использование ме-

тода сравнения с двухкомпонентной функцией Ляпунова позволяет применить ре-

зультаты, полученные в работе [6], и получить достаточные условия абсолютной па-

раметрической устойчивости систем указанного класса. В отличие от работ [12,13], 

где область в пространстве параметров, относительно которой устанавливается пара-

метрическая устойчивость, предполагается известной, в данной работе она вычисля-

ется непосредственно. Также в явном виде получены функции Ляпунова для «мед-

ленной» и «быстрой» подсистем, что позволяет вычислить верхнюю границу для син-

гулярно возмущенного параметра проще, чем в указанных работах. 

Предложенный подход к исследованию параметрической устойчивости показал 

свою эффективность при исследовании различных классов систем дифференциальных 

уравнений, содержащих параметры. В дальнейшем представляется возможным рас-

ширить класс исследуемых систем [10,14]. 

 
Р Е З ЮМ Е .  Концепція параметричної стійкості застосована для дослідження властивостей 

стійкості сингулярно збурених систем, що містять деякі параметри. Знайдено область у просторі 

параметрів, для яких параметрична стійкість має місце. Як приклад, розглянуто задачу про керування 

електромотором постійного струму. 
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