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В рамках довгохвильового наближення побудовано фiзичну модель поширення звуку по транзиторнiй зонi респi-
раторного тракту людини. При цьому основна увага придiлялась вивченню впливу в’язкої взаємодiї бронхiального
повiтря, що коливається внаслiдок акустичного збудження, зi стiнкою бронха. Для того щоб уникнути розгляду
ефектiв пiддатливостi стiнок та випромiнювання звуку в легеневу паренхiму, в даному дослiдженнi респiраторнi по-
вiтропроводи моделювались жорсткостiнними трубками. З’ясовано, що урахування в’язкостi повiтря призводить до
появи не лише затухання, але й яскраво вираженої дисперсiї звукових хвиль, якi поширюються в елементах бронхi-
ального дерева. Зi зменшенням калiбру бронха цi явища стають все бiльш вiдчутними. Урахування в’язкостi також
суттєво впливає на характер частотних залежностей вхiдного iмпедансу кiнцевих бронхiол, навантажених на сис-
тему респiраторних повiтропроводiв. Крiм того, показано, що iмпеданс кiнцевої бронхiоли залежить вiд граничних
умов на входi респiраторного тракту з боку голосової щiлини (вiдкритi або зiмкнутi голосовi зв’язки).

В рамках длинноволнового приближения построена физическая модель распространения звука по транзиторной
зоне респираторного тракта человека. При этом основное внимание уделялось изучению влияния вязкого взаимо-
действия бронхиального воздуха, колеблющегося вследствие акустического возбуждения, со стенкой бронха. Для
того чтобы избежать рассмотрения эффектов податливости стенок и излучения звука в легочную паренхиму, в
данном исследовании респираторные воздуховоды моделировались жесткостенными трубками. Выяснено, что учет
вязкости воздуха приводит к появлению не только затухания, но и ярко выраженной дисперсии звуковых волн,
распространяющихся в элементах бронхиального дерева. С уменьшением калибра бронха эти явления становятся
все более ощутимыми. Учет вязкости также существенно влияет на характер частотных зависимостей входного
импеданса конечных бронхиол, нагруженных на систему респираторных воздуховодов. Кроме того, показано, что
импеданс конечной бронхиолы зависит от граничных условий на входе респираторного тракта со стороны голосовой
щели (открытые или сомкнутые голосовые связки).

Within the long-wave approximation the physical model of the sound propagation through a transitional zone of human
respiratory tract is developed. At that the basic notice was given to the analysis of influence of a viscous interaction between
the bronchial air, that oscillates owing to acoustic excitation, and the wall of the bronchus. To avoid consideration of
effects of compliance of the walls and the sound radiation into pulmonary parenchyma, in the given study the respiratory
airways were modelled by tubes having rigid walls. It is clarified that account of viscosity of air results in appearance
of not only damping, but also profoundly expressed dispersion of sound waves diffusing in elements of a bronchial tree.
With decrease of calibre of a bronchus these phenomena become more and more appreciable. Account of viscosity also
essentially influences the nature of frequency dependences of an input impedance of terminal bronchioles loaded at a system
of respiratory airways. Besides, it is shown that the impedance of terminal bronchiole depends on boundary conditions on
an input of a respiratory tract at the part of a voice slot (opened or closed vocal chords).

ВСТУП

Вивчення особливостей поширення звукових
хвиль у бронхiальному деревi людини необхiдно
для розумiння фiзичної природи нормальних i па-
тологiчних звукiв дихання. Протягом останнiх де-
сятилiть серйозним стимулом для проведення та-
ких дослiджень стала розробка принципово нових
дiагностичних методик респiраторного тракту, якi
спираються на об’єктивнi данi про частотно-часовi
та просторовi характеристики акустичних сигна-
лiв, пов’язаних з процесом дихання [1 –3].

Важливим напрямком згаданих дослiджень є
розробка фiзичних та математичних моделей
бронхiального дерева, яке з точки зору акустики
можна розглядати як своєрiдну розгалужену бага-
торiвневу систему хвилеводiв. Серед робiт, присвя-
чених такому моделюванню, слiд видiлити стат-

тi [4 –8]. В них аналiз акустичних властивостей
бронхiального дерева проводився з застосуванням
рiзних гiпотез щодо акустичних властивостей стi-
нок респiраторних повiтряних шляхiв.

Зауважимо, що в жодному з перелiчених дослiд-
жень не враховувались ефекти, викликанi в’яз-
кою взаємодiєю повiтря, яке знаходиться всере-
динi бронхiв, з їхнiми стiнками. Таке спрощення,
до певної мiри, виправдане, оскiльки в переважнiй
бiльшостi робiт (за виключенням [5]) основною ме-
тою авторiв було визначення вхiдного iмпедансу
бронхiального дерева зi сторони голосової щiлини
або трахеї. Судячи з результатiв [6], його величи-
ну визначають, в основному, п’ять – шiсть поколiнь
бронхiв, якi вiдходять вiд трахеї – повiтропроводи
великого калiбру, для яких впливом в’язкостi мо-
жна знехтувати. Водночас, при вивченнi механiз-
му формування акустичних властивостей парен-
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хiми легенiв необхiдно знати iмпеданс бронхiаль-
ного дерева з боку дрiбних бронхiол. По сутi йо-
го можна охарактеризувати як вхiдний iмпеданс
бронхiоли, навантаженої на систему бронхiв попе-
реднiх поколiнь. Спiввiдношення цього парамет-
ра й власного механiчного iмпедансу термiналь-
ного структурного елемента респiраторного трак-
ту людини (альвеоли), фактично, буде визначати
ступiнь зв’язаностi легеневої тканини з бронхiаль-
ним деревом. Природно, що зi зменшенням калi-
бру бронха роль в’язкостi бронхiального повiтря в
формуваннi його вхiдного iмпедансу значно зрос-
тає. Безпосереднiм пiдтвердженням цього виснов-
ку є данi роботи [9], присвяченої, зокрема, визна-
ченню ступеня впливу в’язкостi повiтря на харак-
тер передавальної функцiї медичного стетофонен-
доскопа.

На сьогоднiшнiй день iснує практично єдина ро-
бота, в якiй зроблено спробу врахувати зв’язанiсть
паренхiми з бронхiальним деревом [10]. Проте слiд
зазначити, що запропонована в цiй статтi акусто-
механiчна модель є досить недосконалою. Зокре-
ма, при описi руху бронхiального повiтря пiд дi-
єю звукових коливань автори [10] знехтували йо-
го стисливiстю. Крiм того, вплив в’язкостi повiтря
тут враховувався еклектично, на основi рiзних пiд-
ходiв для рiзних частотно-просторових дiапазонiв.

Альтернативну до [10] модель паренхiми бу-
ло запропоновано в статтi [11]. Основною її пе-
ревагою стало врахуваня мiжфазного теплообмi-
ну, який вiдбувається при проходженнi акустичної
хвилi через легеневу тканину. Це дозволило одер-
жати фiзично обгрунтованi кiлькiснi оцiнки зату-
хання звуку в паренхiмi легенiв людини. Слiд та-
кож вiдзначити бiльш ранню спробу побудови тер-
модинамiчної моделi дисипацiї звуку в легенях [6].
Водночас, в роботах [6, 11] паренхiма розгляда-
лась як стацiонарне двофазне середовище, подi-
бне до бульбашкової газо-рiдинної сумiшi, в якiй
легеневе повiтря утримується в замкнутих сфе-
ричних осередках-альвеолах. Зрозумiло, що для
бiльш адекватного опису акустичних процесiв у
респiраторнiй системi людини модель стацiонарної
паренхiми [11] слiд доповнити моделлю акустичної
взаємодiї альвеоли зi сполученими з нею повiтро-
проводами бронхiального дерева.

В данiй статтi запропоновано методику оцiнки
впливу в’язкостi повiтря на вхiдний iмпеданс кiн-
цевої бронхiоли транзиторної зони респiраторно-
го тракту людини, навантаженої на систему бiльш
крупних бронхiв (“початок” бронхiального дере-
ва). При цьому слiд зауважити, що стiнки дрiбних
бронхiол високих порядкiв є перфорованими – в
них з’являються альвеоли [12]. Моделювання цiєї

частини респiраторного тракту складає самостiй-
ну проблему, яка виходить за межi даного дослiд-
ження. Виходячи з цього, тут ми обмежимо роз-
гляд поколiннями бронхiв, якi не мiстять альвеол.

Незважаючи на ряд суттєвих спрощень, якi
зробленi при моделюваннi бронхiального дерева на
цьому етапi дослiджень, такий пiдхiд дозволяє зро-
бити важливi висновки про характер поширення
звуку в дрiбних бронхах.

1. ОСНОВНI ПРИПУЩЕННЯ

При формулюваннi акустичної моделi респiра-
торного тракту необхiдно зробити ряд припущень
стосовно геометричних, фiзичних та хвильових
властивостей його структурних елементiв.

Перш за все, слiд зазначити, що бронхо-легенева
система людини має деревовидну iєрархiчну бу-
дову: респiраторнi повiтропроводи на шляху вiд
трахеї до альвеол зазнають багатократних розга-
лужень (бiфуркацiй). Припустимо, що структура
бронхiального дерева пiдпорядкована закону пра-
вильної дихотомiї – кожний повiтропровiд, почи-
наючи з трахеї, розгалужується на два iденти-
чнi бронхи меншого калiбру. Сукупнiсть бронхiв
(бронхiол), розташованих пiсля n-ого розгалуже-
ння, рахуючи з боку трахеї, прийнято називати
n-им поколiнням бронхiв. При цьому вважається,
що для трахеї n=0. Згiдно з класичною вейбелiв-
ською моделлю, при правильнiй дихотомiї в респi-
раторному трактi налiчується 24 поколiння брон-
хiв [12].

Звичайно, для реального бронхiального дерева
людини кiлькiсть дочiрнiх бронхiв пiсля бiфурка-
цiї не обов’язково дорiвнює двом, а їхнi геомет-
ричнi параметри можуть вiдрiзнятись. Окрiм то-
го, кiлькiсть поколiнь бронхiв iнодi значно переви-
щує 24. Незважаючи на це, правильна дихотомiя
в цiлому адекватно вiдображає структурнi особли-
востi бронхiального дерева, важливi для форму-
вання його акустичних властивостей. Про це свiд-
чить порiвняльний аналiз результатiв для моделей
бронхiального дерева як зi збереженням, так i з по-
рушенням правильної дихотомiї, проведений в [5].

Щодо геометрiї респiраторних повiтропроводiв,
то їх можна вважати прямими трубками кругово-
го поперечного перерiзу. Таке просте представле-
ння справедливе для бронхiв транзиторної зони
(n≤16). Данi про лiнiйнi розмiри респiраторних
повiтропроводiв можна знайти в [7,12].

Ще один важливий момент – оцiнка хвильових
розмiрiв респiраторних повiтропроводiв, перш за
все, дiаметрiв їхнiх поперечних перерiзiв. Вважа-
ючи швидкiсть поширення звуку в них рiвною
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Рис. 1. Схематичне зображення розподiлу
коливальних швидкостей в бронхiальному повiтрi:

1 – без в’язкостi, 2 – з урахуванням в’язкостi

швидкостi звуку в повiтрi, приходимо до висновку,
що на частотах, характерних для бiльшостi звукiв
дихання (не вище 1÷2 кГц) [2] дiаметри бронхiв
усiх поколiнь є значно меншими за довжину зву-
кової хвилi. Це дозволяє обмежитись розглядом
поширення в них лише однiєї найнижчої моди ко-
ливань (довгохвильове наближення). Бiльш високi
моди в цьому дiапазонi частот є неоднорiдними i
затухають по довжинi бронха.

Найбiльш складним є питання про врахуван-
ня фiзичних властивостей стiнок бронхiв у про-
цесi поширення звуку в них. В одному з пiонер-
ських дослiджень [4] вважалось, що стiнки брон-
хiв є акустично жорсткими. Втiм, загальновiдо-
мий феномен випромiнювання звуку через стiнки
бронхiв [2, 6] свiдчить про те, що при їх фiзично-
му моделюваннi слiд враховувати механiчну пiд-
датливiсть стiнок. Таку спробу було зроблено в
статтi [5]. Судячи з одержаних даних, урахування
звукопрозоростi стiнок бронхiв може призводити
до iстотних змiн у частотних розподiлах акусти-
чних характеристик бронхiального дерева (в околi
резонансiв спостерiгається зменшення максимумiв
приблизно на порядок). На жаль, фрагментарнiсть
викладу фiзико-математичної моделi не дозволяє
провести грунтовний аналiз результатiв цiєї робо-
ти.

Найбiльш повне на сьогоднi дослiдження аку-
стичних властивостей бронхiального дерева з ура-
хуванням як механiчних характеристик стiнок
бронхiв, так i випромiнювання через них в ото-
чуючi бiотканини, було проведено в [7, 8]. Ав-
торами цих статей стiнки вважались локально-
реагуючими (iмпедансними) поверхнями, параме-

три яких визначались на основi запозичених ре-
зультатiв експериментальних дослiджень (подро-
бицi див. у [7]). На основi результатiв, одержаних
у [8], можна зробити висновок, що на частотах
нижче 2 кГц ефекти випромiнювання звуку через
стiнки респiраторних повiтропроводiв є значними
лише для великих бронхiв (n≤5).

Зауважимо, що стiнки реальних бронхiв слiд
розглядати не як iмпеданснi поверхнi, а як пру-
жнi цилiндричнi оболонки. Вiдомо, що акусти-
чнi процеси в акустичних хвилеводах, обмеже-
них пружними оболонками, кардинально вiдрiзня-
ються вiд процесiв, якi протiкають у хвилеводах
з iдеальними або iмпедансними стiнками [13]. До-
слiдження особливостей поширення звуку в си-
стемi композитних пружно-акустичних хвилево-
дiв з урахуванням в’язкостi повiтря є самостiйним
складним завданням. Тому на даному етапi стiн-
ки бронхiв будемо вважати жорсткими. Це припу-
щення призводить до iстотного спрощення розра-
хункової схеми, оскiльки дозволяє знехтувати ви-
промiнюванням звуку через стiнки бронхiв i вiд-
кинути досить громiздку процедуру знаходження
вiдповiдного акустичного поля.

2. АКУСТИЧНI КОЛИВАННЯ ПОВIТРЯНО-
ГО СТОВПА В ТРУБI ПРИ УРАХУВАННI
В’ЯЗКОСТI

З дослiдженням ефектiв в’язкостi при коливан-
нях повiтряного стовпа у трубах пов’язанi iмена
визначних учених-акустикiв – Гельмгольца, Кiрх-
гофа, Релея [14]. Фiзична суть розглянутого явища
полягає в тому, що при русi в’язкого газу в трубi
(каналi) виникає гальмування потоку в околi стi-
нок. При цьому, як правило, вважають, що на не-
рухомiй стiнцi швидкiсть частинок газу дорiвнює
нулевi, а в газi виникає радiальний розподiл швид-
костей. Схематично ця ситуацiя показана на рис. 1
(стрiлкою позначено миттєвий напрям коливаль-
ної швидкостi).

Для малих амплiтуд акустичних коливань i не
дуже високих частот цей розподiл, в принципi, на-
гадує течiю Пуазейля. При цьому спостерiгається
сильне затухання звуку в трубi та iстотне зниже-
ння швидкостi поширення хвиль, у порiвняннi зi
швидкiстю звуку в газi cg [15]. Однак наближен-
ня Пуазейля перестає працювати вже для труб з
внутрiшнiм радiусом

rn >
1

|kµ|
, kµ =

√
−i

ωρg

µg
, (1)

(тут ω=2πf – циклiчна частота; µg – динамiчна
в’язкiсть газу; kµ – хвильове число так званих
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“хвиль дифузiї”). В такому випадку слiд користу-
ватись результатами Гельмгольца, який показав,
що для широких труб (|kµ|rn�1) акустичне за-
тухання та зниження швидкостi звуку є ефектами
другого порядку малостi [14 –16].

Слiд зауважити, що респiраторнi повiтропрово-
ди рiзних поколiнь мають радiуси, якi вiдповiда-
ють рiзним масштабам в термiнах довжини хвиль
дифузiї. Це спонукає до застосування загального
пiдходу, запропонованого в монографiї Крендал-
ла [15]. При цьому будемо вважати, що радiальний
розподiл амплiтуди коливальних змiщень повiтря
в трубi ξ описується законом

ξ(r) ∼ 1 − J0(kµr)

J0(kµrn)
. (2)

Оскiльки при коливаннях повiтря в трубi прева-
лює одна мода, то для гармонiчного випадку рiв-
няння його руху, яке записане вiдносно осередне-
них по 0≤r≤rn змiщень ξ̄, має вигляд

d2ξ̄

dt2
+

Rµ

ρg

dξ̄

dt
= c2

g

d2ξ̄

dx2
. (3)

При цьому величина опору в’язких сил Rµ для
будь-якого |kµ|rn знаходиться за формулою

Rµ = −µk2
µ

(
1 − 2

kµrn

J1(kµrn)

J0(kµrn)

)−1

. (4)

Асимптотичний аналiз для |kµ|rn�1 та |kµ|rn�1
показує, що спiввiдношення (4) добре описує як
течiю типу пуазейлевої для вузьких труб, так i ре-
зультати Гельмгольца для широкої труби.

Пiдставивши вираз (4) у рiвняння (3) i розкрив-
ши змiст параметру kµ, остаточно одержуємо рiв-
няння коливань газу в трубi, зведене до стандар-
тного вигляду:

d2ξ̄

dx2
+ k2

nξ̄ = 0. (5)

Комплексне хвильове число kn задається виразом

kn =
ω

cn
+ iδn =

ω

cg

√
1− 2

kµrn

J1(kµrn)

J0(kµrn)

. (6)

Очевидно, що кожному з поколiнь бронхiв з хара-
ктерним внутрiшнiм радiусом rn буде вiдповiдати
своє хвильове число kn. Зазначимо, що у форму-
лi (6) cn – ефективна швидкiсть поширення звуку,
а δn – коефiцiєнт затухання для бронха n-го поко-
лiння.

ln 0

2rn+1

Z*
n

Z*
n

2rn+1

2rnxn
ZnZ*

n-1

(n)

(n+1)

(n+1)

Рис. 2. Схематичне зображення поздовжнього
перерiзу бронха n-го поколiння й вiдповiдна

локальна система координат

3. ПРОЦЕДУРА ДЛЯ ЗНАХОДЖЕННЯ
ВХIДНОГО IМПЕДАНСУ БРОНХА n-го
ПОКОЛIННЯ

Згiдно зi зробленими вище спрощувальними
припущеннями вважаємо бронх n-го поколiння
круглою жорсткостiнною трубкою з довжиною ln
i внутрiшнiм радiусом rn. Введемо зв’язану з цим
бронхом локальну систему координат, як показа-
но на рис. 2 (вiсь xn спiвпадає з вiссю бронха,
0≤xn≤ ln). В цих термiнах шуканий вхiдний iм-
педанс бронха Zn є механiчним iмпедансом при
xn =0, а вихiдний з боку з’єднання з бронхом попе-
реднього поколiння (позначимо його через Z∗

n−1) –
при xn = ln.

За означенням механiчний iмпеданс – це вiдно-
шення сили, яка збуджує коливання, до величини
коливальної швидкостi [16] (звичайно, поняття iм-
педансу має сенс при розглядi гармонiчних коли-
вань). Тому справедливими є спiввiдношення

Zn = sn
pn(0)

vn(0)
, Z∗

n−1 = sn
pn(ln)

vn(ln)
(7)

де sn =πr2
n – площа поперечного перерiзу брон-

ха n-го поколiння; pn(xn) та vn(xn) – вiдповiдно
розподiли амплiтудних значень тиску та швидко-
стi вздовж вiсi бронха. У вiдповiдностi з пiдхо-
дом, розвинутим у попередньому роздiлi, вважа-
ємо, що pn i vn є ефективними значеннями вiдпо-
вiдних акустичних величин, осереднених по радi-
усу бронха (принагiдно зауважимо, що vn = iωξ̄).

Загальновiдомо, що в рамках лiнiйного набли-
ження поля акустичного тиску й коливальної
швидкостi зв’язанi мiж собою через скалярний
акустичний потенцiал. Для довгохвильового на-
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ближення будемо вважати, що для усiх польо-
вих величин радiальний розподiл задається фор-
мулою (2). Тодi за аналогiєю можна ввести одно-
вимiрну функцiю ефективного акустичного потен-
цiалу Φn:

pn = iωΦn, vn = −dΦn

dxn
. (8)

В загальному випадку ця функцiя матиме вигляд

Φn = An cos knxn + Bn sinknxn. (9)

Тут An, Bn – невiдомi коефiцiєнти, для визначе-
ння яких слiд звернутись до спiввiдношень (7),
котрi є, фактично, граничними умовами на кiн-
цях бронха. Вважаючи вихiдний iмпеданс бронха
Z∗

n−1 вiдомим, одержимо остаточний вираз для йо-
го вхiдного механiчного iмпедансу:

Zn = iqn
iqntgknln + Z∗

n−1

iqn − Z∗
n−1tg knln

, (10)

де

qn = ρgcnsn = ρgcgsn

(
1 − 2

kµrn

J1(kµrn)

J0(kµrn)

)
.

Для того, щоб перейти до визначення механiч-
ного iмпедансу бронха наступного поколiння, не-
обхiдно записати спiввiдношення, яке зв’язує вхiд-
ний iмпеданс бронха n-го поколiння з вихiдним
iмпедансом бронха (n+1)-го поколiння Z∗

n. Звер-
нувшись до рис. 2, зосередимо увагу на районi бi-
фуркацiї, де бронх n-го поколiння роздiляється на
два дочiрнiх бронхи. Оскiльки характерна вели-
чина кута, пiд яким розходяться дочiрнi бронхи,
становить близько 30◦ [7], можна вважати, що лi-
нiйний розмiр району бiфуркацiї має один поря-
док з дiаметром бронха. Згадавши, що ми прово-
димо розгляд для звукових хвиль, довжина яких
значно перевищує дiаметр бронха, робимо висно-
вок, що в даному разi дифракцiєю на геометричнiй
нерегулярностi хвилеводу можна знехтувати [14].
Цей висновок пiдтверджується кiлькiсними дани-
ми, одержаними в роботi [17] для плоского роз-
галуженого хвилеводу з жорсткими стiнками. Як
результат, правомiрним виявляється застосування
класичної формули для хвилеводу з площею попе-
речного перерiзу sn, який розгалужується на два
однаковi хвилеводи з площами перерiзiв sn+1 [16]:

Z∗
n = 2

s2
n+1

s2
n

Zn = 2
r4
n+1

r4
n

Zn. (11)

Отже, для обчислення iмпедансу бронха N -го
поколiння (N – фiксоване) слiд скористатись реку-
рентними спiввiдношеннями (10), (11), рухаючись

вiд голосової щiлини вглиб бронхiального дерева:
n=0, . . . , N . При цьому величину Z∗

−1 (вихiдний
iмпеданс трахеї або iмпеданс глотки) необхiдно за-
дати, виходячи з додаткових мiркувань.

4. ГIПОТЕЗИ ЩОДО ВХIДНОГО IМПЕДАН-
СУ ГЛОТКИ

Для того, щоб дослiдити як впливають на вхiд-
ний iмпеданс кiнцевих бронхiол умови на входi
трахеї (у глотцi), рекурсивну процедуру (10), (11)
слiд доповнити спiввiдношенням для Z∗

−1. Варiацiї
цiєї характеристики обмежуються такими грани-
чними випадками:

1) голосова щiлина повнiстю закрита;

2) вiдкрита голосова щiлина (i вiдкритий рото-
вий отвiр).

Очевидно, що для першого випадку в першо-
му наближеннi можна покласти Z∗

−1→∞. Заува-
жимо, що моделювання закритої голосової щiли-
ни акустично жорсткою стiнкою є спрощенням на
зразок того, яке було прийняте вище стосовно ме-
ханiчних властивостей стiнок бронхiв. Бiльш то-
чну в кiлькiсному вiдношеннi оцiнку може дати
замiна напружених голосових зв’язок пластинкою
з вiдповiдною згинальною жорсткiстю.

Для вiдкритої ж голосової щiлини можна вважа-
ти Z∗

−1=0. Однак слiд пам’ятати, що з боку глотки
на входi трахеї знаходиться не вакуум, а повiтря
з акустичними параметрами ρg , cg. Тому непога-
ним першим наближенням для реальної величини
Z∗
−1 буде iмпеданс випромiнювання поршня, який

пульсує в нескiнченному плоскому (Zpp) або сфе-
ричному (Zps) жорсткому екранi. Класичну фор-
мулу iмпедансу випромiнювання поршня для ви-
падку плоского екрану було вперше отримано Ре-
леєм [16]:

ReZpp = ρgcgs0

(
1 − 2

J1(2k0r0)

k0r0

)
,

Im Zpp = ρgcgs0
S1(2k0r0)

k0r0
,

(12)

де S1 – функцiя Струве; k0=ω/cg . Iмпеданс ви-
промiнювання Zps не може бути записаний в ана-
лiтичному виглядi, але вiн є гладкою комплексною
функцiєю хвильового розмiру поршня k0r0, яка за
порядком величини досить близька до Zpp [18].

5. АНАЛIЗ ЧИСЕЛЬНИХ РЕЗУЛЬТАТIВ

Перейдемо до кiлькiсних оцiнок згiдно побу-
дованих фiзичних моделей. При обрахунках вва-
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Рис. 3. Ефективна швидкiсть звуку (а) та коефiцiєнт затухання (б)
в бронхiальному повiтрi для бронха n-го поколiння

жалось, що бронхiальне повiтря має густину
ρg =1.29 кг/м

3
, швидкiсть звуку cg =330 м/с й ди-

намiчну в’язкiсть µg =1.81·10−5 Н·с/м2 [19]. Зна-
чення лiнiйних розмiрiв респiраторних повiтро-
проводiв були запозиченi з монографiї Вейбе-
ля [12].

На рис. 3 представлено ефективну швидкiсть
звуку й коефiцiєнт затухання для бронхiв рiзних
поколiнь, розрахованi за формулою (6). З графiкiв
видно, що врахування в’язкостi повiтря призво-
дить до появи яскраво вираженої дисперсiї звуко-
вих хвиль у бронхах рiзних поколiнь. На низьких
частотах (для яких |kµ|rn <1), вiдбувається зна-
чне зниження фазової швидкостi поширення зву-
кової хвилi за рахунок в’язкого гальмування по-
вiтря на стiнках. Для великих бронхiв (n≤5) цей
ефект вiдчутний лише в дiапазонi нижче 10 Гц.
В той же час, для кiнцевих бронхiол (10≤n≤16)
зниження швидкостi на 30÷50 % має мiсце на ча-
стотах, якi перевищують сотнi герц. Зауважимо,
що для бронхiв усiх поколiнь ефективна швидкiсть
звуку залишається меншою за швидкiсть звуку в
необмеженому повiтрi. Так, для кiнцевої бронхiо-
ли з n=16 ефективна швидкiсть звуку на частотi
100 Гц становить лише близько 39 % швидкостi
звуку в повiтрi, на частотi 460 Гц – близько 75 %,
а на частотi 2 кГц – менш, нiж 89 %.

Окрiм того, за рахунок в’язких втрат вiдбуває-
ться значна дисипацiя звуку, який поширюється в
бронхах. Зi зменшенням калiбру бронха дисипацiя
наростає по експонентi. Наприклад, для бронхiо-
ли з n=16 розрахункова величина затухання зву-
ку за рахунок в’язкостi повiтря, в середньому, на

два порядки перевищує в’язке затухання в трахеї
(див. рис. 3, б).

Таким чином, показано, що в’язкi ефекти вiдi-
грають вирiшальну роль у формуваннi акустичних
властивостей дрiбних респiраторних повiтропро-
водiв.

У роздiлi 1 було висловлено припущення про
те, що дiаметри бронхiв є малими величинами, у
порiвняннi з довжиною звукової хвилi в повiтрi.
Оскiльки ми пересвiдчились у тому, що при вра-
хуваннi в’язких ефектiв фазова швидкiсть поши-
рення акустичної хвилi по хвилеводу може бути
значно меншою за швидкiсть звуку в необмеже-
ному середовищi, цю гiпотезу слiд перевiрити на
основi даних рис. 3, a. Простi оцiнки показують,
що в дiапазонi частот вiд 1 Гц до 2 кГц для всiх
респiраторних повiтропроводiв транзиторної зони
|kn|rn<0.35, тобто в термiнах хвилеводiв, їх дiй-
сно можна вважати вузькими i розглядати про-
цес поширення звуку в одномодовому наближеннi.
Цим пiдтверджується правомiрнiсть застосування
алгоритму (10), (11) для розрахунку вхiдного iм-
педансу бронха Zn.

Звернемось до рис. 4, 5, на яких наведенi ча-
стотнi залежностi нормованого вхiдного iмпедан-
су бронха n-го поколiння Zn/(ρgcgsn) за умов вiд-
критої й закритої голосової щiлини. З графiкiв ви-
дно, що цi залежностi мають яскраво виражений
резонансний характер. Зазначимо, що для розгля-
нутого дiапазону частот значення Zn, обчисленi з
урахуванням ненульового iмпедансу глотки (Zpp

або Zps), виявились дуже близькими до iдеального
випадку Z∗

−1=0. Таким чином, наявнiсть оточую-
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Рис. 4. Вхiдний iмпеданс бронха n-го поколiння
при вiдкритiй голосовiй щiлинi:

а – Re Zn (в’язкiсть повiтря враховано),
б – Im Zn (в’язкiсть повiтря враховано),

в – Im Zn (без урахування в’язкостi)
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Рис. 5. Вхiдний iмпеданс бронха n-го поколiння
при закритiй голосовiй щiлинi:

а – Re Zn (в’язкiсть повiтря враховано),
б – Im Zn (в’язкiсть повiтря враховано),

в – Im Zn (без урахування в’язкостi)
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чого повiтря слабко впливає на хвилеводнi влас-
тивостi бронхiального дерева з вiдкритою голосо-
вою щiлиною. Водночас, при наближеннi гранич-
ної умови для голосової щiлини до випадку абсо-
лютно жорсткої стiнки частотна поведiнка Zn за-
знає iстотних змiн. Про це свiдчить iнший харак-
тер розподiлу резонансних частот (див. рис. 4, б
i 5, б).

Важливо, що для n≥4 дiйсна (дисипативна) ча-
стина iмпедансу має один порядок з уявною (ре-
активною). Це є ще одним свiдченням суттєвого
впливу в’язкостi на формування акустичних вла-
стивостей респiраторного тракту в районi сполуче-
ння транзиторної й, власне, респiраторної зон. На-
явнiсть в’язкого затухання призводить до того, що
на частотах так званих “антирезонансiв”, де в iде-
альному випадку (без в’язкостi) Zn→∞, значення
вхiдного iмпедансу стає обмеженим. Так, звертає
на себе увагу, що при закритих голосових зв’язках
при f →0 одержуємо Im Zn→−0 (реактивна ча-
стина вхiдного iмпедансу прямує до нуля, але має
пружний характер).

Порiвнявши рис. 4, б i в, робимо висновок, що
врахування в’язкостi бронхiального повiтря пра-
ктично не змiнює розташування резонансних ча-
стот Zn. Очевидно, це пояснюється тим, що основ-
ну роль у формуваннi резонансiв грають великi ре-
спiраторнi повiтропроводи, для яких в’язкi ефек-
ти не є значними. Аналогiчна картина спостерiгає-
ться i для випадку закритої голосової щiлини (див.
рис. 5, б i в). Незважаючи на це, бачимо, що з про-
суванням вглиб бронхiального дерева, незалежно
вiд значення Z∗

−1, вiдбувається зсув резонансних
частот униз.

Слiд зауважити, що в статтi [7] було вислов-
лено припущення про те, що механiчнi iмпеданси
дрiбних бронхiв можуть виявитись пiдпорядкова-
ними “правилу подiбностi” на зразок (11) i бути
зв’язаними лише через коефiцiєнт трансформацiї,
пропорцiйний до квадрату вiдношення площ попе-
речних перерiзiв. Безпосереднi оцiнки показують,
що, принаймнi для n≤16, такої подiбностi не спо-
стерiгається. Це безпосередньо пов’язано зi стру-
ктурою рекурентних спiввiдношень (10). Перепи-
шемо їх у виглядi

Zn = Z∗
n−1

iqn

Z∗
n−1

tgknln + 1

1 − Z∗
n−1

iqn
tg knln

. (13)

Очевидно, що для виконання “правила подiбностi”

потрiбне виконання двох умов:

∣∣∣∣
iqn

Z∗
n−1

tg knln

∣∣∣∣ � 1,

∣∣∣∣
Z∗

n−1

iqn
tg knln

∣∣∣∣ � 1.

Перевiрка показала, що першу з цих умов можна
вважати виконаною для кiнцевих бронхiол, почи-
наючи з n=12÷13. Що ж до другого члена в зна-
меннику виразу (13), його модуль залишається не-
малим для всiєї транзиторної зони респiраторного
тракту. Особливо це вiдчутно в околах резонан-
сних частот для механiчного iмпедансу вiдповiд-
ного поколiння бронхiв.

ВИСНОВКИ

1. В рамках довгохвильового наближення побу-
довано фiзичну модель поширення звуку по
транзиторнiй зонi респiраторного тракту лю-
дини з урахуванням в’язкої взаємодiї бронхi-
ального повiтря з акустично жорсткою стiн-
кою бронха.

2. Урахування в’язкостi повiтря призводить до
появи не лише затухання, але й яскраво вира-
женої дисперсiї звукових хвиль, якi поширю-
ються в елементах бронхiального дерева. При
цьому для бронхiв усiх поколiнь ефективна
швидкiсть звуку є меншою за швидкiсть звуку
в необмеженому повiтрi. Зi зменшенням калi-
бру бронха дисипацiя наростає по експонентi,
а дисперсiя стає значною для все бiльш широ-
кого дiапазону частот. Наприклад, для брон-
хiоли з n=16 розрахункова величина затухан-
ня звуку за рахунок в’язкостi повiтря в серед-
ньому на два порядки перевищує в’язке зату-
хання в трахеї. Що ж до ефективної швид-
костi поширення звуку для неї, то на частотi
460 Гц вона становить близько 75 % швидко-
стi звуку в повiтрi, а на частотi 2 кГц – менш,
нiж 89 %.

3. Урахування в’язкостi суттєво впливає на ха-
рактер частотних залежностей вхiдного iм-
педансу кiнцевих бронхiол, навантажених на
систему респiраторних повiтропроводiв. Для
n≥4 дiйсна (дисипативна) частина iмпедансу
має один порядок з уявною (реактивною).

4. Iмпеданс кiнцевої бронхiоли сильно залежить
вiд граничних умов на входi респiраторного
тракту з боку голосової щiлини (вiдкритi або
зiмкнутi голосовi зв’язки). Ця залежнiсть вiд-
бивається на розташуваннi резонансних ча-
стот бронхiального дерева i обумовлює змiну
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характеру уявної частини iмпедансу в областi
низьких частот.

ПОДЯКИ

Дослiдження виконано в рамках проекту “По-
ширення звуку в розгалужених хвилепроводах
з урахуванням пружних властивостей стiнок”
(грант НАН України для молодих учених на 2001–
2002 рр.). Автор висловлює глибоку вдячнiсть
доктору фiзико-математичних наук, професору
I. В. Вовку за ряд корисних зауважень та роз’-
яснень стосовно акустичних властивостей бронхi-
ального дерева людини.

1. Pasterkamp H., Kraman S. S., Wodicka G. R. Respi-
ratory sounds. Advances beyond the stetoscope //
Amer. J. Respir. Crit. Care Med.– 1997.– 156.–
P. 974–987.

2. Вовк И. В., Дахнов С. Л., Крижановский В. В.,
Олийнык В. Н. Возможности и перспективы ди-
агностики легочных патологий с помощью ком-
пьютерной регистрации и обработки шумов дыха-
ния // Акуст. вiсн.– 1998.– 1, N 2.– С. 21–33.

3. Коренбаум В. И., Тагильцев А. А., Кулаков Ю. В.
Особенности передачи звука голоса человека на
стенку грудной клетки // Акуст. ж.– 1998.– 44,
N 3.– С. 380–390.

4. Немеровский Л. И. О распространении звуковых
колебаний по звукопроводам легких // Акуст. ж.–
1976.– 22, N 3.– С. 416–421.

5. Fredberg J. J., Moore J. A. The distributed
response of complex branching duct networks //
J. Acoust. Soc. Amer.– 1978.– 63, N 3.– P. 954–961.

6. Wodicka G. R., Stevens K. N., Golub H. L.,
Cravalho E. G., Shannon D. C. A model of acoustic

transmission in the respiratory system // IEEE
Trans. Biomed. Eng.– 1989.– 36, N 9.– P. 925–933.

7. Вовк И. В., Вовк О. И. Распространение звука в
бронхиальном дереве человека. Часть I. Теория //
Акуст. вiсн.– 2000.– 3, N 2.– С. 19–31.

8. Басовский В. Г., Вовк И. В., Вовк О. И. Распро-
странение звука в бронхиальном дереве человека.
Часть II. Анализ численных результатов // Акуст.
вiсн.– 2000.– 3, N 4.– С. 11–20.

9. Вовк И. В., Гончарова И. Ю. Аналитический ме-
тод для оценки акустических свойств стетоско-
пов // Акуст. вiсн.– 2000.– 3, N 3.– С. 10–16.

10. Дьяченко А. И., Любимов Г. А. Распространение
звука в легочной паренхиме // Изв. АН СССР.
МЖГ.– 1988.– N 5.– С. 3–14.

11. Олийнык В. Н. О механизмах формирования аку-
стических свойств легочной паренхимы // Акуст.
вiсн.– 2001.– 4, N 3.– С. 53–66.

12. Вейбель Э. Р. Морфометрия легких человека.– М.:
Медицина, 1970.– 175 с.

13. Гринченко В. Т., Комиссарова Г. Л. Свойства нор-
мальных волн в упруго-жидкостных цилиндриче-
ских волноводах // Акуст. вiсн.– 2000.– 3, N 3.–
С. 44–55.

14. Стретт Дж. В. (Лорд Рэлей) Теория звука. Том 2.–
М.: ГИТТЛ, 1955.– 475 с.

15. Крендалл И. Б. Акустика.– Л.: ВЭТА, 1934.–
С. 155–162.

16. Ржевкин С. Н. Курс лекций по теории звука.– М.:
МГУ, 1960.– 336 с.

17. Гончарова И. Ю., Мацыпура В. Т. Распростране-
ние звука в волноводе с изломом // Акуст. вiсн.–
1998.– 1, N 2.– С. 57–64.

18. Вовк И. В., Гринченко В. Т. О расширении воз-
можностей метода частичных областей примени-
тельно к задачам излучения и рассеивания волн //
Акуст. ж.– 1989.– 35, N 1.– С. 29–36.

19. Чайлдс У. Физические постоянные.– М.: Физмат-
гиз, 1962.– 80 с.

60 В. Н. Олiйник


