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Abstract. The analytical expressions are obtained for the components of Jacobi matrix 

of the tensor-matrix system equations of the finite elements method, which describes the 
large deformations of incompressible elastic body. To derive the expressions, the apparatus 
of differentiation over the tensor argument is used. The findings are valid for the general 
three-dimensional case including the case of plane strain. Basing on the modified numerical 
method, which uses the Jacobi matrix, the stress-strain state is calculated for the turned in-
side out cylinder of quadratic cross-section. 
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Введение. 
Задачи, связанные с определением напряжённо-деформированного состояния нагру-

женных упругих тел при учёте больших деформаций исследованы в [10 – 14, 17 – 24]. 
При численном решении таких задач в большинстве применяемых методов исполь-
зуют матрицу производных (называемую также матрицей Якоби [4]) – непосредст-
венно при решении системы нелинейных алгебраических уравнений или при контро-
ле равновесия промежуточных состояний (в случае использования инкрементальных 
методов). В [12] получена и протестирована система нелинейных алгебраических 
уравнений метода конечных элементов (МКЭ), позволяющая решать задачи статиче-
ского нагружения тел из несжимаемых материалов с учётом больших деформаций. В 
системе не использованы линеаризация и инкрементальные теории, что позволяет 
избежать характерных для них проблем, таких, как, например, вырождение касатель-
ной матрицы жёсткости при прохождении сингулярных точек [2], либо появление 
«ложных» точек бифуркации [1]. Настоящая работа посвящена построению для этой 
системы матрицы Якоби и представлению результатов числового примера. 

§1. Постановка задачи. 

Система уравнений, описанная в [12], имеет вид 
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где { }f


 – столбец узловых нагрузок; { }R


 и {p} – неизвестные (соответственно, 

столбец узловых радиус-векторов деформированной конфигурации и столбец вели-
чин среднего давления в конечных элементах (КЭ), соответствующего условию 
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несжимаемости); столбец {B} отображает изменение объёма элементов при деформи-
ровании и имеет такие компоненты: 
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 внутри -го КЭ (N[i] – функция формы, относя-
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где i, j, k – номера узлов сетки; 1[] и 2[] – функции от инвариантов меры деформа-
ции из уравнения состояния материала -го КЭ в форме Фингера [7]. 

Задача построения для системы (1.1) матрицы Якоби ( , ) ( , )A B R p   
 

 значи-

тельно облегчается, если учитывать структурированность системы (1.1): компонента-
ми составляющих её матриц могут быть не только числа, но и, в общем случае, тен-
зорные объекты различных рангов. Это приводит к использованию аппарата для диф-
ференцирования по тензорному аргументу. 

§2. Дифференцирование по тензорному аргументу. 
Порядок такого дифференцирования описан в [7] на примере случая, когда аргу-

мент имеет 2-ой ранг. Производная по тензору определяется как множитель при сла-
гаемом в вариации функции, линейном относительно вариации независимого пере-
менного. Нетрудно распространить этот подход на дифференцирование по тензору 1-
го ранга. Например, для скалярной функции ( )a r


 получаем 
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Таким образом, производные от скаляра и, аналогично, от тензоров 1-го и 2-го 
рангов будут тензорами, соответственно, 1-го, 2-го и 3-го рангов 
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В частности, dr dr 1
 

, где s
se e1 =
 

 – метрический тензор. 

Из вариации скалярного произведения 
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следует такое равенство: 
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Можно получить также и другие необходимые соотношения для дифференциро-
вания сложных функций; 
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§3. Построение матрицы Якоби. 
При использовании этих соотношений для построения матрицы Якоби системы 

(1.1) операцию тензорного дифференцирования обозначим символом частной произ-
водной, поскольку сами тензоры выступают теперь в роли матричных компонент. 

Матрица Якоби будет, очевидно, состоять из четырёх блоков 
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Получим аналитические выражения для этих блоков. В блоке A
R

 
  


  обозначим 
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Применение аппарата тензорного дифференцирования и необходимых преобразо-
ваний даёт для матриц [DK][], [DL][] и [DM][] такие компоненты: 
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Наконец, блок B
R

 
  


  определим для двух вариантов расчёта. 

1. Общий трёхмерный случай. Детерминант градиента места имеет вид 
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2. Случай плоской деформации. Градиент места в этом случае имеет вид 
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§4. Дифференцирование инвариантов тензора меры деформации. 

В полученных выражениях для компонент подматрицы A
R

 
  


  имеют место про-

изводные функций 1 и 2 от инвариантов меры деформации I(b) и II(b). Для опреде-
ления этих производных необходимо продифференцировать I(b) и II(b). Дифференци-
рование меры деформации Фингера после упрощений приводит к равенству 
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Отсюда производная линейного инварианта меры Фингера –  
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а производная квадратичного инварианта имеет вид 
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Для определения и дифференцирования самих функций 1 и 2, следует задать 
используемую модель материала. Дифференцирование функций модели материала 
выполним на примере материала Муни [3, 8] 

1 = 1C + I(b) 2C ;  2 = – 2C. 
С использованием приведенных выше выражений для производных от инвариан-

тов b получаем равенство 
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§5. Об эффективности решения трехмерных задач. 
Таким образом, при помощи аппарата дифференцирования по тензорному аргумен-

ту получены аналитические выражения для компонент матрицы Якоби системы (1.1). 
Использование этих соотношений позволяет существенно увеличить качество либо 
скорость расчётов, так как при их отсутствии необходимо либо применять методы, не 
использующие матрицу Якоби, либо аппроксимировать эту матрицу через конечные 
разности, что существенно снижает скорость вычислений. Например, при решении 
задачи о выворачивании цилиндра [12] аналитическое вычисление матрицы Якоби в 
сравнении с конечноразностным ускорило расчёт примерно в 60 раз (с одного часа до 
одной минуты; все расчёты проведены без учёта разреженности и симметрии матриц). 

Упомянутый пример расчёта относится к применению обычного метода Ньютона. 
В этом случае возможны проблемы со сходимостью (в частности, их наличие отмече-
но в [12]). Однако, использованный при расчётах решатель [15] позволяет при нали-
чии возможности аналитического вычисления матрицы Якоби применять и другие, 
более эффективные и лучше сходящиеся методы. Для проверки действия этих мето-
дов была рассмотрена более сложная задача. 

Задачи определения состояния тел, вывернутых наизнанку [5 – 7] (среди которых 
встречаются и имеющие практическую ценность [9, 13, 16]), являются хорошим тес-
том для методов решения задач с учётом больших деформаций. Ниже представлен 
результат отыскания вывернутого наизнанку состояния полой квадратной призмы. 
Задача является достаточно сложной: попытки применить к ней обычный метод Нью-
тона привели к расходящемуся процессу (в литературе решение этой задачи не пред-
ставлено). Толщина стенок призмы в сравнении со случаем полого кругового цилиндра 
[12] была уменьшена (внешний размер сечения 12 см, размер отверстия 6 см), иначе 
возникали самопересечения в деформированном состоянии (константы материала 
Муни: 1C = 0,15 МПа; 2C = 0,094 МПа). 
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В качестве начального приближения для поиска инвертированного состояния бы-
ла задана форма кругового сечения. Задачу удалось решить при помощи глобально 
сходящейся модификации метода Ньютона [15]; процесс занял шесть итераций. Для 
других доступных методов (Ньютона, гибридный метод Пауэлла) сходимости не на-
блюдалось. 

Использованную конечноэлементную модель и результаты расчёта демонстриру-
ет рисунок. 

В каждой из четвертей деформированной конфигурации тела показано распреде-
ление одной из компонент тензора напряжений Коши (в МПа). Индексами цилиндри-
ческих координат они обозначены условно (кроме z-компоненты), так как в роли ко-
ординатных линий здесь выступают не окружности, а подобные циклоидам линии 
локальных направлений элементов (одно вдоль одной из локальных осей КЭ, другое 
ортогонально ему), что для данного тела, по-видимому, более информативно, по-
скольку эти линии повторяют форму тела. 

В частности, можно видеть, что по «радиальной» компоненте имеет место сжатие 
почти везде, кроме зон вблизи вогнутых углов, а по «кольцевой» и осевой компонен-
там – растяжение на внешних слоях и сжатие на внутренних, причём максимумы дос-
тигаются на серединах сторон исходного квадрата, в местах их максимального изгиба. 
Отметим, что при использовании более экономной расчётной схемы, содержащей не 
половину, а четверть формы тела (по образцу [6]), инвертированное состояние полу-
чить не удалось: итерации «убегали» к исходному состоянию (по-видимому, из-за 
того, что оно, в отличие от рассмотренной выше схемы, находится довольно близко к 
недеформированному состоянию). 

Таким образом, использование представленных выше аналитических выражений 
для компонент матрицы частных производных системы (1.1) позволяет повысить эф-
фективность и скорость её решения, и получить достаточно интересные результаты. 

Заключение. 
Получены аналитические выражения для компонент матрицы производных 

тензорно-матричной системы уравнений метода конечных элементов (МКЭ) [12], 
описывающей большие деформации несжимаемого упругого тела. При их выведе-
нии использован аппарат дифференцирования по тензорному аргументу. Результаты 
получены для общего трёхмерного случая, а также для плоской деформации. При по-
мощи численного метода, использующего эту матрицу, исследовано напряжённо-
деформированное состояние вывернутой наизнанку полой квадратной призмы. 

 
 
Р Е ЗЮМ Е . Отримано аналітичні вирази для компонент матриці похідних тензорно-матричної 

системи рівнянь МСЕ, що описує великі деформації нестисливого пружного тіла. При їх виведенні 
використано апарат диференціювання за тензорним аргументом. Результати отримано для загального 
тривимірного випадку, а також для плоскої деформації. За допомогою чисельного методу з викорис-
танням матриці Якобі визначено напружено-деформований стан вивернутої навиворіт порожнистої 
квадратної призми. 
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