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НОВІ ФУНКЦІЇ, ОЗНАЧЕНІ ПРИ ДОПОМОЗІ  
ФАКТОРІАЛЬНИХ СТЕПЕНІВ 

Досліджені нові неелементарні функції дійсної змінної, 
означені з використанням зростаючих і центральних факто-
ріальних степенів. Встановлені деякі властивості цих функцій, 
зокрема, показаний їхній зв’язок з узагальненою гіпер-
геометричною функцією. Виведені звичайні лінійні диферен-
ціальні рівняння, розв’язками яких є нові функції.  

Ключові слова: зростаючий факторіальний степінь, 
центральний факторіальний степінь, узагальнена гіпергео-
метрична функція. 

1. Вступ. Моделювання багатьох процесів математичної фізики, те-
орії теплопровідності, астрономії, аеродинаміки, біомедицини, квантової 
механіки та інших наук приводить до спеціальних функцій різної приро-
ди. Різноманітність задач, що породжують спеціальні функції, веде до 
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зростання кількості неелементарних функцій — від найпростіших тран-
сцендентних функцій до гіпергеометричних функцій різної природи. 

Класичні трансцендентні функції exp , sin , cosx x x  задаються як 
степеневі ряди 

2 1 2

0 0 0

( 1) ( 1)
exp , sin , cos ,

! (2 1)! (2 )!

n n n n n

n n n

x x x
x x x

n n n

  

  

 
  

    

побудовані при допомозі спадних факторіальних степенів (факторіал 
!m  є водночас спадним факторіальним степенем). Якщо у цих рядах 

спадні факторіальні степені замінити відповідними зростаючими фа-
кторіальними степенями, то одержимо неелементарні функції дійсної 
змінної Exp , Sin , Cosx x x  (див. [1]), а якщо замінити їх централь-

ними факторіальними степенями, то одержимо функції Expc ,x
 

Sinc ,x  Cosc x , які досліджувались у [2; 3]. У [1–3] встановлені деякі 
властивості цих функцій. Зокрема, показано, що функції Sin ,x  Cos x  
є розв'язками задач Коші для звичайних лінійних диференціальних 
рівнянь другого порядку з поліноміальними коефіцієнтами, а функції 
Sinc , Coscx x  — розв’язками таких рівнянь третього порядку. 

У цій статті досліджуються чотири нові неелементарні функції 
дійсної змінної типу гіперболічних функцій: 

Exp Exp( ) Exp Exp( )
Sh , Ch

2 2

x x x x
x x

   
  , 

Expc Expc( ) Expc Expc( )
Shc , Chc .

2 2

x x x x
x x

   
   

2. Факторіальні степені. Для довільних чисел x  і m  фа-
кторіальним степенем m з кроком k   називають вираз [4, с. 45–47] 

 { } ( )( 2 ) ... ( 1) , якщо 0,

1, якщо 0.
m k x x k x k x m k m

x
m

       
 


 

Факторіальний степінь називають зростаючим, якщо 0k  , і 
спадним, якщо 0k  . У випадку 0k   маємо звичайну степеневу 

функцію, тобто {0} .m mx x  
Зростаючий факторіальний степінь m з кроком 1 і спадний фак-

торіальний степінь m з кроком (–1) позначатимемо через mx  і mx  
відповідно: 

{1}: ( 1)( 2) ... ( 1),m mx x x x x x m          
{ 1}: ( 1)( 2) ... ( 1).m mx x x x x x m         

Зростаючі та спадні факторіальні степені тісно пов’язані зі зви-

чайною факторіальною функцією, адже ! 1n nn n  . 
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Основна властивість спадних і зростаючих факторіальних сте-

пенів виражається формулами 1( )m mx m x   , 1( ) ,m mx mx    де 

( ( )) ( 1) ( )f x f x f x     — різниця функції ( )f x , а ( ( ))f x   

( ) ( 1)f x f x    — запізніла різниця цієї функції [5, с. 66–68]. 
Для довільних чисел x  і m  центральним факто-

ріальним степенем m з кроком 0k   називають вираз [6] 

[ ] 2 ... , якщо 0,
2 2 2

1, якщо 0.

m k
mk mk mk

x x k x k x k m
x

m

                           
 

 

Центральний факторіальний степінь m з кроком 1 позначати-

мемо [ ]mx . Наприклад,      [5] 3 2 1 2 1 2 3 2 ,x x x x x x    

 [6] 2( 2)( 1) ( 1)( 2).x x x x x x      
Для центральних факторіальних степенів справджується форму-

ла [ ] [ 1]( ) ,m mx mx   де    ( ( )) 1 2 1 2f x f x f x      — централь-

на різниця функції ( )f x . 
У комбінаториці зростаючим, спадним і центральним факто-

ріальним степеням зазвичай притаманна двоїстість. Іншими словами, 
якщо комбінаторна задача приводить до комбінаторної тотожності, 
побудованої при допомозі, наприклад, спадних факторіальних степе-
нів, то зазвичай існує змістовна комбінаторна задача, яка приводить 
до двоїстої тотожності з участю зростаючих або центральних факто-
ріальних степенів [7, с. 7–12; 8, с. 196–219; 9, с. 27–31]. 

Як один з численних прикладів таких двоїстих комбінаторних 
співвідношень наведемо тотожності, які узагальнюють біноміальну 
тотожність: 

0 0
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n n
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де 
!

!( )!

n n

k k n k

 
   

 — біноміальні коефіцієнти. 

3. Функції xExp , xSin , xCos , побудовані при допомозі зрос-

таючих факторіальних степенів. Через Exp x , Sin x , Cos x  позначи-
мо функції дійсної змінної, означені при допомозі степеневих рядів [1]: 

2 3 4

0 1
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   (3) 

Деякі властивості та графіки функцій Exp x , Sin x , Cos x  наве-
дені в [1].  

З (1)–(3) випливає формула  
 Exp( ) Cos Sinix x i x  , (4) 

аналогічна до формули Ейлера. Оскільки Exp( ) Cos Sin ,ix x i x  

 

то  

Exp( ) Exp( ) Exp( ) Exp( )
Cos , Sin ,

2 2

ix ix ix ix
x x

i

   
 

 а отже,  
2 2Cos Sin Exp( ) Exp( )x x ix ix      Exp( ) Exp( ) 1 .ix ix    

У [1] встановлений зв’язок функції Exp x  з функцією ймовір-

ностей (функцією Лапласа) erf x , а також зв’язок функцій Sin x , 
Cos x  з інтегралами Френеля. Зараз покажемо зв’язок цих функцій з 
узагальненою гіпергеометричною функцією.  

Нагадаємо, що узагальненою гіпергеометричною функцією 

1 1( ,..., ; ,..., ; )s q s qF a a b b z  називають функцію, визначену як сума уза-

гальненого гіпергеометричного ряду [10, с. 183] 
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  (5) 

де nc  — зростаючий факторіальний степінь з кроком 1. 
Теорема 1. Для всіх дійсних x справджуються тотожності  

 
2 2 2

1 2 1 2
3 5 5 7

exp 1 1; , ; 1; , ; ,
4 4 64 6 4 4 64

x x x
x x F F

   
          

   
 (6) 

 
2

1 2
3 5

Sin 1; , ; ,
4 4 64

x
x x F

 
    

 
 (7) 

 
2 2

1 2
5 7

Cos 1 1; , ; .
6 4 4 64

x x
x F

 
     

 
 (8) 

Доведення. Доведемо спочатку формулу (7). З (2), враховуючи 
(5), одержуємо: 

2
2

0 0

( 1) (2 )! ( 1)
Sin

(4 1)! 4 (4 1)!!

n n n
n

n
n n

n x
x x x x

n n

 

 

 
  

 
   



Математичне та комп’ютерне моделювання 

22 

  
2

0

( 1)

4 3 7 ... (4 1) 5 9 ... (4 1)

n n

n
n

x
x

n n






 

       
  

2

0

( 1)

3 7 4 1 5 9 4 1
64 ... ...

4 4 4 4 4 4

n n

nn

x
x

n n






 

            
   

  

   

2 2

1 2
0

1 3 5
1; , ; .

64 4 4 643 4 5 4 !

nn

n n
n

x x
x x F

n





   
          

   
  

Доведемо тепер формулу (8). З (3), враховуючи (5), маємо: 
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Формула (6) випливає безпосередньо з (4), (7) і (8). Теорему доведено. 

4. Функції xExpc , xSinc , xCosc , побудовані при допомозі 
центральних факторіальних степенів. Позначимо через Expc x , 

Sinc x , Cosc x  функції, визначені при допомозі степеневих рядів [3]: 
2 2 1
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Теорема 2. [3] Для всіх дійсних x справджуються тотожності  
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де 1 2 1 1 2( ; , ; )F a b b z  — узагальнена гіпергеометрична функція. 
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Зауважимо, що у [3] функції Expc x , Sinc x , Cosc x  позначені 

через   ( ), ( ), ( )E x S x C x  відповідно. 

З (9)–(11) випливають формули  
Expc( ) Cosc Sincix x i x   , 

звідки одержуємо, що  
2 2Cosc Sinc Expc( ) Expc( ).x x ix ix     

Графіки функцій Expc x , Sinc x , Cosc x  можна знайти в [3].  

5. Функції xSh( ) , xCh( ) , побудовані при допомозі зростаю-

чих факторіальних степенів. Позначимо через Sh x , Ch x  функції 
дійсної змінної, визначені формулами  

 Exp Exp( )
Sh ,

2

x x
x

 
  

Exp Exp( )
Ch ,

2

x x
x

 
  (12) 

де функція Exp x  визначена у (1). 

З (1), (12) випливають степеневі розвинення 
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   (14) 

причому ряди в (13), (14) збігаються на всій дійсній числовій осі. 
Графіки функцій дійсної змінної Shy x , Chy x  наведені на рис. 1 

(зображені також графіки гіперболічних функцій shy x  і chy x ).  

 
Рис. 1. Графіки функцій Sh , Chy x y x   

Теорема 3. Для всіх дійсних x  справджуються тотожності 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

24 

 
2

1 2

Sh exp erf exp erf
2 4 2 4 2

3 5
1; , ; ,

4 4 64

x x x x i x
x i

x
x F

                              
 

    
 

 (15) 

 
2 2

1 2

Ch 1 exp erf exp erf
2 4 2 4 2

5 7
1 1; , ; ,

6 4 4 64

x x x x i x
x i

x x
F

                               
 

     
 

 (16) 

де 2

0

2
erf exp( )

p
p t dt


   — функція ймовірностей (функція поми-

лок), 1 2 1 1 2( ; , ; )F a b b z  — узагальнена гіпергеометрична функція. 
Доведення теореми 3 проводиться аналогічно до доведення тео-

реми 1. 
На рис. 2–7 наведені графіки функцій комплексної змінної Sh z , 

Ch z , де .z x iy   

  
Рис. 2. Графік функції | Sh |z   Рис. 3. Графік функції | Ch |z  

  

Рис. 4. Графік функції  Re Sh z
  

Рис. 5. Графік функції  Im Sh z
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Рис. 6. Графік функції  Re Ch z  

 
Рис. 7. Графік функції  Im Ch z  

6. Функції xShc , xChc , побудовані при допомозі цен-

тральних факторіальних степенів. Позначимо через Shc x , Chc x  
функції дійсної змінної, визначені формулами  
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З (10), (11) і (17) одержуємо степеневі розвинення 
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   (19) 

причому ряди в (18), (19) збігаються для всіх дійсних x. 

Графіки функцій Shcy x , Chcy x  зображені на рис. 8.  

 
Рис. 8. Графіки функцій Shc , Chcy x y x   

Теорема 4. Для всіх дійсних x  справджуються тотожності  
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 (21) 

де 1 2 1 1 2( ; , ; )F a b b z  — узагальнена гіпергеометрична функція. 

Доведення теореми 4 проводиться аналогічно до доведення тео-
реми 1 з використанням формул (5), (18), (19). 

На рис. 9–14 наведені графіки функцій комплексної змінної 
Shc z , Chc z , де .z x iy   

   
Рис. 9. Графік функції | Shc |z   Рис. 10. Графік функції | Chc |z  

   

Рис. 11. Графік функції  Re Shc z   Рис. 12. Графік функції  Im Shc z
 

  

Рис. 13. Графік функції  Re Chc z   Рис. 14. Графік функції  Im Ch z  
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7. Диференціальні рівняння для функцій x,Sh  x,Ch  x,Shc  
x.Chc  

Теорема 4. Функції Sh x , Ch x  є розв’язками відповідно таких 
задач Коші для звичайних диференціальних рівнянь другого порядку: 
 2 216 16 (12 ) 4 , (0) 0, (0) 1;x y xy x y x y y          (22) 

 2 2 216 16 (12 ) 12, (0) 1, (0) 0.x y xy x y x y y          (23) 

Доведення. Те, що функції Shy x , Chy x  задовольняють 
початкові умови з (22) і (23), випливає з формул (13), (14) відповідно. 

Доведемо, що функція Shy x  є частинним розв’язком дифе-
ренціального рівняння з (22). Згідно з (15) 

Sh ( ),
2

x
x A B


   

де        exp 4 erf 2 , exp 4 erf 2 .A x x B i x i x    Тоді 

 1
(Sh ) 2 ( ) ( ) 4 ,

8
x A B x A B x

x
        

 21
(Sh ) ( 4)( ) 4 ( ) 8 .

32
x x A B x A B x

x x
         

Виключаючи тепер вирази A B  з отриманих співвідношень 
для Sh ,x  (Sh )x   і (Sh )x  , після нескладних перетворень одержуємо 
диференціальне рівняння з (22). 

Далі, оскільки згідно з (16) Ch 1 ( ),
2

x
x A B


    то  

 (Ch ) 2( ) ( ) ,
8

x A B x A B
x

      

 21
(Ch ) ( 4)( ) 4 ( ) 4 ,

32
x x A B x A B x x

x x
         

і виключаючи з цих співвідношень вирази A B , переконуємось, що 
функція Chy x  є розв’язком рівняння з (23).  

Теорему доведено. 

Теорема 5. Функції Shc x , Chc x  є розв’язками відповідно таких 
задач Коші для звичайних диференціальних рівнянь третього порядку: 

 
3 2 227 4 (6 ) 4( 6) 0,

(0) 0, (0) 1, (0) 0;

x y x x y x y

y y y

     
   

 (24) 

 
3 2 227 27 (51 4 ) 48 48,

(0) 1, (0) 0, (0) 1 2.

x y x y x x y y

y y y

       
   

 (25) 
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Доведення. Те, що функції Shcy x , Chcy x  задовольняють 
початкові умови з (24) і (25), випливає з формул (18), (19) відповідно. 

Доведемо, що функція Shcy x  є розв’язком диференціального 

рівняння з (24). Узагальнена гіпергеометрична функція  1 2 1 2; , ;F a b b z , 

через яку, згідно з (20), виражається функція Shc x , є розв’язком лінійно-
го звичайного диференціального рівняння третього порядку [10, с. 185] 

     1 21 1 ( ) 0,b b z a w z           

де ( ) ( )w z zw z  . Отже, функція  1 2 1;5 6,7 6;F z  з (20) є розв'язком 

операторного рівняння 

      1 6 1 6 1 ( ) 0.z w z         (26) 

Оскільки 2 2 ,w zw z w     3 2 33 ,w zw z w z w       то з (26), 
виконавши нескладні перетворення, одержуємо, що узагальнена гіпе-
ргеометрична функція  1 2( ) 1;5 6,7 6;w z F z  задовольняє дифере-

нціальне рівняння 

 3 2 35
3 0.

36
z w z w z z w zw

        
 

 (27) 

Виконаємо у (27) заміну незалежної змінної 2 27z x . Тоді  

27
,

2
x

z
w

w
x


   

3

729
,

4
x x

z
xw w

w
x

     
2

5

3 319683

8
x x x

z
x w xw w

w
x

       

і, підставляючи у рівняння (27), одержуємо, що функція 

 2
1 2( ) 1;5 6,7 6; 27w x F x  є розв'язком рівняння  

2 227 81 4(6 ) 8 0.x w xw x w xw        

Нарешті, підставляючи в останнє рівняння функцію ( )y x w x   

(див. (20)), переконуємося, що функція Shcy x  є розв'язком ліній-
ного однорідного диференціального рівняння третього порядку з (24). 

Те, що функція Chcy x  є розв’язком рівняння з (25), дово-
диться аналогічно з використанням формули (21).  

Теорему доведено. 

8. Висновки. У статті досліджуються деякі властивості нових 
неелементарних функцій, побудованих у вигляді степеневих рядів з 
використанням зростаючих і центральних факторіальних степенів (за 
аналогією зі степеневими розвиненнями гіперболічних функцій). 
Встановлені деякі властивості цих функцій, побудовані їхні графіки. 
Показано, що вони є розв’язками задач Коші для звичайних лінійних 
диференціальних рівнянь з поліноміальними коефіцієнтами. 
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