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Розглядається iзотропна оболонка двоякої кривини, послаблена двома наскрiзними пара-

лельними трiщинами, берега яких контактують при згинi оболонки. Розв’язок задачi

отримано за допомогою теорiї узагальнених функцiй та двовимiрного iнтегрального пе-

ретворення Фур’є. Для розв’язання сингулярних iнтегральних рiвнянь застосовується

метод механiчних квадратур. Проведено чисельне дослiдження залежностi коефiцiєн-

тiв iнтенсивностi вiд розмiру трiщин, вiдстанi мiж ними та кривини серединної по-

верхнi оболонки.

Дослiдження напружено-деформованого стану оболонок iз трiщинами зазвичай проводять-
ся за умови, що поверхнi розрiзiв не контактують мiж собою [1, 2]. Однак у випадку, коли
оболонка знаходиться пiд дiєю згинального навантаження, має мiсце контакт берегiв трiщи-
ни. В роботах [1–3] для розв’язання задачi про згин пологої сферичної оболонки використо-
вується модель, що враховує контакт берегiв вздовж лiнiї трiщини на зовнiшнiй поверхнi
оболонки.

У роботах [4, 5] одержано теоретичнi результати, якi були перевiренi методом скiнченних
елементiв. Отримано результати щодо впливу контакту берегiв трiщини на коефiцiєнти
iнтенсивностi. Розрахунки проводилися методом скiнченних елементiв.

У данiй роботi методику [1] у поєднаннi з моделлю [3] поширено на оболонки двоякої
кривини з двома паралельними трiщинами пiд дiєю згинального навантаження. Оболонка,
що розглядається, має сталу товщину h. Трiщини завдовжки 2l кожна розташованi па-
ралельно одна однiй на вiдстанi 2d вздовж лiнiї кривини. Оболонка знаходиться пiд дiєю
симетричного вiдносно лiнiї трiщин згинального навантаження. Задачу будемо розглядати
за допомогою двовимiрної теорiї оболонок, в рамках якої трiщини моделюються як матема-
тичнi розрiзи серединної поверхнi оболонки. Виходячи з лiнiйностi задачi, напружений стан
в оболонцi подаємо у виглядi суми напруженого стану в оболонцi без трiщин при заданому
зовнiшньому навантаженнi, яке вважається вiдомим (воно буде позначатися величинами
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з зiрочками), та шуканого додаткового (збуреного) напруженого стану, викликаного наяв-
нiстю трiщин.

Дослiдимо вплив контакту берегiв трiщин внаслiдок згину оболонки на її напружено-де-
формований стан.

Система координат Oxyz орiєнтована вздовж лiнiй головних кривин оболонки з центром
в серединi розрiзу L.

Зважаючи на симетрiю задачi вiдносно осi абсцис, запишемо крайовi умови контакту
на лiнiї розрiзу [1–3, 6]:

[v] =
h

2
|[θ2]| > 0, M2 = −M∗

2 +
h

2
T2 sgn[θ2], T2 6 0, x ∈ L. (1)

У формулах (1) [v] — стрибок компонента вектора перемiщень на серединнiй поверхнi обо-
лонки; [θ2] — стрибок кута повороту нормалi; T2 — мембранне зусилля; M2 — згинальний
момент.

Методику дослiдження напруженого стану оболонок двоякої кривини з концентрато-
рами напружень розроблено в [1, 2]. Збурений напружений стан описується за допомогою
рiвнянь теорiї пологих оболонок.

Враховуючи, що трiщини перебувають в однакових умовах, запишемо iнтегральнi подан-
ня зусилля T2 та моменту M2 на правому розрiзi через похiднi вiд стрибкiв перемiщення
та кута повороту нормалi [1, 2] на

T2(x, y) = − B

4lπ

1∫

−1

(
(K11(t− τ, 0) −K11(t− τ, 2γ))

d[v]

dt
+

+ (K13(t− τ, 0) −K13(t− τ, 2γ))a(1 − ν)(3 + ν)
d[θ2]

dt

)
dt, (2)

M2(x, y) = −Ba

4lπ

1∫

−1

(
(K31(t− τ, 0) −K31(t− τ, 2γ))

d[v]

dt
+

+ (K33(t− τ, 0) −K33(t− τ, 2γ))a(1 − ν)(3 + ν)
d[θ2]

dt

)
dt, (3)

де

K11(x, y) =
1

r
− 2β̃2r

∞∑

n=1

a(1)n (β̃r) cos(2n − 1)ϕ;

K31(x, y) = 2β̃2r
∞∑

n=1

n(2)(β̃r) cos(2n − 1)ϕ;

K13(x, y) =
1

(1− ν)(3 + ν)
K31(x, y);

K33(x, y) =
1

r
− 2β̃2r

(1− ν)(3 + ν)

∞∑

n=1

a(3)n (β̃r) cos(2n − 1)ϕ;
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a(1)n (s) =
2

π

π/2∫

0

|d2| cos3 θ cos((2n − 1)θ) ImGn,n−1(s|d|
√
i) dθ;

a(2)n (s) =
2

π

π/2∫

0

d2 cos θ(ν cos2 θ + sin2 θ) cos(2n − 1)θReGn,n−1(s|d|
√
i) dθ;

a(3)n (s) =
2

π

π/2∫

0

|d2|(ν cos2 θ + sin2 θ)2
cos((2n − 1)θ)

cos θ
ImGn,n−1(s|d|

√
i) dθ;

B = Eh, a = h/
√

12(1 − ν2), |τ | < 1, γ = d/l (2d — вiдстань мiж центрами трiщин).
Пiдставляючи вирази (2), (3) у крайовi умови (1) i виключаючи з рiвнянь стрибок,

одержимо сингулярне iнтегральне рiвняння для визначення стрибка повороту нормалi [2]

M∗

2 =
1

4πl

Bah

2
√

3(1 − ν2)

1∫

−1

d[θ2]

dt
(3(1 − ν2)(K11(t− τ, 0) −K11(t− τ, 2γ)) +

+ 2 sgnM∗

2

√
3(1− ν2)(K31(t− τ, 0) −K31(t− τ, 2γ)) +

+ (1− ν)(3 + ν)(K33(t− τ, 0) −K33(t− τ, 2γ))) dt. (4)

Тут враховано, що sgn[θ2] = − sgnM∗

2 .
Шуканi функцiї з рiвняння (4) слiд пiдпорядкувати ще додатковiй умовi неперервностi

кута повороту на кiнцях розрiзу:

[θ2](±l) = 0. (5)

Розв’язок сформульованої задачi побудовано за допомогою методу механiчних квадратур,
який дозволяє звести СIР до системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно значень не-
вiдомих пiдiнтегральних функцiй у певних точках (вузлах iнтерполяцiйного полiнома).
Розв’язавши її i побудувавши iнтерполяцiйний полiном, знаходимо значення невiдомих
функцiй у довiльних точках промiжку iнтегрування, зокрема у вершинах трiщин.

Числовий розв’язок сформульованої задачi (4), (5) отримано для iзотропного матерiалу
(ν = 0,3). Коефiцiєнти iнтенсивностi моментiв та зусиль у вершинах трiщини обчислювали
за формулами

K±

M = ±(3− 2ν − ν2)
Bah

8
√

3(1− ν2)
lim
t→±1

√
1− t2

d[θ2]

dt
(t),

K±

T = ∓B

4
lim
t→±1

√
1− t2

d[v]

dt
(t).

Дослiдження проводилися для випадку, коли трiщини розташованi на внутрiшнiй лицьовiй
поверхнi оболонки (M∗

2 > 0).
Залежностi безрозмiрних значень коефiцiєнтiв iнтенсивностi зусиль i моментiв вiд пара-

метра взаємного розташування дефектiв ρ = l/d будували для фiксованих значень па-

раметра кривини λ = R2/R1 оболонки та параметра β = cl =
4

√
12(1− ν2)√

Rh
l, де R =

= min(|R1|, |R2|).
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Рис. 1. Залежнiсть коефiцiєнта iнтенсивностi зусилля K̃T = hKT /M
∗l вiд кривини оболонки для фiксова-

ного значення β = 1/2 (а), β = 1 (б ) та рiзних значень параметра ρ — вiдстанi мiж трiщинами

Рис. 2. Залежнiсть коефiцiєнта iнтенсивностi моменту K̃M = KM/(ml) вiд кривини оболонки для фiксова-
ного значення β = 1/2 (а), β = 1 (б ) та рiзних значень параметра ρ — вiдстанi мiж трiщинами

На рис. 1, 2 наведено залежнiсть коефiцiєнтiв iнтенсивностi зусилля та моменту вiд
кривини оболонки для β = 0,5 (кривi 1, 2 ), β = 1 (3, 4 ) вiдповiдно.

Отриманi тут результати у граничних випадках збiгаються з одержаними у роботi [3].
Таким чином, iз збiльшенням кривини оболонки та розмiру трiщини значення коефiцiєн-

та iнтенсивностi зусиль i моментiв зростає, що призводить до зменшення несучої здатностi
оболонки.

Залежнiсть коефiцiєнтiв вiд вiдстанi мiж трiщинами є немонотонною, а також вона по-
силюється iз зменшенням вiдстанi.
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Напряженное состояние оболочки двоякой кривизны с двумя

параллельными трещинами при изгибающем нагружении

Рассматривается изотропная оболочка двоякой кривизны, ослабленная двумя сквозными па-

раллельными трещинами, берега которых контактируют при изгибе оболочки. Решение

задачи построено с помощью метода сингулярных интегральных уравнений и численного

метода механических квадратур. Проведено численное исследование зависимости коэффи-

циентов интенсивности от размеров трещин и кривизны оболочки.

K.M. Dovbnya, J.V. Grigorchuk

The stressed state of a dual curvature shell with two parallel cracks

under bending

An isotropic dual curvature shell weakened by two collinear through-cracks with the edges contacting

at a bending of the shell is considered. The solution of the problem is obtained, by using the theory of

distributions and the integral two-dimensional Fourier transformation. The method of mechanical

quadratures is used for the solution of singular integral equations. A numerical investigation of the

dependence of the intensity ratios on the dimensions of the cracks, the distance between them, and

the curvature of shell’s middle surface is conducted.

54 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №11


