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Нехай X — компактна зв’язна абелева група. Вiдомо, що iснують топологiчнi авто-

морфiзми αj, βj групи X та незалежнi випадковi величини ξ1 та ξ2 зi значеннями в X
та розподiлами µ1, µ2 такими, що лiнiйнi форми L1 = α1ξ1 + α2ξ2 та L2 = β1ξ1 + β2ξ2
незалежнi, але µ1 та µ2 не є згортками гауссiвських та iдемпотентних розподiлiв. До-

ведено, що iснують компактнi зв’язнi абелевi групи X, якi мають таку властивiсть: iз

незалежностi трьох лiнiйних форм вiд трьох незалежних випадкових величин зi зна-

ченнями в X випливає, що якнайменш один розподiл є iдемпотентним. Такими групами

є деякi a-адичнi соленоїди.

Класична теорема Скитовича–Дармуа стверджує: нехай ξi, i = 1, 2, . . . , n, n > 2, — неза-
лежнi випадковi величини, αi, βi — ненульовi константи. Припустимо, що лiнiйнi форми
L1 = α1ξ1 + · · · + αnξn та L2 = β1ξ1 + · · · + βnξn незалежнi. Тодi усi випадковi величини ξi
є гауссiвськими [1, 2].

Ця теорема була узагальнена на рiзнi класи локально компактних абелевих груп. У цих
дослiдженнях незалежнi випадковi величини набували значень у локально компактнiй абе-
левiй групi X, а коефiцiєнтами лiнiйних форм були топологiчнi автоморфiзми X [3, гл. 4,
5], [4–7]. Зокрема, Г.М. Фельдман та П. Грачик показали в [5], що не iснує навiть слабкого
аналогу теореми Скитовича–Дармуа для компактних зв’язних абелевих груп. Вони дове-
ли таке: нехай X — довiльна компактна зв’язна абелева группа, тодi iснують топологiчнi
автоморфiзми αi, βi, i = 1, 2, групи X та незалежнi випадковi величини ξi зi значеннями
у X такi, що лiнiйнi форми L1 = α1ξ1 + α2ξ2 та L2 = β1ξ1 + β2ξ2 незалежнi, але розподiли
випадкових величин ξi не є згортками гауссiвських та iдемпотентних розподiлiв.

Достатньо несподiваним виявився такий факт: якщо розглядати три лiнiйнi форми вiд
трьох випадкових величин, то iснують компактнi зв’язнi абелевi групи, для яких вико-
нується слабкий аналог теореми Скитовича–Дармуа. У цiй роботi ми побудуємо приклади
компактних зв’язних абелевих груп, для яких iз незалежностi трьох лiнiйних форм вiд трьох
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випадкових величин випливає, що якнайменш одна випадкова величина має iдемпотентний
розподiл. Такими групами є деякi a-адичнi соленоїди.

Далi нам будуть потрiбнi деякi визначення та позначення. Нехай X — локально ком-
пактна абелева група, яка задовольняє другу аксiому злiченностi. Нехай Y = X∗ — група
характерiв групи X. Значення характеру y ∈ Y на елементi x ∈ X позначимо через (x, y).
Позначимо через Aut(X) групу топологiчних автоморфiзмiв X. Для кожного α ∈ Aut(X)
визначимо вiдображення α̃ : Y → Y за формулою (αx, y) = (x, α̃y) для усiх x ∈ X, y ∈ Y .
Вiдображення α̃ є неперервним автоморфiзмом групи Y . Тотожний автоморфiзм групи по-
значимо через I. Нехай k — цiле. Позначимо через fk вiдображення fk : X → X, визначене
за формулою fkx = kx.

Позначимо через Z нескiнченну циклiчну групу, через R — адитивну групу дiйсних
чисел, через T — групу обертань кола, через Q — адитивну групу рацiональних чисел
у дискретнiй топологiї, через ∆a — групу a-адичних чисел. Нехай a = (a0, a1, . . . , an, . . .) —
фiксована, але довiльна нескiнченна послiдовнiсть натуральних чисел, де усi ai > 1. Роз-
глянемо групу R × ∆a. Нагадаємо визначення a-адичного соленоїда. Нехай B — пiдгру-
па групи R × ∆a виду B = {(n, nu)}∞n=−∞

, де u = (1, 0, . . . , 0, . . .). Фактор-група Σa =
= (R × ∆a)/B називається a-адичним соленоїдом. Група Σa є компактною зв’язною абе-
левою групою розмiрностi 1. Група характерiв групи Σa топологiчно iзоморфна пiдгрупi

Ha =

{
m

a0a1 · · · an
: n = 0, 1, . . . ; m ∈ Z

}
групи Q [8, (24.28)].

Позначимо через M1(X) множину всiх iмовiрнiсних розподiлiв на групi X, через Ex —
вироджений розподiл, сконцентрований у точцi x ∈ X. Нехай K — компактна пiдгрупа X.
Позначимо через mK розподiл Хаара на K, через I(X) — множину зсувiв таких розподiлiв,
тобто розподiлiв виду mK ∗Ex, де K — компактна пiдгрупа X, x ∈ X. Розподiли класу I(X)
називаються iдемпотентними. Характеристичну функцiю розподiлу µ ∈ M1(X) визначимо
за формулою

µ̂(y) =

∫

X

(x, y) dµ(y), y ∈ Y.

Зазначимо, що характеристична функцiя розподiлу mK має вигляд

m̂K(y) =

{
1, y ∈ H,

0, y 6∈ H,
(1)

де H = {y ∈ Y : (x, y) = 1, x ∈ K}.
Основним результатом роботи є така теорема.
Теорема 1. Нехай X = Σa та для будь-якого простого числа p виконується спiввiд-

ношення fp 6∈ Aut(X). Нехай ξi, i = 1, 2, 3, — незалежнi випадковi величини зi значеннями

в X i з розподiлами µi. Тодi з незалежностi лiнiйних форм Lj =
3∑

i=1

αijξi, де αij ∈ Aut(X),

i, j = 1, 2, 3, випливає, що якнайменш один розподiл µi = mX .
Прикладом групи, яка задовольняє умови теореми 1, є X = Σa, де a = (2, 3, 5, . . .).

Група характерiв групи X топологiчно iзоморфна пiдгрупi групи Q, яка має вигляд

Ha =

{
m

n
: m ∈ Z, n = p1p2 · · · pl, pl − рiзнi простi числа, l = 1, 2, . . .

}
.
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Доведення теореми 1 спирається на такi леми.
Лема 1. Нехай X — локально компактна абелева група, яка задовольняє другу аксiому

злiченностi, ξi, i = 1, 2, . . . , n, — незалежнi випадковi величини зi значеннями в X та

з розподiлами µi. Розглянемо лiнiйнi форми Lj =
n∑

i=1

αijξi, де αij ∈ Aut(X). Лiнiйнi форми

Lj, j = 1, 2, . . . , n, незалежнi тодi i тiльки тодi, коли характеристичнi функцiї µ̂i(y)
задовольняють рiвняння

n∏

i=1

µ̂i(α̃i1u1 + α̃i2u2 + · · ·+ α̃inun) =

n∏

i=1

n∏

j=1

µ̂i(α̃ijuj), (2)

де uj ∈ Y , α̃ij ∈ Aut(Y ).
Нижченаведена лема стверджує, що виконується аналог теореми Скитовича–Дармуа

для скiнченних абелевих груп, тобто iз незалежностi n лiнiйних форм вiд n незалежних
випадкових величин випливає, що всi випадковi величини мають iдемпотентнi розподiли.

Лема 2 [9]. Нехай X — скiнченна абелева група. Нехай ξi, i = 1, 2, . . . , n, — незалежнi
випадковi величини зi значеннями в X та з розподiлами µi. Розглянемо лiнiйнi форми

Lj =
n∑

i=1

αijξi, де αij ∈ Aut(X), α1j = αi1 = I, i, j = 1, 2, . . . , n. Iз незалежностi лiнiйних

форм Lj випливає, що µi = Exi
∗mK , де K є пiдгрупою X, xi ∈ X, i = 1, 2, . . . , n.

Iз лем 1 та 2 ми отримуємо
Наслiдок 1. Нехай Y — скiнченна абелева група. Нехай µ̂i(y), i = 1, 2, . . . , n, n > 2, —

характеристичнi функцiї на Y , якi задовольняють рiвняння (2), де α̃1j = α̃i1 = I, i, j =
= 1, 2, . . . , n. Тодi µ̂i(y), i = 1, 2, . . . , n, є характеристичними функцiями iдемпотентних
розподiлiв.

Подана нижче лема є аналогом теореми Скитовича–Дармуа для трьох лiнiйних форм
вiд трьох випадкових величин для групи обертань кола X = T.

Лема 3 [10]. Нехай X = T, αij ∈ Aut(X), i, j = 1, 2, 3. Нехай ξi, i = 1, 2, 3, — неза-
лежнi випадковi величини зi значеннями в X та з розподiлами µi такими, що їх хара-

ктеристичнi функцiї не обертаються на нуль. Припустимо, що Lj =
3∑

i=1

αijξi = 1, 2, 3

є незалежними. Тодi µi — виродженi розподiли.

Робота виконана в рамках наукових дослiджень за темою “Українська фiлiя французько-ро-

сiйської лабораторiї iм. Ж.-В. Понселе. Iмовiрнiснi задачi на групах i в спектральнiй теорiї”.
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И.П. Мазур

К теореме Скитовича–Дармуа на a-аддических соленоидах

Пусть X — компактная связная абелева группа. Известно, что существуют топологи-

ческие автоморфизмы αj, βj группы X и независимые случайные величины ξ1 и ξ2 со зна-

чениями в X и распределениями µ1, µ2 такими, что линейные формы L1 = α1ξ1 + α2ξ2
и L2 = β1ξ1 + β2ξ2 независимы, но µ1 и µ2 не являются свертками гауссовских и идем-

потентных распределений. Доказано, что существуют компактные связные абелевы груп-

пы X, обладающие следующим свойством: из независимости трех линейных форм от трех

независимых случайных величин со значениями в X вытекает, что по крайней мере одно

распределение является идемпотентным. Такими группами являются некоторые a-адди-

ческие соленоиды.

I. P. Mazur

On the Skitovich–Darmois theorem for a-adic solenoids

Let X be a compact connected Abelian group. It is known that then there exist topological automor-

phisms αj, βj of X and independent random variables ξ1 and ξ2 with values in X and distributions

µ1, µ2 such that the linear forms L1 = α1ξ1 + α2ξ2 and L2 = β1ξ1 + β2ξ2 are independent, but µ1

and µ2 are not represented as convolutions of Gaussian and idempotent distributions. We prove that

there exist compact connected Abelian groups X having the following property: the independence of

three linear forms of three independent random variables with values in X implies that at least one

of the distributions is idempotent. These groups are some a-adic solenoids.
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