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Побудовано функцiю Грiна тривимiрного рiвняння Гельмгольца для нескiнченної прямої

жорсткостiнної труби кругового поперечного перерiзу з осередненою течiєю. Ця функцiя

записується у виглядi ряду за акустичними модами зазначеної труби i є перiодичною

за азимутальною координатою та симетричною вiдносно осьового перерiзу, в якому

розташоване точкове джерело. Крiм того, в нiй у явному виглядi вiдображенi ефекти

осередненої течiї. Цi ефекти стають вагомiшими зi збiльшенням числа Маха течiї,

зумовлюючи, зокрема, появу i подальше збiльшення асиметрiї функцiї Грiна вiдносно

поперечного перерiзу, в якому знаходиться точкове джерело. I навпаки, зi зменшен-

ням числа Маха вагомiсть впливу осередненої течiї на зазначену функцiю зменшується,

спричиняючи, окрiм iншого, зменшення вказаної її асиметрiї. У випадку ж вiдсутностi

осередненої течiї побудована функцiя Грiна є симетричною вiдносно вказаного попереч-

ного перерiзу i збiгається з вiдповiдною функцiєю Грiна для дослiджуваної труби, яка

наведена в науковiй лiтературi.

Дослiдження акустичних полiв у трубах є актуальною проблемою у лiтако- та автомобiле-
будуваннi, комунальному господарствi, архiтектурi, медицинi, нафтогазовiй промисловостi
тощо [1–3]. Ця проблема, незалежно вiд типу труб й акустичних джерел у них, в принципi
може бути розв’язана за допомогою методу функцiй Грiна. Проте його застосування є до-
цiльним лише за умови iснування принципової можливостi побудови вiдповiдної функцiї
Грiна.

Ця можливiсть, окрiм квалiфiкацiї дослiдника, залежить вiд геометрiї дослiджуваної
труби та форми її поперечного перерiзу, фiзичних властивостей її стiнок та умов її закрiп-
лення, акустичних умов на кiнцях труби та наявностi або вiдсутностi течiї в нiй тощо. Як
показує аналiз наукової лiтератури, з-помiж випадкiв, якi визначаються рiзними комбiна-
цiями цих факторiв, найбiльш дослiдженими є випадки нескiнченної прямої жорсткостiнної
труби кругового та прямокутного поперечного перерiзу [1, 3–10]. Для цих випадкiв побу-
довано вiдповiднi функцiї Грiна хвильового рiвняння i рiвняння Гельмгольца, а також, з їх
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Рис. 1. Геометрiя задачi

допомогою, одержано вирази для рiзних характеристик акустичних полiв, згенерованих
вiдповiдними джерелами у зазначених трубах. Проте всi цi результати, як правило, обме-
жуються випадком вiдсутностi течiї в трубi. Якщо ж наявнiсть течiї i береться до уваги, то
її ефекти у вiдповiдних функцiях Грiна та/або кiнцевих результатах проявляються лише
у неявному виглядi [1, 4, 7–10].

Цей недолiк частково виправляється у данiй роботi. Тут будується функцiя Грiна рiв-
няння Гельмгольца для нескiнченної прямої жорсткостiнної труби кругового поперечного
перерiзу з осередненою течiєю. Ця функцiя має явну залежнiсть вiд параметрiв течiї, а
в разi її вiдсутностi — збiгається з вiдповiдною функцiєю Грiна для зазначеної труби, яка
наведена в науковiй лiтературi [1, 6–10].

Постановка задачi. Розглядається нескiнченна пряма жорсткостiнна труба кругового
поперечного перерiзу радiусом a (див. рис. 1), в якiй з осередненою осьовою швидкiстю U
тече рiдина. У трубi заданi довiльним чином розташованi акустичнi джерела рiзної природи,
якi генерують в нiй звукове поле. Це поле описується конвективним хвильовим рiвнянням1,
яке в цилiндричнiй системi координат (r, ϕ, z) має такий вигляд [7–10]:
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Образ Фур’є рiвняння (1) у частотнiй областi
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описує довiльну частотну компоненту зазначеного поля [7–10] i називається конвективним
рiвнянням Гельмгольца (тут pa та

⌣

pa — вiдповiдно акустичний тиск та його частотний
образ Фур’є, c0 — швидкiсть звуку в незбуренiй рiдинi, γ — функцiя, що описує сумарний
розподiл вищевказаних джерел,

⌣

γ — її частотний образ Фур’є, M = U/c0 — число Маха

1Наявiсть термiну “конвективне” у назвi цього рiвняння зумовлена тим, що воно, внаслiдок наявностi
конвективної похiдної U∂/∂z у повнiй похiднiй за часом d/dt, мiстять доданки, якi залежать вiд числа
Маха течiї. У разi вiдсутностi течiї (M = 0) зазначенi доданки зникають, i це рiвняння збiгається зi своїм
класичним аналогом.
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течiї, k0 = ω/c0 — акустичне хвильове число, а ω — колова частота). Необхiдно побудувати
функцiю Грiна рiвняння (2) для дослiджуваної труби.

Функцiя Грiна. Функцiя Грiна G̃ рiвняння (2) задовольняє рiвняння

∇2G̃+ k20G̃+ i2k0M
∂G̃

∂z
−M2 ∂

2G̃

∂z2
= − 1

2π

1

r
δ(r − r0)δ(ϕ − ϕ0)δ(z − z0),

0 6 r, r0 6 a, 0 6 ϕ,ϕ0 6 2π, |z| < ∞, |z0| < ∞
(3)

(де δ(. . .) — дельта-функцiя Дiрака) i описує акустичний тиск у точцi (r, ϕ, z), який гене-
рується в трубi на частотi ω точковим джерелом, розташованим у точцi (r0, ϕ0, z0). Крiм
цього, G̃ повинна мати нульову радiальну похiдну на нерухомiй жорсткiй стiнцi труби

∂G̃

∂r

∣∣∣∣
r=a

= 0, (4)

задовольняти умову випромiнювання у нескiнченнiсть2, а також бути перiодичною за ко-
ординатою ϕ i симетричною вiдносно площини ϕ = ϕ0 розташування зазначеного джерела.

Розв’язок граничної задачi (3), (4) шукаємо у виглядi ряду за акустичними модами
труби {Ψ(1)

nm,Ψ(2)
nm}:
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(5)

де Jn — цилiндричнi функцiї Бесселя першого роду порядку n; αnm = ζnm/a — радiальнi

хвильовi числа; ζnm — коренi рiвняння J ′
n(ζnm) = 0 (m = 1, 2, . . .); а Ψ

(2)
0m ≡ 0. Вибране

представлення (5) функцiї G̃ задовольняє умову (4), а його невiдомi коефiцiєнти G̃(j)
nm —

одновимiрне конвективне рiвняння Гельмгольца2
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(6)

яке одержується з рiвняння (3) пiсля пiдстановки в нього ряду (5) та подальшого множення
одержаного при цьому спiввiдношення скалярно на моди Ψ(j)

nm i врахування ортогональностi
останнiх.

Розв’язок рiвняння (6) можна одержати з розв’язку класичного одновимiрного рiвняння
Гельмгольца, до якого можна звести рiвняння (6) шляхом виконання певних математичних
операцiй. Для цього запишемо функцiї G̃(j)

nm у виглядi

G̃(j)
nm(z, r0, ϕ0, z0;ω) =

λa

c0
e−iλ2Mk0(z−z0)G̃(j)

nm(Z, r0, ϕ0, Z0; Ω), (7)

2Перша умова означає рiвнiсть нулю радiальної компоненти акустичної швидкостi на стiнцi труби, тодi
як друга — вiдсутнiсть вiдбиття звуку на її кiнцях (на нескiнченностi).
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де Ĝ(j)
nm є новими невiдомими функцiями,

Z =
λz

a
, Z0 =

λz0
a

— (8)

безрозмiрними осьовими координатами,

Ω = λ
ωa

c0
= λk0a — (9)

безрозмiрною частотою, а

λ =
1√

1−M2
— (10)

безрозмiрним параметром. Тодi пiдстановка представлення (7) у рiвняння (6) i врахування
там спiввiдношень (8)–(10) приводить до рiвняння для функцiй G̃(j)

nm:

∂2G̃
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√
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nma,

|Z| < ∞, |Z0| < ∞, j = 1, 2; n > 0, m > 1,

(11)

яке є класичним одновимiрним рiвнянням Гельмгольца. Його розв’язок для нескiнченної
областi має такий вигляд [1, 7–10]:

G̃(j)
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ic0
4πKnm

Ψ
(j)
nm(r0, ϕ0)

‖Ψ(j)
nm‖2

eiKnm|Z−Z0|;

|Z| < ∞; |Z0| < ∞; j = 1, 2; n > 0; m > 1.

(12)

Наявнiсть виразу (12) для функцiй Ĝ(j)
nm, а також виразiв (8), (9) i (11) для параметрiв

{Z,Z0}, Ω i Knm вiдповiдно дозволяє, на основi (7), одержати розв’язок рiвняння (6):
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)

. (13)

Тодi врахування коефiцiєнтiв (13) у рядi (5) приводить до виразу для шуканої функцiї
Грiна конвективного рiвняння Гельмгольца (2) для дослiджуваної труби:

G̃ =
iλ

4π
e−iλ2Mk0(z−z0)

2∑

j=1

∞∑

n=0

∞∑

m=1

Ψ
(j)
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nm(r, φ)

eiλ
√

λ2k2
0
−α2

nm
|z−z0|

√
λ2k20 − α2

nm

. (14)

Аналiз спiввiдношення (14) показує, що функцiя G̃ розкладається в ряд за акустичними
модами труби Ψ(j)

nm i, як i має бути, є перiодичною за координатою ϕ та симетричною вiд-
носно площини ϕ = ϕ0. Крiм того, в (14) через числа M i λ у явному виглядi вiдображено
вплив осередненої течiї на функцiю G̃. Цей вплив збiльшується зi збiльшенням числа M ,
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викликаючи, крiм iншого, появу i подальше збiльшення асиметрiї функцiї G̃ вiдносно пе-
рерiзу z = z0 розташування точкового джерела, що стоїть у правiй частинi рiвняння (3).
Натомiсть зменшення числа Маха приводить до зменшення впливу течiї на функцiю G̃, зу-
мовлюючи, зокрема, зменшення зазначеної асиметрiї. У випадку ж вiдсутностi осередненої
течiї (M = 0, λ = 1) функцiя (14) є симетричною вiдносно перерiзу z = z0 i збiгається
з функцiєю Грiна класичного рiвняння Гельмгольца для дослiджуваної труби, яка наведе-
на в науковiй лiтературi.

Таким чином, зробимо такi висновки.
1. У данiй роботi побудовано функцiю Грiна рiвняння Гельмгольца (вираз (14)) для

нескiнченної прямої жорсткостiнної труби кругового поперечного перерiзу з осередненою
течiєю. Ця функцiя записуються у виглядi ряду за акустичними модами зазначеної труби i
є перiодичною за азимутальною координатою ϕ та симетричною вiдносно площини ϕ = ϕ0

розташування точкового джерела.
2. У побудованiй функцiї Грiна в явному виглядi вiдображенi ефекти осередненої те-

чiї. Цi ефекти стають вагомiшими зi збiльшенням числа Маха течiї, зумовлюючи, зокрема,
появу i подальше збiльшення асиметрiї функцiї вiдносно поперечного перерiзу z = z0, в яко-
му розташоване вказане джерело. I навпаки, зi зменшенням числа Маха вагомiсть впливу
осередненої течiї на функцiю Грiна зменшується, спричиняючи, окрiм iншого, зменшення
зазначеної її асиметрiї.

3. У випадку вiдсутностi осередненої течiї побудована функцiя Грiна є симетричною
вiдносно перерiзу z = z0 i збiгається з вiдповiдною функцiєю Грiна для дослiджуваної
труби, яка наведена в науковiй лiтературi.

4. У процесi побудови функцiї Грiна запропоновано перетворення (7)–(10), що дозволяє
зводити одновимiрне конвективне рiвняння Гельмгольца (6) до його класичного одновимiр-
ного аналогу (11), i на основi вiдомого розв’язку останнього одержувати розв’язок першого
рiвняння.
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А.А. Борисюк

Функция Грина уравнения Гельмгольца для бесконечной прямой

жосткостенной трубы кругового поперечного сечения с осредненным

течением

Построена функция Грина трехмерного уравнения Гельмгольца для бесконечной прямой

жосткостенной трубы кругового поперечного сечения с осредненным течением. Эта функ-

ция записывается в виде ряда по акустическим модам указанной трубы и является пе-

риодической по азимутальной координате и симметричной относительно осевого сечения,

в котором расположен точечный источник. Кроме этого, в ней в явном виде отражены

эффекты осредненного течения. Эти эффекты становятся более существенными с увели-

чением числа Маха течения, вызывая, в частности, появление и дальнейшее увеличение

асимметрии функции Грина относительно поперечного сечения, в котором находится то-

чечный источник. И наоборот, с уменьшением числа Маха весомость влияния осредненного

течения на указанную функцию уменьшается, приводя, кроме прочего, к уменьшению ука-

занной асимметрии. В случае же отсутствия осредненного течения построенная функция

Грина является симметричной относительно указанного поперечного сечения и совпадает

с соответствующей функцей Грина для исследуемой трубы, приведенной в научной лите-

ратуре.

A.O. Borisyuk

Green’s function of the Helmholtz equation for an infinite straight

rigid-walled pipe of circular cross-section with mean flow

Green’s function of the three-dimensional Helmholtz equation for an infinite straight rigid-walled

pipe of circular cross-section with mean flow is found. This function is written in terms of a series

of the pipe acoustic modes and is periodic in the azimuthal coordinate and symmetric with respect

to the axial section, where a point source is located. Apart from this, the mean flow effects are

directly reflected in the function. The effects become more significant as the Mach number increases,

causing, in particular, the appearance and a further growth of the Green’s function asymmetry with

respect to the cross-section of the point source location. Vice versa, the decrease of the Mach number

results in a decrease of the effects and, in particular, a decrease of the indicated asymmetry of the

function. Without the mean flow, the obtained Green’s function is symmetric with respect to the

indicated cross-section and coincides with the corresponding Green’s function for the investigated

pipe, which is available in the scientific literature.
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