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Самоподiбнiсть i вiнцевi добутки метричних просторiв

(Представлено академiком НАН України М.О. Перестюком)

Розглянуто конструкцiю нескiнченно iтерованого вiнцевого добутку метричних прос-

торiв. Встановлено умови, за яких нескiнченно iтерований вiнцевий степiнь скiнчен-

ного метричного простору є самоподiбним, а також доведено, що група iзометрiй дiє

на ньому самоподiбно. Показано, що для довiльної скiнченної групи нескiнченно iтеро-

ваний вiнцевий степiнь цiєї групи реалiзується як повна група iзометрiй самоподiбного

метричного простору з самоподiбною дiєю.

1. Нехай s : R+ → R
+ — монотонно зростаюча неперервна функцiя, s(0) = 0, що називається

шкалою. Трансформацiєю метричного простору (X, dX ) за допомогою шкали s називається
простiр (X, s(dX )), в якому вiдстань dX замiнюється вiдстанню s(dX). В загальному випадку
s(dX) є напiвметрикою, тобто для неї може не виконуватись нерiвнiсть трикутника. Якщо
s(dX) є метрикою, то трансформацiя називається метричною. Це матиме мiсце зокрема
тодi, коли похiдна шкали s′ не зростає (див. [1]).

Поняття метричної трансформацiї було введено Л.М. Блюменталем у 30-х роках ми-
нулого столiття (див. [2]). Дослiдженню метричних трансформацiй просторiв присвячено
багато праць, зокрема метричнi трасформацiї евклiдових просторiв у пiдпростори гiльбер-
тового простору вивчались в роботах Д. фон Неймана i I. Шонберга [3, 4].

Вiдповiдно до роботи [5] метричнi простори (X, dX ) i (Y, dY ) називатимемо iзоморфними,
якщо iснують бiєкцiя g : X → Y i шкала s такi, що для довiльних u, v ∈ X виконується
рiвнiсть

dX(u, v) = s(dY (g(u), g(v))),

тобто метричний простiр X iзометричний трансформацiї простору (Y, dY ) за допомогою
шкали s. У цьому випадку простiр (X, dX ) позначатимемо як s(Y ). Якщо простiр (X, dX )
iзоморфний деякому пiдпростору простору (Y, dY ), то говоритимемо, що (X, dX ) iзоморфно
занурюється в (Y, dY ). Iзоморфнi метричнi простори є топологiчно еквiвалентними, а їх
групи iзометрiй iзоморфнi.

2. Нехай простiр (X, dX ) є рiвномiрно дискретним, тобто iснує таке додатне число r, що
для довiльних точок x1 i x2 простору X, x1 6= x2, виконується нерiвнiсть dX(x1, x2) > r.
Припустимо, що простiр (Y, dY ) обмежений. Зафiксуємо деяку функцiю-шкалу s(t), для
якої виконується нерiвнiсть

diam(s(Y )) < r. (1)

На множинi X × Y розглянемо метрику ds, яку задамо таким чином:

ds((x1, y1), (x2, y2)) =

{

dX(x1, x2), якщо x1 6= x2,

s(dY (y1, y2)), якщо x1 = x2.
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Метричний простiр (X × Y, ds) називається вiнцевим добутком метричних просторiв X

i Y та позначається X wrY (див. [6]). Зауважимо, що вiнцевий добуток X wrY мiстить
iзоморфну копiю кожного з просторiв X i Y .

Нехай тепер (X1, d1), (X2, d2), . . . — нескiнченна послiдовнiсть рiвномiрно дискретних
метричних просторiв скiнченного дiаметра, а r1, r2, . . . — нескiнченна послiдовнiсть додат-
них дiйсних чисел така, що для довiльних точок a, b ∈ Xi, a 6= b, справедливi нерiвностi
di(a, b) > ri, i > 1.

Оскiльки простори (X1, d1), (X2, d2), . . . рiвномiрно дискретнi i скiнченного дiаметра, то
iснує послiдовнiсть шкал α = (s2(x), s3(x), s4(x), . . .), для якої справедливi нерiвностi

diam(s2(X2)) < r1, diam(si(Xi)) < si−1(ri−1), i > 3. (2)

На декартовому добутку множин
∞
∏

i=1
Xi визначимо метрику ρα за правилом

ρα((a1, a2, . . .), (b1, b2, . . .)) =

=























d1(a1, b1), якщо a1 6= b1,

s2(d2(a2, b2)), якщо a1 = b1 and a2 6= b2,

. . . . . . . . . . . .

sn(dn(an, bn)), якщо a1 = b1, . . . , an−1 = bn−1, an 6= bn,

. . . . . . . . . . . .

(3)

Означення 1. Метричний простiр

(

∞
∏

i=1
Xi, ρα

)

називатимемо нескiнченно iтерованим

вiнцевим добутком метричних просторiв (X1, d1), (X2, d2), . . . з послiдовнiстю шкал α i по-

значатимемо
∞
wr
i=1

(α)Xi.

Нескiнченно iтерований вiнцевий добуток метричних просторiв (X1, d1), (X2, d2), . . . го-
меоморфний проективнiй границi скiнченно iтерованих вiнцевих добуткiв метричних про-
сторiв X1, X1 wr

s2
X2, (X1 wr

s2
X2)wr

s3
X3, . . . (див. [7]) з природними проекцiями.

Конструкцiя простору
∞
wr
i=1

(α)Xi є єдиною з точнiстю до iзоморфiзму. Це випливає з та-
кого твердження.

Твердження 1. Нехай α1 i α2 — двi послiдовностi шкал такi, що виконуються нерiв-
ностi (2). Тодi метричнi простори

∞
wr
i=1

(α1)Xi i
∞
wr
i=1

(α2)Xi iзоморфнi.

Група iзометрiй простору
∞
wr
i=1

(α1)Xi характеризується в термiнах нескiнченно iтерованих

вiнцевих добуткiв груп. Нагадаємо означення цiєї конструкцiї (див. [8]).
Нехай (G1,X1), (G2,X2), . . . — нескiнченна послiдовнiсть груп перетворень. Група пере-

творень

(

G,
∞
∏

i=1
Xi

)

= ≀∞i=1(Gi,Xi) називається нескiнченно iтерованим вiнцевим добутком

груп (G1,X1), (G2,X2), . . . , якщо для кожного перетворення u ∈ G виконуються такi умови:
1) якщо (x1, . . . , xn, . . .)

u = (y1, . . . , yn, . . .), то для кожного i > 1 значення yi залежить
тiльки вiд значень x1, . . . , xi;

2) для фiксованих x1, . . . , xi−1 вiдображення gi(x1, . . . , xi−1), що визначається рiвнiстю

gi(x1, . . . , xi−1)(xi) = yi, xi ∈ Xi,

є перетворенням на множинi Xi, яке належить Gi.
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Як випливає з означення, кожен елемент u ∈ G можна записати у виглядi таблицi

u = [g1, g2(x1), g3(x1, x2), . . .],

де g1 ∈ G1, gi(x1, . . . , xi−1) ∈ G
X1×...×Xi−1

i , i > 2. Кожен елемент u ∈ G дiє на (m1,m2, . . .) ∈

∈
∞
∏

i=1
Xi за таким правилом:

(m1,m2,m3 . . .)
u = (mg1

1 ,m
g2(m1)
2 ,m

g3(m1,m2)
3 , . . .).

Теорема 1. Група iзометрiй нескiнченно iтерованого вiнцевого добутку метричних
просторiв (X1, d1), (X2, d2), . . . iзоморфна як група перетворень нескiнченно iтерованому
вiнцевому добутку їх груп iзометрiй

Isom(
∞
wr
i=1

Xi) ≃ ≀∞i=1 IsomXi.

3. Нагадаємо означення самоподiбного метричного простору (див. [9]).
Нехай (X, d) — метричний простiр.
Неперервне вiдображення f : X → X називається стискуючим, якщо iснує додатне дiйс-

не число r < 1 таке, що для всiх x, y ∈ X виконується нерiвнiсть

d(f(x), f(y)) 6 rd(x, y). (4)

Якщо в нерiвностi (4) досягається рiвнiсть, то функцiя f називається вiдображенням по-
дiбностi.

Якщо метричний простiр (X, d) повний i заданi стискуючi вiдображення fi : X → X,
1 6 i 6 n, то iснує непорожнiй компактний пiдпростiр K простору X, для якого виконується
рiвнiсть

K = f1(K)
⋃

· · ·
⋃

fn(K). (5)

У цьому випадку K називається самоподiбною множиною вiдносно стискуючих вiдобра-
жень f1, . . . , fn (див. [9]).

Якщо метричний простiр (X, d) компактний i iснують такi стискуючi вiдобра-
ження f1, . . . , fn, що рiвнiсть (5) виконується для всього простору X, тобто X =
= f1(X)

⋃

. . .
⋃

fn(X), то називатимемо такий метричний простiр самоподiбним.
Теорема 2. Нехай (X, dX ) — скiнченний метричний простiр i для довiльного i > 1

виконується рiвнiсть Xi = X. Припустимо, що послiдовнiсть шкал α = (s2(x), s3(x), . . .)
задовольняє умову (2) i iснує таке дiйсне додатне число q < 1, що виконуються нерiвностi

diam si+1(X)

min
x,y∈X,x 6=y

si(dX(x, y))
6 q, i > 1. (6)

Тодi нескiнченно iтерований вiнцевий добуток
∞
wr
i=1

(α)Xi є самоподiбним простором.

Доведення. Оскiльки простiр (X, dX ) є скiнченним, то вiн є компактним, а тому
∞
wr
i=1

(α)Xi компактний як тихонiвський добуток компактних просторiв.
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Припустимо, що X = {x1, . . . , xn}. Для кожного 1 6 j 6 n визначимо вiдображення

fi :
∞
∏

i=1
Xi →

∞
∏

i=1
Xi за таким правилом:

fi(u1, u2, u3, . . .) = (xi, u1, u2, u3, . . .).

Покажемо, що для кожного i вiдображення fi є стискуючим. Нехай u = (u1, u2, . . .), v =

= (v1, v2, . . .) ∈
∞
∏

i=1
Xi. Припустимо, що

ρα(u, v) = sl(d(ul, vl)). (7)

За визначенням метрики ρα маємо

ρα(fi(u), fi(v)) = ρα((xi, u1, u2, . . .), (xi, v1, v2, . . .)) =

=















s2(d(u1, v1)), якщо u1 6= v1,

s3(d(u2, v2)), якщо u1 = v1 i u2 6= v2,

. . . . . . . . . . . .

(8)

З формул (3) i (7) випливає, що u1 = v1, . . . , ul−1 = vl−1, ul 6= vl. А тому з (8) отримаємо

ρα(fi(u), fi(v)) = sl+1(d(ul, vl)). (9)

З нерiвностей (6), (7), (9) випливає такий ланцюг нерiвностей:

ρα(fi(u), fi(v)) 6 diam sl+1(X) < q min
x,y∈X,x 6=y

sl(dX(x, y)) 6 qsl(d(ul, vl)) = qρα(u, v).

Отже, вiдображення fi є стискуючим. Крiм того, має мiсце така рiвнiсть:

∞
∏

i=1

Xi = f1

(

∞
∏

i=1

Xi

)

⋃

· · ·
⋃

fn

(

∞
∏

i=1

Xi

)

.

Таким чином, простiр
∞
wr
i=1

(α)Xi є самоподiбним вiдносно стискуючих вiдображень

f1, . . . fn.
4. Нагадаємо деякi означення (див. [10]). Нехай, як i в п. 3, X = {x1, . . . , xn}. Множину

всiх нескiнченних послiдовностей, елементами яких є елементи множини X, позначимо Xω.
Визначимо метрику за таким правилом: для довiльних γ1 = (u1, u2, . . .), γ2 = (v1, v2, . . .) ∈
∈ Xω

σ(γ1, γ2) =











1

m+ 1
, якщо γ1 6= γ2,

0, якщо γ1 = γ2,

де m — довжина найбiльшого спiльного початку послiдовностей γ1 i γ2.
Означення 2 [10, c. 10]. Точна дiя групи G на просторi Xω називається самоподiбною,

якщо для довiльних g ∈ G i x ∈ X iснують h ∈ G i y ∈ X такi, що рiвнiсть

g(xw) = yh(w) (10)

виконується для довiльної нескiнченної послiдовностi w ∈ Xω.
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Теорема 3. Нехай (X, dX ) — скiнченний метричний простiр i для довiльного i > 1
виконується рiвнiсть Xi = X. Тодi для довiльної послiдовностi шкал α, що задовольняє
умову (2), група iзометрiй нескiнченно iтерованого вiнцевого степеня

∞
wr
i=1

(α)Xi має само-

подiбну дiю.
Доведення. Припустимо, що α = (s2(x), s3(x), . . .). Метричнi простори Xω i

∞
wr
i=1

(α)Xi

визначенi на однiй множинi. Крiм того, з теореми 1 випливає, що кожна iзометрiя простору
∞
wr
i=1

(α)Xi є iзометрiєю простору Xω.

Нехай g ∈ Isom(
∞
wr
i=1

(α)Xi). Виберемо деякi x ∈ X i w = (w1, w2, . . .) — нескiнченну

послiдовнiсть, елементами якої є елементи множини X. З теореми 1 випливає, що

g = [g1, g2(x1), g3(x1, x2), . . .],

де g1 ∈ IsomX, gi(x1, . . . , xi−1) ∈ IsomXX1×...×Xi−1 , i > 2, i елемент g дiє на послiдовнiсть

(x,w1, w2, . . .) ∈
∞
∏

i=1
Xi згiдно з рiвнiстю

g(x,w1, w2, . . .) = (xg1 , w
g2(x)
1 , w

g3(x,w1)
2 , . . .).

Позначимо g1(x) = y, h1 = w
g2(x)
1 , h2 = w

g3(x,w1)
2 , . . . . Оскiльки елемент x є фiксованим,

то y є деяким елементом множини X, а h1 — деяким елементом групи g1. Аналогiчно,

можемо вважати, що hi = w
gi−1(x,w1,...,wi−1)
i = hi(w1, . . . , wi−1) ∈ IsomXX1×...×Xi−1 . Отже,

елемент h можна записати у виглядi таблицi h = [h1, h2(x1), h3(x1, x2), . . .]. Вiн є елементом

групи ≀∞i=1 IsomX, тобто, за теоремою 1, елементом групи Isom(
∞
wr
i=1

(α)Xi). Крiм того, за

визначенням елементiв y i h виконується рiвнiсть

g(xw) = yh(w).

Таким чином, група Isom(
∞
wr
i=1

(α)Xi) має самоподiбну дiю.

Довiльна абстрактна група iзоморфна групi iзометрiй деякого повного, зв’язного, ло-
кально зв’язного метричного простору (див. [11]). Вiдповiдно, довiльна скiнченна група
iзоморфна як абстрактна група групi iзометрiй деякого скiнченного метричного простору.
А тому з теорем 1–3 випливає таке твердження.

Наслiдок 1. Нехай G — деяка скiнченна група. Тодi iснує самоподiбний метричний
простiр X такий, що має мiсце iзоморфiзм ≀∞i=1G ≃ Isom(X), причому група iзометрiй
Isom(X) має на X самоподiбну дiю.
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iм. Тараса Шевченка

Б.В. Олийнык

Самоподобность и сплетения метрических пространств

Рассмотрена конструкция бесконечно итерированного сплетения метрических прост-

ранств. Получены условия, при которых бесконечно итерированное сплетение конечного

метрического пространства на себя есть самоподобное пространство, а также доказано,

что группа изометрий действует на нем самоподобно. Показано, что для любой конечной

группы бесконечно итерированное сплетение этой группы на себя реализуется как полная

группа изометрий самоподобного метрического пространства с самоподобным действием.

B.V. Oliynyk

Self-similarity and wreath products of metric spaces

Infinitely iterated wreath products of metric spaces are considered. For a finite metric space, suffi-

cient conditions under which its infinitely full wreath power is self-similar are presented. It is shown

that the isometry group of such a space acts on it self-similarly. For an arbitrary finite group, it is

found a self-similar metric space such that its full isometry group is the infinitely iterated wreath

power of this group acting on the space self-similarly.
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