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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìíîãèå çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé, ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè è äðóãèå

ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ôîðìå çàäà÷ î ðàâíîâåñèè (çàäà÷ ðàâíîâåñíîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ) [1–9], äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïðåäëîæå-

íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìåòîäîâ [5–25], â ÷àñòíîñòè ìåòîäîâ ãðàäèåíòíîãî

òèïà. Â îñíîâíîì èçó÷àëñÿ ÷àñòíûé, íî íàèáîëåå âàæíûé ñëó÷àé âàðèàöèîí-

íûõ íåðàâåíñòâ. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè íåîïòèìèçàöèîííûõ ïîñòàíîâêàõ äëÿ ñõî-

äèìîñòè ïðîñòåéøèõ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñèëåí-

íûõ óñëîâèé ìîíîòîííîñòè [10]. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîé òðóäíîñòè ñóùåñòâóåò

íåñêîëüêî ïîäõîäîâ. Îäèí èç íèõ ñîñòîèò â ðåãóëÿðèçàöèè èñõîäíîé çàäà÷è

ñ öåëüþ ïðèäàòü åé òðåáóåìîå ñâîéñòâî [11–16]. Ñõîäèìîñòü áåç ìîäèôèêàöèè

çàäà÷è îáåñïå÷èâàåòñÿ â ìåòîäàõ ýêñòðàãðàäèåíòíîãî òèïà. Â ðàáîòå [17]

Ã.Ì. Êîðïåëåâè÷ ïðåäëîæèëà ñõåìó ýêñòðàãðàäèåíòíîãî ìåòîäà äëÿ ðÿäà ÷àñò-

íûõ ñëó÷àåâ çàäà÷è î ðàâíîâåñèè, ñõîäÿùåãîñÿ ëèøü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

ìîíîòîííîñòè è ëèïøèöåâîñòè. Îáîáùåíèþ è èññëåäîâàíèþ ýòîãî ìåòîäà ïî-

ñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé [7, 10, 18–25 è äð.]. Cïîñîá ôîðìè-

ðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáëèæåíèé â ìåòîäå Êîðïåëåâè÷ îñíîâàí íà

ïîâòîðíîì ïðîåêòèðîâàíèè íà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî äâóõ òðàíñëÿöèé òåêó-

ùåãî ïðèáëèæåíèÿ. Åñòåñòâåííî, ÷òî â ñëó÷àå äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ñëîæ-

íîé ñòðóêòóðû óìåíüøåíèå ÷èñëà ïðîåêòèðîâàíèé ñóùåñòâåííî ñíèæàåò âû-

÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà âûïîëíåíèå îäíîé èòåðàöèè.

Öåëü ðàáîòû — ðàçðàáîòêà ýêîíîìè÷íîé â ñìûñëå ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé
íà èòåðàöèîííîì øàãå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà Êîðïåëåâè÷ äëÿ ðåøåíèÿ ìîíîòîí-
íûõ çàäà÷ î ðàâíîâåñèè è îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà. Ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà âû÷èñëåíèå ïðîåêöèè íà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çíà-
÷èòåëüíî ïðåâûøàåò òðóäîåìêîñòü âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèîíàëà.

Ñòðóêòóðà ñòàòüè ñëåäóþùàÿ. Â ïåðâîì ðàçäåëå ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à
î ðàâíîâåñèè è ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå ìàòåìàòè÷åñêèå ôàêòû, âî âòîðîì ðàñ-
ñìîòðåí èçâåñòíûé âàðèàíò ýêñòðàãðàäèåíòíîãî ìåòîäà Êîðïåëåâè÷ äëÿ çàäà÷
î ðàâíîâåñèè, â òðåòüåì îïèñàíà ïðåäëàãàåìàÿ ýêîíîìè÷íàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòî-
äà Êîðïåëåâè÷ ñ îäíèì ìåòðè÷åñêèì ïðîåêòèðîâàíèåì íà äîïóñòèìîå ìíîæåñ-
òâî, ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü êîòîðîé äîêàçàíà â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå.

1. ÎÁÙÀß ÇÀÄÀ×À Î ÐÀÂÍÎÂÅÑÈÈ È ÂÑÏÎÌÎÃÀÒÅËÜÍÛÅ ÔÀÊÒÛ

Ïóñòü H — äåéñòâèòåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-

äåíèåì ( , )� � è ïîðîæäåííîé íîðìîé | | | |� , C H� — íåïóñòîå âûïóêëîå è çà-

ìêíóòîå ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì PC îïåðàòîð ìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà

ìíîæåñòâî C: P xC — åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà C ñî ñâîéñòâîì

| | | | min| | | |P x x z xC
z C

� � �
�

.
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Ïîëåçíû ñëåäóþùèå õàðàêòåðèçàöèè ýëåìåíòà P xC [26, 27]:

y P xC� � y C� , ( , )y x z y� � 	 0 
 �z C, (1)

y P xC� � y C� , | | | | | | | | | | | |y z x z y x� � � � �2 2 2 
 �z C. (2)

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòî-

âà ïðîñòðàíñòâà èñïîëüçóåì èçâåñòíóþ ëåììó Ç. Îïÿëà.

Ëåììà 1 [28]. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )xn ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòîâà ïðî-

ñòðàíñòâà H ñëàáî ñõîäèòñÿ ê x H� . Òîãäà

lim lim
n

n
n

nx x x y
�
 �


� � �| | | | | | | | 
 �y H x\ { }.

Äëÿ ôóíêöèîíàëà f H H: � � � ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàâíîâåñèè â ñëåäóþ-

ùåé ïîñòàíîâêå: íàéòè

x C� : f x y( , ) 	 0 
 �y C. (3)

Ïîñòàíîâêà (3) ñîäåðæèò çàäà÷è ïîèñêà ñåäëîâûõ òî÷åê, ðàâíîâåñèÿ Íýøà â

íåêîîïåðàòèâíûõ èãðàõ, âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà, çàäà÷è ìèíèìèçàöèè è ìî-

íîòîííûå îïåðàòîðíûå âêëþ÷åíèÿ [1–4]. Íàïðèìåð, åñëè f x y Ax y x( , ) ( , )� � , ãäå

A H H: � , òî çàäà÷à (3) ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì âàðèàöèîííûì íåðàâåíñòâîì,

ââåäåííûì Ãâèäî Ñòàìïàêêèÿ â [29]: íàéòè

x C� : ( , )Ax y x� 	 0 
 �y C. (4)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèîíàë f H H: � � � óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) f x x( , ) � 0 
 �y H;

2) f x y f y x( , ) ( , )� � 0 
 �x y H, (ìîíîòîííîñòü);

3) 
 �x H ôóíêöèîíàë f x( , )� âûïóêëûé è äèôôåðåíöèðóåìûé ïî Ãàòî;

4) lim
t

f x t z x y f x y
��

� � �
0

( ( ), ) ( , ) 
 �x y z H, , .

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (4) óñëîâèÿ 1 è 3 âûïîëíåíû,

à óñëîâèÿ 2 è 4 ðàâíîñèëüíû òðåáîâàíèþ ìîíîòîííîñòè è õåìèíåïðåðûâíîñòè

îïåðàòîðà A.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå òèïà èçâåñòíîé ëåììû Ìèí-

òè [30, ñ. 137].

Ëåììà 2. Ïóñòü C — âûïóêëîå è çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ãèëüáåðòîâà ïðî-

ñòðàíñòâà H , ôóíêöèîíàë f H H: � � � óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1–4. Äëÿ òîãî

÷òîáû òî÷êà x C� áûëà ðåøåíèåì çàäà÷è (3), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíå-

íèÿ óñëîâèÿ

( ( , ), )� � 	2 0f y y y x 
 �y C, (5)

ãäå � 2 f a b( , ) — ïðîèçâîäíàÿ Ãàòî ôóíêöèîíàëà f a( , )� â òî÷êå b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x C� — ðåøåíèå çàäà÷è (3). Òîãäà äëÿ t �( , )0 1 è

y C� èìååì

0 2� � � � � � � � �f x x t y x f x x t f x x y x o tx y( , ( )) ( , ) ( ( , ), ) ( ),

ãäå | | ( )| | ( )o t o tx y� � ïðè t � 0. Ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì

( ( , ), )� � 	2 0f x x y x 
 �y C. (6)

Èç óñëîâèé 1 è 3 ñëåäóåò 
 � �� �x x C,

f x x f x x f x x f x x x x( , ) ( , ) ( , ) ( ( , ), )� �� � � �� � � � 	 � � � �� � �2 ,

f x x f x x f x x f x x x( , ) ( , ) ( , ) ( ( , ),�� � � �� � � �� �� 	 � �� �� � � ��2 x ).
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Ñëîæèâ íåðàâåíñòâà è ó÷òÿ óñëîâèå ìîíîòîííîñòè 2, ïîëó÷èì

( ( , ) ( , ), )� �� �� �� � � ��� � 	2 2 0f x x f x x x x ,

ò.å. îïåðàòîð Ax f x y x y�� �2 ( , ) ìîíîòîííûé. Òîãäà èç (6) ñëåäóåò

( ( , ), ) ( ( , ), )� � 	 � � 	2 2 0f y y y x f x x y x 
 �y C.

Ïóñòü òî÷êà x C� óäîâëåòâîðÿåò (5). Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî y C� èìååì

� � � 	 � � 	f y x f y y f y x f y y y x( , ) ( , ) ( , ) ( ( , ), )2 0 .

Äëÿ t �( , )0 1 ïîëîæèì y t y t x Ct � � � �( )1 . Ó÷èòûâàÿ 1 è 3, ïîëó÷àåì

0 1� � � � �f y y tf y y f t f y x tf y yt t t t t( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ).

Ñëåäîâàòåëüíî, 0 � f y yt( , ). Óñòðåìèâ t ê íóëþ è ïðèíÿâ âî âíèìàíèå óñëî-

âèå 4, ïîëó÷èì

f x y( , ) 	 0 
 �y C,

ò.å. x C� — ðåøåíèå çàäà÷è (3).

Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ëåììû 2 äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ

óñëîâèé 1–4 íà ìíîæåñòâå C.

Îáîçíà÷èì S ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (3). Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî S —

âûïóêëîå è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî S

íåïóñòî.

2. ÝÊÑÒÐÀÃÐÀÄÈÅÍÒÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÊÎÐÏÅËÅÂÈ×

Íàïîìíèì îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ýêñòðàãðàäèåíòíûì ìåòîäîì

Êîðïåëåâè÷.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì 1–4 ôóíêöèîíàë f H H: � � �

îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

5) � 	L 0 : | | ( , ) ( , )| | | | | |� �� � �2 2f x x f y y L x y 
 �x y H, .

Çàìå÷àíèå 3. Äëÿ âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (4) óñëîâèå 5 ðàâíîñèëüíî

ëèïøèöåâîñòè ñ êîíñòàíòîé L îïåðàòîðà A.

Äëÿ çàäà÷è (3) ñõåìà ýêñòðàãðàäèåíòíîãî ìåòîäà Êîðïåëåâè÷ èìååò

ñëåäóþùèé âèä.

Àëãîðèòì 1
1. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x C1 � , n:�1, � � 0.

2. Âû÷èñëÿåì y P x f x xn C n n n� � �( ( , ))� 2 .

3. Âû÷èñëÿåì x P x f y yn C n n n� � � �1 2( ( , ))� .

4. Ïîëàãàåì n n:� �1, ïåðåõîäèì íà øàã 2.

Åñëè â àëãîðèòìå 1 ���

�
�

�

�
�0

1
,

L
, òî ïîðîæäåííûå èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xn

è ( )yn ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (3) [10, 17].

Çàìå÷àíèå 4. Åñëè y xn n� , òî x Sn � è àëãîðèòì 1 çàêîí÷èò ðàáîòó. Äåéñòâè-

òåëüíî, ðàâåíñòâî x P x f x xn C n n n� � �( ( , ))� 2 ðàâíîñèëüíî âàðèàöèîííîìó íå-

ðàâåíñòâó

0 2 2� � � � � � � �( ( , ), ) ( ( , ), )x x f x x y x f x x y xn n n n n n n n� � 
 �y C,

îòêóäà

f x y f x y f x x f x x y xn n n n n n n( , ) ( , ) ( , ) ( ( , ), )� � 	 � � 	2 0 
 �y C.
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Çàìå÷àíèå 5. Äëÿ âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (4) àëãîðèòì èìååò âèä

y P x Ax

x P x Ay

n C n n

n C n n

� �

� �

�
�
� �

( ),

( ).

�

�1

Îñíîâíîé íåäîñòàòîê àëãîðèòìà 1 — íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëåíèÿ äâóõ ìåò-

ðè÷åñêèõ ïðîåêöèé íà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî C äëÿ ïåðåõîäà ê ñëåäóþùåé

èòåðàöèè. Òîëüêî ïðè äîñòàòî÷íî «ïðîñòîì» ìíîæåñòâå C òàêîå ïðîåêòèðîâà-

íèå êîíñòðóêòèâíî îñóùåñòâèìî. Â îáùåì ñëó÷àå âîçíèêàåò âîïðîñ îá ýôôåê-

òèâíîñòè ìåòîäà Êîðïåëåâè÷.

3. ÝÊÎÍÎÌÈ×ÍÀß ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈß ÝÊÑÒÐÀÃÐÀÄÈÅÍÒÍÎÃÎ ÌÅÒÎÄÀ ÊÎÐÏÅËÅÂÈ×

Îòêàæåìñÿ îò óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâó C ïîðîæäàåìûõ òî÷åê xn .

Òîãäà äëÿ ïîëó÷åíèÿ xn�1 âìåñòî ïðîåêòèðîâàíèÿ x f y yn n n� �� 2 ( , ) íà ìíî-

æåñòâî C åñòåñòâåííî ïðåäëîæèòü ïðîåêòèðîâàòü òî÷êó x f y yn n n� �� 2 ( , ) íà

êàñàòåëüíîå äëÿ C â yn ïîëóïðîñòðàíñòâî, îïðåäåëÿåìîå íîðìàëüþ

x f x x yn n n n� � �� 2 ( , ) . Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.

Àëãîðèòì 2
1. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x H1 � , n:�1.

2. Âû÷èñëÿåì y P x f x xn C n n n n� � �( ( , ))� 2 .

3. Âû÷èñëÿåì x P x f y yn T n n n nn� � � �1 2( ( , ))� , ãäå

T z H x f x x y z yn n n n n n n� � � � � � �{ : ( ( , ) , ) }� 2 0 .

4. Ïîëàãàåì n n:� �1, ïåðåõîäèì íà øàã 2.

Çäåñü � n — ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

Çàìå÷àíèå 6. Âû÷èñëåíèÿ íà øàãå 3 èìåþò ÿâíûé õàðàêòåð, à èìåííî:

x x f y y
x f x x y

x f
n n n n n

n n n n n

n n

� � � � �
� � �

� �
1 2

2

2

�
�

�

( , )
( , )

| | (x x yn n n, ) | |�
�

2

�
� � �

� � � � �

0 2

2

, ( , ) ,

( ( , ) ,

x f y y T

x x x y y x

n n n n n

n n n n n n n n

�

� �f � � � �

�
�
� 2 2f y y x f y y Tn n n n n n n( , )), ( , ) .�

Çàìå÷àíèå 7. Â ñèòóàöèè, êîãäà ïðîåêòèðîâàíèå íà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî C

íåñëîæíî ðåàëèçîâàòü ïî ñðàâíåíèþ ñ âû÷èñëåíèåì çíà÷åíèÿ � � �2 f ( , ), íà ïåð-

âûé ïëàí âûõîäèò ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ â äâóõ ðàçíûõ òî÷êàõ.

Â ðàáîòå [19] äëÿ âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (4) ïðåäëîæåíà ñõîäÿùàÿñÿ ê íîð-

ìàëüíîìó ðåøåíèþ ìîäèôèêàöèÿ ýêñòðàãðàäèåíòíîãî ìåòîäà Êîðïåëåâè÷ ñ âû-

÷èñëåíèåì çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A â îäíîé òî÷êå

x y C

x P x Ay x

y P x Ay

n C n n n n

n C n n

1 1

1

1

, ,

( ( )),

( (

�

� � �

� � �
�

�

� �

� � n nx� �

�

�
�

�
�

1 1 )),

ãäå 0
1

1 2
� �

�
�

L( )
, � n � 0, lim lim

n
n

n

n n

n
�
 �


��
�

��
� �

�

1

2
0 .

Ïåðåéäåì ê îáîñíîâàíèþ ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà 2. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå

y xn n� , êàê è äëÿ àëãîðèòìà 1, èìååì x Sn � .
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4. ÒÅÎÐÅÌÀ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ

Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà 2 íà÷íåì ñ óñòàíîâëåíèÿ äëÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ( )xn ôåéåðîâñêîãî ñâîéñòâà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà S [31–33].

Ëåììà 3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xn è ( )yn ïîðîæäåíû àëãîðèòìîì 2,

p S� . Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

| | | | | | | | ( ) | | | |x p x p L x yn n n n n� � � � � � �1
2 2 2 2 21 � 
 �n �. (7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

| | | | | | ( ( , )) | |x p P x f y y pn T n n n nn� � � � � � �1
2

2
2

�

� � � � � � �| | ( ( , )) ( ( , ))P x f y y x f y yT n n n n n n n nn
� �2 2

� � � � � � � � �( ( , )) | | | | ( ( , )) | |x f y y p x f y y pn n n n n n n n� �2
2

2
2

� � � � � � �| | ( ( , )) ( ( , ))| |P x f y y x f y yT n n n n n n n nn
� �2 2

2

� � � � � � � �2 2 2 2( ( ( , )) ( ( , )), (P x f y y x f y y xT n n n n n n n n n nn
� � � f y y pn n( , )) )� .

Ïîñêîëüêó

2 2 2
2| | ( ( , )) ( ( , ))| |P x f y y x f y yT n n n n n n n nn

� � � � � �� �

� � � � � � � �2 2 2 2( ( ( , )) ( ( , )), (P x f y y x f y y xT n n n n n n n n n nn
� � � f y y pn n( , )) )� �

� � � �2 2(( ( , ))x f y yn n n n�

� � � � � � �P x f y y p P x f y yT n n n n T n n n nn n
( ( , )), ( ( , )))� �2 2 0,

äëÿ âñåõ n�� èìååì

| | | | | | ( ( , )) | |x p x f y y pn n n n n� � � � � � �1
2

2
2

�

� � � � � � �| | ( ( , )) ( ( , ))| |P x f y y x f y yT n n n n n n n nn
� �2 2

2

� � � � � � � ��| | ( ( , )) | | | | ( ( , ))x f y y p x x f y yn n n n n n n n n� �2
2

1 2 | |2 �

� � � � � � �� �| | | | | | | | ( , ( , ))x p x x p x f y yn n n n n n n
2

1
2

1 22� . (8)

Èç ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà Ax f x y
x y

��
�2 ( , ) , âêëþ÷åíèÿ p S� è ëåììû 2

ñëåäóåò

0 2 2� � �� � �( ( , ) ( , ), )f y y f p p y pn n n

� � � � � � �

	

( ( , ), ) ( ( , ), )2 2

0

f y y y p f p p y pn n n n
� ���� ����

� � � � � � � ��( ( , ), ) ( ( , ), ) ( ( ,2 2 1 2f y y y p f y y y x f y yn n n n n n n n n ), )x pn� �1 ,

èëè

( ( , ), ) ( ( , ), )� � � � �� �2 1 2 1f y y p x f y y y xn n n n n n n . (9)

Îöåíèâ ñ ïîìîùüþ (9) ïðàâóþ ÷àñòü (8), ïîëó÷èì

| | | | | | | | | | | | ( ( , ),x p x p x x f y yn n n n n n n� �� � � � � � �1
2 2

1
2

22� y xn n� �1 ).
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Äàëåå, èìååì

| | | | | | | | | | ( ) ( )| |x p x p x y y xn n n n n n� �� � � � � � � �1
2 2

1
2

� � � ��2 2 1� n n n n nf y y y x( ( , ), )

� � � � � � � � ��| | | | | | | | | | | | ( ( ,x p x y y x x f y yn n n n n n n n
2 2

1
2

22 � n n n ny x y) , )� ��1 .

Ïîñêîëüêó x Tn n� �1 , ïîëó÷èì

( ( , ) , ) ( ( , ) ,x f y y y x y x f x x y xn n n n n n n n n n n n� � � � � � � ��� �2 1 2 n ny� � �

�

1

0

)
� �������� ��������

� � �� � ��� n n n n n n nf x x f y y x y( ( , ) ( , ), )2 2 1

� � �� ��� n n n n n n nf x x f y y x y( ( , ) ( , ), )2 2 1 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

| | | | | | | | | | | | | | | |x p x p x y y xn n n n n n� �� � � � � � � �1
2 2 2

1
2

� � �� ��2 2 2 1� n n n n n n nf x x f y y x y( ( , ) ( , ), ).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ëèïøèöåâîñòü Ax f x y
x y

��
�2 ( , ) , ïîëó÷àåì

| | | | | | | | | | | | | | | |x p x p x y y x Ln n n n n n n� �� � � � � � � �1
2 2 2

1
2 2� | | || || | |x y x yn n n n� ��1 .

Îòñþäà ñëåäóåò

| | | | | | | | ( )| | | | (| |x p x p L x y y xn n n n n n n� � � � � � � � �1
2 2 2 2 21 � � � � �1

2| | | | | | )� n n nL x y

� � � � �| | | | ( )| | | |x p L x yn n n n
2 2 2 21 � ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.  
Côîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü C — âûïóêëîå è çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ãèëüáåðòîâà

ïðîñòðàíñòâà H , ôóíêöèîíàë f H H: � � � óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1–5, S !" è

� �
�

n
L

�
�

( , )0
1

1
, ãäå �0 0� , �1 0� . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xn è ( )yn , ïîðîæ-

äåííûå àëãîðèòìîì 2, ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå z S� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì òî÷êó p S� è ïîëîæèì d L dn n� � �1 12 2
� [ , ),

ãäå d �( , )0 1 . Èç íåðàâåíñòâà (7) ñëåäóåò d x y x pn n n n| | | | | | | |� � �2 2 .

Ïîñêîëüêó

| | | | | | | | | | | |x p x p d x yn n n n n� � � � �� � � �
2

1
2

1 1 1
2 ,

ïîëó÷àåì

d x y d x y x pn n n n n n n| | | | | | | | | | | |� � � � �� � � �
2

1 1 1
2

1
2 .

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ n�� èìååì

d x y x pk k k

k

n

| | | | | | | |� � �
�
# 2

1

1
2 .
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Òàêèì îáðàçîì,

| | | |
| | | |

x y
x p

d
n n

n

� �
�

�




# 2

1

1
2

,

lim
n

n nx y
�


� �| | | | 0. (10)

Èç ëåììû 2 è (10) ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ( )xn è ( )yn .

Ðàññìîòðèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )xnk
, ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå

z C� . Òîãäà

y znk
� ñëàáî.

Ïîêàæåì, ÷òî z S� . Äëÿ âñåõ x C� ñ ó÷åòîì (1) èìååì

0 2� � � � � � � � �( ( , ), ) ( , )y x f x x x y y x x yn n n n n n n n nk k k k k k k k k
�

� � � � � �� �n n n n n n n n nk k k k k k k k k
f x x x y f x x x x( ( , ), ) ( ( , ), )2 2 �

� � � � � �

� �


( , ) ( ( , ), )

,

y x x y f x x x y
n n n n n n n n

k k k k k k k k

k

� 2

0

� ����������� �����������

� � �� n nk k
f x x x x( ( , ), )2 .

Ñîâåðøèâ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, ïîëó÷èì

( ( , ), )� � 	2 0f x x x z 
 �x C.

Ñëåäîâàòåëüíî, z S� .

Ïîêàæåì, ÷òî x zn � ñëàáî (òîãäà èç | | | |x yn n� � 0 âûòåêàåò y zn � ñëàáî).

Ðàññóæäàåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ( )xmk
òàêàÿ, ÷òî x zmk

� � ñëàáî è z z! �. Èç ìîíîòîííîñòè ÷èñëîâîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè (| | | | )x pn � ( p S� ) è ëåììû 1 ñëåäóåò

lim lim lim li
n

n
k

n
k

nx z x z x z
k k�
 �
 �


� � � � � � �| | | | | | | | | | | | m
n

nx z
�


� � �| | | |

� � � � � � �
�
 �
 �

lim lim lim

k
m

k
m

n
nx z x z x z

k k
| | | | | | | | | | | | ,

÷òî àáñóðäíî. Òàêèì îáðàçîì, z z� �.  
Ñëàáûé ïðåäåë z S� ïîðîæäåííîé àëãîðèòìîì 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xn

îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

P x zS n � ñèëüíî. (11)

Äåéñòâèòåëüíî, èìååì ( , )P x x z P xS n n S n� � 	 0. Åñëè äîêàçàòü, ÷òî

P x zS n � ñèëüíî, òî ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïîëó÷èì ( , )z z z z� � 	 0 �
� �z z, ò.å. âåðíî (11). Äîêàæåì ñèëüíóþ ñõîäèìîñòü ( )P xS n . Èìååì

| | | | | | | | | | | |x P x x P x x P xn S n n S n n S n� � �� � � � �1 1 1 ,

ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò lim
n

n S nx P x
�


� �| | | | �. Ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî (2) è

ëåììó 3, ïîëó÷èì

| | | | | | | | | | | |P x P x x P x P x xS m S n m S n S m m� � � � � �2 2 2

� � � � � � � ��| | | | | | | | | | | | | |x P x P x x x P x P xm S n S m m n S n S m1
2 2 2

� � xm | | 2 , m n� .

Îòñþäà ñëåäóåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )P xS n .
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Çàìå÷àíèå 8. Èñïîëüçóÿ ïîäõîäû ðàáîò [34, 35], àëãîðèòì 2 ìîæíî ðåãóëÿ-

ðèçîâàòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñèëüíî ñõîäÿùèõñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (3) ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîöåäóðà èìååò âèä

x H

y P x f x x

y x P x

n C n n n n

n n n T nn

1

2

1 1 1

�

� � �

� � ��

,

( ( , )),

( ) (

�

� � � �

�

�
�

�
� � n n nf y y2 ( , )),

(12)

ãäå 0 1� � � �a L bn� , � n �( , )0 1 , lim
n

n
�


�� 0, � n

n�




# � �

1

. (Â îäíîé èç áëèæàé-

øèõ ðàáîò ïëàíèðóåòñÿ ïðåäñòàâèòü äîêàçàòåëüñòâî ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ïðî-

öåäóðû (12) ê òî÷êå z P xS� 1.)

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îáùåé çàäà÷è

î ðàâíîâåñèè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðåäëîæåíà ýêîíîìè÷íàÿ ìîäèôè-

êàöèÿ ìåòîäà Êîðïåëåâè÷ ñ îäíèì ìåòðè÷åñêèì ïðîåêòèðîâàíèåì íà èòåðàöè-

îííîì øàãå. Äîêàçàíà òåîðåìà î ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïîðîæäåííûõ ìîäèôèöè-

ðîâàííûì ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Îòìåòèì, ÷òî î÷åâèäíûì íåäîñòàòêîì ïðåäëîæåííîé ïðîöåäóðû ÿâëÿåòñÿ

ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî êîíñòàíòà L èç óñëîâèÿ 5 èçâåñòíà. Èñêëþ÷èòü ÿâíîå

èñïîëüçîâàíèå ýòîé èíôîðìàöèè ìîæíî, íàïðèìåð, óìåíüøåíèåì øàãà ïî

ïðàâèëó Àðìèõî [24].
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