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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðîáëåì â äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, è íà-

õîæäåíèå èõ ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ. Ê ñîæàëå-

íèþ, áîëüøèíñòâî ýòèõ ïðîáëåì âû÷èñëèòåëüíî òðóäíîðåøàåìû, è èñïîëüçó-

þòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû (ýâðèñòèêè, ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû, ðàíäîìèçà-

öèÿ) äëÿ ïîëó÷åíèÿ õîðîøèõ (íå îáÿçàòåëüíî îïòèìàëüíûõ) ðåøåíèé. Îäíàêî

íåò íèêàêîé ãàðàíòèè â êà÷åñòâå ïîëó÷åííûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé èëè

â ýôôåêòèâíîñòè ïðèìåíÿåìîãî àëãîðèòìà. Îäèí èç ïîäõîäîâ, ïðåäëîæåííûõ

â íàñòîÿùåå âðåìÿ, — íå ðàññìàòðèâàòü êîíêðåòíûå ýêçåìïëÿðû ïðîáëåì êàê

èçîëèðîâàííûå çàäàíèÿ, à èñïîëüçîâàòü íàêîïëåííûé âû÷èñëèòåëüíûé îïûò

íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ äðóãèõ ýêçåìïëÿðîâ, îòëè÷íûõ îò èñõîäíûõ. Ïðåäëàãàåò-

ñÿ íå íà÷èíàòü ñ íóëÿ, îïåðèðóÿ ïðîáëåìîé, à ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ïðåä-

âàðèòåëüíûå çíàíèÿ î ïîäîáíûõ ýêçåìïëÿðàõ ïðîáëåì, åñëè îíè äîñòóïíû.

Êàçàëîñü áû, ÷òî òàêèõ ïðåäâàðèòåëüíûõ çíàíèé íå äîëæíî áûòü, ïîñêîëüêó

íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ ïðîáëåì ðàññìàòðèâàþòñÿ èçîëèðîâàííî. Îäíàêî â äåé-

ñòâèòåëüíîñòè ïîäîáíûå çíàíèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ äîñòóïíûìè, åñëè ýêçåìïëÿ-

ðû ïðîáëåì ïîÿâëÿþòñÿ êàê íåêîòîðûå ëîêàëüíûå ìîäèôèêàöèè ïðåäûäóùèõ

ýêçåìïëÿðîâ. Òîãäà âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè, èñõîäÿ èç îïòèìàëüíîãî

ðåøåíèÿ ýêçåìïëÿðà ïðîáëåìû (èëè áëèçêîãî ê íåìó), èñïîëüçîâàòü ýòó èí-

ôîðìàöèþ äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî (èëè áëèçêîãî ê íåìó) ðåøåíèÿ ýê-

çåìïëÿðà ïðîáëåìû, ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå íåçíà÷èòåëüíûõ ëîêàëüíûõ ìî-

äèôèêàöèé ïåðâîíà÷àëüíîãî ýêçåìïëÿðà. Äàííûé ïîäõîä, íàçâàííûé ðåîïòè-

ìèçàöèåé [1–7], ïîçâîëÿåò â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èòü ëó÷øåå êà÷åñòâî

ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ (êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå çíà÷åíèÿ ïðè-

áëèæåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó) â ëîêàëüíî ìîäèôèöèðîâàííûõ ýêçåìïëÿðàõ,

÷åì â ïåðâîíà÷àëüíûõ. Íàïðèìåð, ïðè âñòàâêå (óäàëåíèè) ýëåìåíòà â ìíî-

æåñòâî çàäà÷à î ïîêðûòèè ìíîæåñòâàìè ðåîïòèìèçèðîâàíà ñ îòíîøåíèåì
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, ãäå m — ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà [8]. Æàäíûé àëãîðèòì

äàåò êà÷åñòâî ïðèáëèæåíèÿ ln m�1. Ïðè ëþáîì m
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m , ò.å. ëó÷øåå êà÷åñòâî ïðèáëèæåíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äàííàÿ ïðîáëåìà îòíîñèòñÿ ê çàäà÷å î ìàêñèìàëüíîì

k-ïîêðûòèè. Ñ÷èòàþò, ÷òî äëÿ ïðîáëåìû Ï óñòàíîâëåíà âåðõíÿÿ îöåíêà îòíîøå-

íèÿ àïïðîêñèìàöèè C, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé C-ïðèáëèæåííûé àëãî-

ðèòì ðåøåíèÿ Ï , è óñòàíîâëåíà íèæíÿÿ îöåíêà îòíîøåíèÿ àïïðîêñèìàöèè c,

åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî �
 0 íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî ïðèáëèæåííîãî

àëãîðèòìà äëÿ Ï , íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ îòíîøåíèå àïïðîêñèìàöèè c� 
� 0.

Åñëè C c� , òî äëÿ ïðîáëåìû Ï óñòàíîâëåí ïîðîã îòíîøåíèÿ àïïðîêñèìàöèè.

Äëÿ íåêîòîðûõ ïðîáëåì óäàëîñü óñòàíîâèòü ïîðîã îòíîøåíèÿ àïïðîêñèìà-

öèè, íàïðèìåð äëÿ çàäà÷è î ïîêðûòèè ìíîæåñòâàìè óñòàíîâëåí ïîðîã ln n [12].

Íåäîñòàòî÷íî èññëåäîâàííîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà óñòàíîâëåíèÿ ïîðîãîâ îò-

íîøåíèÿ àïïðîêñèìàöèè äëÿ ðåîïòèìèçàöèîííûõ âåðñèé NP-òðóäíûõ çàäà÷.

Â äàííîé ðàáîòå ýòà ïðîáëåìà èçó÷àåòñÿ äëÿ ðåîïòèìèçàöèè çàäà÷è î ìàêñèìàëü-

íîì k-ïîêðûòèè. Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî �
 0 ïðè âñòàâêå (óäàëåíèè) ýëåìåíòà â ìíîæåñòâî, çàäà-

÷à î ìàêñèìàëüíîì k-ïîêðûòèè íå ìîæåò áûòü ðåîïòèìèçèðîâàíà ñ îòíîøåíèåì
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. Íèæå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ðåîïòèìè-

çàöèè, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ îòíîøåíèå àïïðîêñèìàöèè 1
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. Òàêèì îáðàçîì,

äëÿ ðåîïòèìèçàöèè çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì k-ïîêðûòèè ïðè âñòàâêå (óäàëåíèè)

ýëåìåíòà â ìíîæåñòâî ïîëó÷åí ïîðîã îòíîøåíèÿ àïïðîêñèìàöèè, ðàâíûé1
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.

ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß Î ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÕ ÀËÃÎÐÈÒÌÀÕ È

ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÎÍÍÛÕ ÊËÀÑÑÀÕ ÇÀÄÀ× ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ [7].

Îïðåäåëåíèå 1 [7]. NP-îïòèìèçàöèîííàÿ ïðîáëåìà (NPO-ïðîáëåìà) Ï

îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷åòâåðêà ( , , , )E mSol opt òàêàÿ, ÷òî:

— E ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ýêçåìïëÿðîâ Ï , ðàñïîçíàâàåìûì çà ïîëèíîìèàëü-

íîå âðåìÿ;

— äëÿ äàííîãî I E� Sol( )I — ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé I ; äëÿ êàæ-

äîãî S I�Sol( ) | |S (ðàçìåð S) ïîëèíîìèàëåí ïî | |I (ðàçìåð I ); äëÿ ëþáîãî äàííîãî

I çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ìîæíî îïðåäåëèòü S I�Sol( );

— äëÿ äàííûõ I E� è S I�Sol( ) m I S( , ) îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå (÷èñëîâîå) S;

m ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìà è îáû÷íî íàçûâàåòñÿ öåëåâîé ôóíêöèåé;

— opt { }� min, max — òèï îïòèìèçàöèîííîé ïðîáëåìû.

Äëÿ äàííîé NPO-ïðîáëåìû Ï E m� { Sol opt}, , , îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýêçåì-

ïëÿðà I ñ Ï áóäåì îáîçíà÷àòü S I
*
( ) , à åãî âåëè÷èíó m I S I( , ( ))

*
— êàê opt ( )I .

Îïðåäåëåíèå 2 [7]. Äëÿ äàííîé NPO-ïðîáëåìû Ï E m� ( , , , )Sol opt ïðèáëè-

æåííûé (àïïðîêñèìàöèîííûé) àëãîðèòì A — ýòî àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ äàííî-

ãî ýêçåìïëÿðà I ñ Ï âûäàåò äîïóñòèìîå ðåøåíèå S I�Sol( ).

Åñëè A âûïîëíÿåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïî | |I , òî A íàçûâàåòñÿ ïîëè-

íîìèàëüíûì ïðèáëèæåííûì àëãîðèòìîì äëÿ Ï .

Êà÷åñòâî ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà îáû÷íî îöåíèâàåòñÿ êàê îòíîøåíèå

� A I( ) (àïïðîêñèìàöèîííîå îòíîøåíèå) ìåæäó çíà÷åíèåì ïðèáëèæåííîãî ðåøå-

íèÿ m I A I( , ( )) è çíà÷åíèåì îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ opt( )I . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

ìèíèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì àïïðîêñèìàöèîííîå îòíîøåíèå íàõîäèòñÿ â ïðåäåëå

[ , )1 � , äëÿ ìàêñèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì — â ïðåäåëå [ , ]0 1 .

Îòíîñèòåëüíî êà÷åñòâà ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ NPO-ïðîáëåìû êëàññè-

ôèöèðóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 3 [7]. NPO-ïðîáëåìà Ï ïðèíàäëåæèò êëàññó APX, åñëè ñó-

ùåñòâóþò ïîëèíîìèàëüíî ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì A è ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî r òà-

êèå, ÷òî äëÿ äàííîãî I ñ Ï èìååì � A I r( ) � (äëÿ ìàêñèìèçàöèîííûõ � A I r( ) � ),

åñëè Ï — ìèíèìèçàöèîííàÿ (ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìèçàöèîííàÿ) ïðîáëåìà.

Â ýòîì ñëó÷àå A íàçûâàåòñÿ r-ïðèáëèæåííûì (àïïðîêñèìàöèîííûì) àëãîðèòìîì

(à ïðîáëåìà Ï r-àïïðîêñèìèðóåìà àëãîðèòìîì A).

Ïðèìåðàìè êîìáèíàòîðíûõ îïòèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì, ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó

APX ÿâëÿþòñÿ ðåîïòèìèçàöèè Max Weighted Sat, Min Vertex Cover, Min TSP. Äëÿ îòäåëü-

íûõ ïðîáëåì èç êëàññà APX ìîæíî ââåñòè áîëåå ñèëüíóþ ôîðìó àïïðîêñèìàöèîííîñòè.

Â òàêèõ ïðîáëåìàõ äëÿ ëþáîãî äàííîãî ðàöèîíàëüíîãî r 
1 (èëè r �( , )0 1 äëÿ

ìàêñèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì) ñóùåñòâóþò àëãîðèòì Ar è ïîäõîäÿùèé ïîëèíîì p

òàêèå, ÷òî A rr � -àïïðîêñèìàöèîííûé (ïðèáëèæåííûé) àëãîðèòì ñî âðåìåíåì,

èçìåðÿåìûì êàê p ïî | |I . Ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ Ar (ïàðàìåòðèçîâàííîå ñ ïî-

ìîùüþ r) íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé ïðèáëèæåííîé ñõåìîé (PTAS —

Polynomial Time Approximation Scheme).

Îïðåäåëåíèå 4 [7]. NPO-ïðîáëåìà Ï ïðèíàäëåæèò êëàññó PTAS, åñëè äëÿ ëþ-

áîãî äàííîãî ðàöèîíàëüíîãî r 
1(r �( , )0 1 ) è ëþáîãî ýêçåìïëÿðà I ñ Ï ñóùåñòâóåò ïîëè-

íîìèàëüíàÿ ïðèáëèæåííàÿ ñõåìà Ar òàêàÿ, ÷òî �
A

r

I r( ) � (ñîîòâåòñòâåííî �
A

r

I r( ) � ),

åñëè Ï — ìèíèìèçàöèîííàÿ (ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìèçàöèîííàÿ) ïðîáëåìà.
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Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè PTAS âðåìÿ àëãîðèòìà Ar ïîëèíîìèàëüíî îòíî-

ñèòåëüíî ðàçìåðà âõîäà, îäíàêî îíî ìîæåò áûòü ýêñïîíåíöèàëüíî îòíîñèòåëüíî

r �1 . Ëó÷øàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, êîãäà âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïîëèíîìèàëüíî êàê

ïî ðàçìåðó âõîäà, òàê è îòíîñèòåëüíî r �1 (1� r äëÿ ìàêñèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì).

Â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ ïîëèíîìèàëüíîé ïðèáëèæåííîé

ñõåìîé (FPTAS — Fully Polynomial Time Approximation Scheme).

Îïðåäåëåíèå 5 [7]. NPO-ïðîáëåìà ïðèíàäëåæèò êëàññó FPTAS, åñëè îíà äî-

ïóñêàåò ïîëíîñòüþ ïîëèíîìèàëüíóþ ïðèáëèæåííóþ ñõåìó.

Åñëè P NP� , òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå FPTAS PTAS APX NPO� � � .

ÆÀÄÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÄËß ÇÀÄÀ×È Î ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÌ k-ÏÎÊÐÛÒÈÈ

Ïóñòü S m� { }1 2, , ,� — ìíîæåñòâî òî÷åê, F F F Fn� { }1 2, , ,� — ñåìåéñòâî ïîä-

ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà S . Ìàêñèìàëüíîå k-ïîêðûòèå ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìîé âûáîðà k

ïîäìíîæåñòâ èç F òàêèõ, ÷òî èõ îáúåäèíåíèå ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òî-

÷åê (èìååò ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü). Ýòà ïðîáëåìà ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé [12].

Ñ÷èòàþò, ÷òî ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì êîíñòðóêòèâíî ïðèáëèæàåò (àï-

ïðîêñèìèðóåò) ìàêñèìàëüíîå k-ïîêðûòèå ñ îòíîøåíèåì �� 1 , åñëè äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî âõîäà ÷èñëî òî÷åê, ïîêðûâàåìûõ k-ìíîæåñòâàìè è âûáðàííûõ àëãîðèò-

ìîì, åñòü íå ìåíåå ÷åì � — ÷àñòü ÷èñëà òî÷åê, ïîêðûâàåìûõ îïòèìàëüíûì ðåøå-

íèåì. Ïîä æàäíûì àëãîðèòìîì äëÿ çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì k-ïîêðûòèè

ïîíèìàþò èòåðàòèâíûé ïðîöåññ âûáîðà ìíîæåñòâ, êîòîðûå ïîêðûâàþò

íàèáîëüøåå ÷èñëî åùå íå ïîêðûòûõ òî÷åê. Èìååò ìåñòî òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 [12]. Æàäíûé àëãîðèòì êîíñòðóêòèâíî àïïðîêñèìèðóåò ìàêñè-

ìàëüíîå k-ïîêðûòèå ñ îòíîøåíèåì, íå ìåíüøèì 1
1

0 632� �

e
, .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S S� � — ÷èñëî òî÷åê, ïîêðûòûõ îïòèìàëüíûì ðåøå-

íèåì; n S� � �| | ; ni — ÷èñëî íîâûõ òî÷åê, ïîêðûòûõ i-ì ìíîæåñòâîì, âûáðàííûì

æàäíûì àëãîðèòìîì. Ïîñêîëüêó S � äîëæíî áûòü ïîêðûòûì k ìíîæåñòâàìè, òî
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Â [10, 11] ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà �� 1 òàêàÿ, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ ìàêñè-

ìàëüíîãî k-ïîêðûòèÿ ñ îòíîøåíèåì ëó÷øèì (áîëüøèì), ÷åì �, ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíûì.

ÐÅÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÕ k-ÏÎÊÐÛÒÈÉ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ

ÏÐÈ ÂÊËÞ×ÅÍÈÈ È ÈÑÊËÞ×ÅÍÈÈ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ

Ïóñòü S m� { }1 2, , ,� — ìíîæåñòâî òî÷åê, I F F Fn� { }1 2, , ,� — ñåìåéñòâî

ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà S (I — ýêçåìïëÿð çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì k-ïîêðû-

òèè), óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

Óñëîâèå 1. Êàæäûé ýëåìåíò j j m( )1� � ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû â äâóõ ïîäìíî-

æåñòâàõ F i ni ( , , )�1 � .

Óñëîâèå 2. Êàæäîå F i ni ( , , )�1 � ñîäåðæàò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S .

Óñëîâèå 3. Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå íà ýêçåìïëÿðå I èìååò âèä F
*
�

� { }F F Fi i i
k1 2

, , ,� , ò.å. k ïîäìíîæåñòâ èç I òàêèõ, ÷òî èõ îáúåäèíåíèå ñîäåðæèò

ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òî÷åê (èìååò ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïðîáëåìû ðåîïòèìèçàöèé ìàêñèìàëüíûõ k-ïîêðûòèé.

Ïðîáëåìà 1. Ðåîïòèìèçàöèÿ ìàêñèìàëüíîãî ( , , )j i k� -ïîêðûòèÿ.

Ââîä. F F F Fi i i
k

*
, , ,� { }

1 2
� — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå íà ýêçåìïëÿðå I , j —

ôèêñèðîâàíî ( )1� �j m , i — ôèêñèðîâàíî ( )1� �i n , ýêçåìïëÿð I F Fi� �

�

{ 1 1, , ,�

�

�

F F Fi i n, , ,1 � }, ãäå � � � �F F j j Fi i i{ }( ) .
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Âûâîä. Ïîëó÷èòü k ïîäìíîæåñòâ ýêçåìïëÿðà I �.

Öåëü. Îáúåäèíåíèå k ïîäìíîæåñòâ, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü.

Ïðîáëåìà 2. Ðåîïòèìèçàöèÿ ìàêñèìàëüíîãî ( , , )j i k� -ïîêðûòèÿ.

Ââîä. F F F Fi i i
k

*
, , ,� { }

1 2
� — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå íà ýêçåìïëÿðå I , j —

ôèêñèðîâàíî (1� �j m), i — ôèêñèðîâàíî (1� �i n), ýêçåìïëÿð I F Fi� �

�

{ 1 1, , ,�

F F Fi i n�

�

, , ,1 � }, ãäå F F j j Fi i i� � �\ ( ){ } .

Âûâîä. Ïîëó÷èòü k ïîäìíîæåñòâ ýêçåìïëÿðà I �.

Öåëü. Îáúåäèíåíèå k ïîäìíîæåñòâ, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü.

Âûçûâàåò èíòåðåñ ðàññìîòðåíèå âîïðîñà îá óñòàíîâëåíèè òðóäíîðåøàåìîñòè

ðåîïòèìèçàöèè äèñêðåòíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [9, òåî-

ðåìà 2], ìîæíî ïðåäëîæèòü òàêîé êðèòåðèé óñòàíîâëåíèÿ òðóäíîðåøàåìîñòè ðåîïòè-

ìèçàöèè. Ñóòü êðèòåðèÿ äëÿ áîëüøèíñòâà NP-òðóäíûõ ïðîáëåì ñîñòîèò â èñïîëüçî-

âàíèè ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè Òüþðèíãà [13] èñõîäíîé çàäà÷è ê åå ðåîïòèìèçà-

öèîííîìó âàðèàíòó äëÿ ïîêàçàíèÿ NP-òðóäíûõ ðåîïòèìèçàöèîííûõ âàðèàíòîâ.

Ëåììà 1. Ïóñòü P ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé ïðîáëåìîé è mod-P — íåêîòîðàÿ

ëîêàëüíàÿ ìîäèôèêàöèÿ äëÿ P. Åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì A,

êîòîðûé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýêçåìïëÿðà I ïðîáëåìû P âû÷èñëÿåò ýêçåìïëÿð I �

äëÿ P, îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x� äëÿ I �, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëîêàëüíûõ ìîäèôèêà-

öèé òèïà mod (íå áîëåå ÷åì ïîëèíîìèàëüíóþ), ïðåîáðàçóþùóþ I � â I , òî ïðîáëå-

ìà mod-P ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâåäåì ïðîáëåìó P ê ïðîáëåìå mod-P, èñïîëüçóÿ ïîëèíî-

ìèàëüíóþ ñâîäèìîñòü Òüþðèíãà. Ïîñêîëüêó P ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé ïðîáëåìîé,

òî òàêîâîé (ò.å. NP-òðóäíîé) áóäåò è ïðîáëåìà mod-P [13].

Ïóñòü q — ÷èñëî ëîêàëüíûõ ìîäèôèêàöèé òèïà mod äëÿ A, êîòîðûå ýêçåì-

ïëÿð I � ïðåîáðàçóþò â I . Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì A1

(ñî ñëîæíîñòüþ p) äëÿ ïðîáëåìû mod-P. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ A1 òî÷íî q ðàç, íà÷èíàÿ

ñ I �, ïîëó÷àåì îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ I . Ïðè ýòîì è êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé (q),

è âðåìÿ êàæäîãî âû÷èñëåíèÿ ( p) ïîëèíîìèàëüíû îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà P. Ïî-

ëó÷åíî ïîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèå (ñî ñëîæíîñòüþ q p� ). Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Ìàêñèìàëüíîå ( , , )j i k� -ïîêðûòèå ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé ïðîáëåìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 1, à òàêæå òåì, ÷òî ïðîáëåìà ìàê-

ñèìàëüíîãî k-ïîêðûòèÿ ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé. Ïóñòü I F Fn� { }1, ,� — ïðîèç-

âîëüíûé ýêçåìïëÿð ïðîáëåìû ìàêñèìàëüíîãî k-ïîêðûòèÿ äëÿ ìíîæåñòâà

S m� { }1, ,� ( )m n� . Ýêçåìïëÿð I F Fn� � � �{ }1, ,� ïîñòðîèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

êàæäîå �Fi ( , , )i n�1 � ñîäåðæèò ðîâíî äâà ýëåìåíòà ìíîæåñòâà S , êàæäûé ýëå-

ìåíò j S� ñîäåðæèòñÿ ðîâíî â äâóõ ìíîæåñòâàõ �Fi (çàìåòèì, ÷òî �I óäîâëåòâîðÿ-

åò óñëîâèÿì 1, 2). Ìàòðèöà èíöèäåíöèé òàêîãî ýêçåìïëÿðà (ñòðîêè – ýòî ýëåìåí-

òû, ñòîëáöû — ýòî ìíîæåñòâà) â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå ñîäåðæèò ðîâ-

íî äâå åäèíèöû. Ïðîèçâîëüíûé ýêçåìïëÿð I (óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì 1, 2)

ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ýêçåìïëÿðà I � ïîëèíîìèàëüíûì ÷èñ-

ëîì ïðåîáðàçîâàíèé mod (íå áîëåå m n( )�2 ), êàæäîå èç êîòîðûõ â äàííîì ñëó÷àå

ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì âêëþ÷åíèè â ñîîòâåòñòâóþùèå �Fi íåêîòîðûõ ýëåìåí-

òîâ ìíîæåñòâà S (ò.å. çàìåíû íåêîòîðûõ íóëåé ìàòðèöû èíöèäåíöèé íà åäèíèöû).

Çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîì k-ïîêðûòèè (êàê è ïðîñòî çàäà÷à î ïîêðûòèè) äëÿ ýêçåìïëÿ-

ðà I � ñâîäèòñÿ ê ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé çàäà÷å î ïîêðûòèè âåðøèí ãðàôà ðåá-

ðàìè [14] . Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ ëåììû 1 âûïîëíåíû è òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3. Ìàêñèìàëüíîå ( , , )j i k� -ïîêðûòèå ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé ïðîáëåìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó äîêàçàòåëüñòâó ñ èñïîëüçîâàíè-

åì äâîéñòâåííîñòè.

Òåîðåìà 4. Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì (ðåîïòèìèçàöèè) äëÿ ìàêñè-

ìàëüíîãî ( , , )j i k� -ïîêðûòèÿ ñ îòíîøåíèåì àïïðîêñèìàöèè íå ìåíüøèì, ÷åì 1
1

1
�

�e

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I F F Fn� { }1 2, , ,� — íà÷àëüíûé ýêçåìïëÿð çàäà÷è

î ìàêñèìàëüíîì k-ïîêðûòèè, F F F Fi i i
k

*
, , ,� { }

1 2
� — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå íà

ýêçåìïëÿðå I , c F( )
*

— ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S , ïîêðûòûõ F
*

. Ïóñòü

I F F F F Fi i i n� � �

� �

{ }1 1 1, , , , , ,� � — ýêçåìïëÿð çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì

( , , )j i k� -ïîêðûòèè, FI �

*
— îïòèìàëüíîå ðåøåíèå íà I �. Åñëè FI �

*
íå ñîäåðæèò ýëå-

ìåíòà i Fi( )� , òî íà÷àëüíîå ðåøåíèå F
*

îïòèìàëüíî äëÿ I �. Ñëåäîâàòåëüíî,

c F c FI( ) ( )
* *

� �

�

1 . (1)

(Çäåñü F
*

— îïòèìàëüíîå ðåøåíèå I �, è îíî ïîêðûâàåò ÷èñëî òî÷åê íå ìåíü-

øåå, ÷åì FI �

*
, êîòîðîå íå ñîäåðæèò ýëåìåíòà j, à òî÷íåå i Fi( )� .)

Åñëè FI �

*
ñîäåðæèò ýëåìåíò i, óäàëèì i Fi( )� èç I � è ïðèìåíèì �-ïðèáëèæåí-

íûé àëãîðèòì (äëÿ k �1 ìíîæåñòâà), ïîëó÷èì ðåøåíèå F1. Çàòåì ê F1 äîáàâèì

ýëåìåíò { }j è ïîëó÷èì ðåøåíèå F j1 �{ }. Èìååì

c F j c F c FI I( ) ( ( ) ) ( )
* *

1 1 1 1� � � � � � �

� �

{ } � � �. (2)

Áóäåì âûáèðàòü ëó÷øåå ðåøåíèå F èç F
*

è F j1 �{ } (ò.å. ñ áîëüøèì çíà÷åíè-

åì öåëåâîé ôóíêöèè c), ñóììèðóÿ (1) è (2) ñîîòâåòñòâåííî ñ êîýôôèöèåíòàìè

1� � è 1. Ïîëó÷èì

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
* * *

1 1 1 11� � � � � � � � �

� �

� � � �c F c F j c F c FI I{ } � �

�

� c FI( )
*

.

Ïîñêîëüêó

( ) ( ) ( ) ( ) max ( ), ( ) (
* *

1 1 11 1� � � � � � � �� �c F c F j c F c F j{ } { { } } 2� �) ( )c F ,

ïîëó÷èì ( ) ( ) ( )
*

2� �

�

� c F c FI èëè c F c FI( ) ( )
*

�

�

�

1

2 �

, ò.å. íàéäåì àïïðîêñèìà-

öèîííîå îòíîøåíèå
1

2� �

(çàìåòèì, ÷òî âñåãäà
1

2�




�

�).

Ïîëîæèì � � �1
1

e

, ò. å. ïðèìåíèì äëÿ íàõîæäåíèÿ F1 æàäíûé àëãîðèòì (òåî-

ðåìà 1) è ïîëó÷èì àïïðîêñèìàöèîííîå îòíîøåíèå

1

2 1
1

1

2 1
1

1

1
1 1

1 1

1
1

1

1
– �

�

�

�

�

�

	

�

� �

�

�

�

�

�

� �

�

� �

�

e e e

e

e

e

e e

,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ ðåîïòèìèçàöèè ïðîáëåìû 1 ïîëó÷åíî îòíîøåíèå àïïðîê-

ñèìàöèè 1
1

1
0 731�

�

�

e
, , ÷òî áîëüøå, ÷åì 0,632 — îòíîøåíèå àïïðîêñèìàöèè äëÿ

îáû÷íîé çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì k-ïîêðûòèè.

Òåîðåìà 5. Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì (ðåîïòèìèçàöèè) äëÿ

ìàêñèìàëüíîãî ( , , )j i k� -ïîêðûòèÿ ñ îòíîøåíèåì àïïðîêñèìàöèè íå ìåíüøèì

1 1 1� �( / ( ))e .

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2 ñ íåêîòîðûìè ìîäè-

ôèêàöèÿìè. Ïóñòü I F F Fn� { }1 2, , ,� — íà÷àëüíûé ýêçåìïëÿð çàäà÷è î ìàêñè-

ìàëüíîì k-ïîêðûòèè, F F F Fi i i
k

*
, , ,� { }

1 2
� — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå íà ýêçåì-

ïëÿðå I , c F( )
*

— ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S , ïîêðûòûõ F
*

. Ïóñòü òàêæå

I F F F F Fi i i n� � �

� �

{ }1 1 1, , , , , ,� � — ýêçåìïëÿð çàäà÷è ìàêñèìàëüíîãî ( , , )j i k� -ïî-

êðûòèÿ, FI �

*
— îïòèìàëüíîå ðåøåíèå íà I �. Åñëè FI �

*
íå ñîäåðæèò ýëåìåíòà i Fi( )� ,

òî íà÷àëüíîå ðåøåíèå F
*

îïòèìàëüíî äëÿ I �. Ñëåäîâàòåëüíî,

c F c FI( ) ( )
* *

� �

�

1. (3)
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(Çäåñü F
*

— îïòèìàëüíîå ðåøåíèå I � è îíî ïîêðûâàåò ÷èñëî òî÷åê íå ìåíü-

øåå, ÷åì FI �

*
, êîòîðîå íå ñîäåðæèò ýëåìåíòà j, à òî÷íåå i Fi( )� , îäíàêî �Fi ñî-

äåðæèò õîòÿ áû îäèí ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò j S1 � â ñèëó óñëîâèÿ (2)).

Åñëè FI �

*
ñîäåðæèò ýëåìåíò i (à çíà÷èò, ñîäåðæèò è ýëåìåíò j), óäàëèì i Fi( )�

èç I �. Â ñèëó óñëîâèÿ 1 ñóùåñòâóåò Fi1
, ñîäåðæàùèé j. Ïðèìåíèì �-ïðèáëèæåí-

íûé àëãîðèòì (äëÿ k �1 ìíîæåñòâà ñ èñêëþ÷åííûì Fi1
) è ïîëó÷èì ðåøåíèå F1.

Çàòåì ê F1 äîáàâèì ýëåìåíò { }j è ïîëó÷èì ðåøåíèå F j1 �{ }. Èìååì

c F j c F c FI I( ) ( ( ) ) ( )
* *

1 1 1 1� � � � � � �

� �

{ } � � �. (4)

Áóäåì âûáèðàòü ëó÷øåå ðåøåíèå F èç F
*

è F j1 �{ } (ò.å. ñ áîëüøèì çíà÷åíè-

åì öåëåâîé ôóíêöèè c), ñóììèðóÿ (3) è (4) ñîîòâåòñòâåííî ñ êîýôôèöèåíòàìè

1� � è 1. Ïîëó÷èì

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
* * *

1 1 1 11� � � � � � � � �

� �

� � � �c F c F j c F c FI I{ } � �

�

� c FI( )
*

.

Ïîñêîëüêó

( ) ( ) ( ) ( ) max ( ), ( ) (
* *

1 1 11 1� � � � � � � �� �c F c F j c F c F j{ } { { } } 2� �) ( )c F ,

ïîëó÷èì ( ) ( ) ( )
*

2� �

�

� c F c FI èëè c F c FI( ) ( )
*

�

�

�

1

2 �

, ò.å. àïïðîêñèìàöèîííîå

îòíîøåíèå
1

2� �

(çàìåòèì, ÷òî âñåãäà
1

2�




�

�).

Ïîëîæèì � � �1
1

e

, ò. å. ïðèìåíèì äëÿ íàõîæäåíèÿ F1 æàäíûé àëãîðèòì (òåî-

ðåìà 1) è ïîëó÷èì àïïðîêñèìàöèîííîå îòíîøåíèå 1 2 1
1

1
1

1
/ � �

�

�

�

�

�

	

�

�

�

�

�

	

� �

�

e e

, ÷òî

è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

ÏÎÐÎÃ ÎÒÍÎØÅÍÈß ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÄËß ÐÅÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

ÇÀÄÀ×È Î ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÌ k-ÏÎÊÐÛÒÈÈ

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ðåîïòèìèçàöèè çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì k-ïîêðûòèè (ïðîáëå-

ìû 1, 2) îöåíêà îòíîøåíèÿ àïïðîêñèìàöèè 1
1

1
�

�e

íå ÿâëÿåòñÿ óëó÷øàåìîé

â ïðåäïîëîæåíèè NP TIME m
O m

� ( )
( )log log

, ãäå TIME t( ) îáîçíà÷àåò êëàññ ÿçû-

êîâ (ïðîáëåì), êîòîðûå èìåþò äåòåðìèíèðîâàííûå àëãîðèòìû ñî âðåìåíåì ðà-

áîòû t (áóäåì èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû [12]).

Çàäà÷ó î ïîêðûòèè ìíîæåñòâàìè ðàññìîòðèì â òàêîé ïîñòàíîâêå. Ïóñòü

S m� { }1, ,� è I F Fn� { }1, ,� — ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ S (ýêçåìïëÿð çàäà÷è). Çà-

äà÷à î ïîêðûòèè ìíîæåñòâàìè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé âûáîðà íàèìåíüøåãî êîëè÷åñòâà

ìíîæåñòâ èç I òàêèõ, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà èç S ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû â îäíîì èç

âûáðàííûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 6 [12]. Åñëè ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå �
 0 òàêîå, ÷òî ïîëèíîìèàëüíûé

àëãîðèòì ìîæåò àïïðîêñèìèðîâàòü çàäà÷ó î ïîêðûòèè ìíîæåñòâàìè ñ àïïðîêñè-

ìàöèîííûì îòíîøåíèåì ( ) ln1� � m, òî NP TIME m
O m

� ( )
( )log log

.

Ëåììà 2. Åñëè ïðîáëåìà 1 (ìàêñèìàëüíîå ( , , )j i k� -ïîêðûòèå) ìîæåò áûòü

ýôôåêòèâíî àïïðîêñèìèðîâàíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (ðåîïòèìèçèðîâàíà)

ñ îòíîøåíèåì 1
1

1
�

�

�

e
� äëÿ íåêîòîðîãî �
 0, òî NP TIME m

O m
� ( )

( )log log
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì A àïïðîêñè-

ìèðóåò ìàêñèìàëüíîå ( , , )j i k� -ïîêðûòèå ñ îòíîøåíèåì 1
1

1
�

�

�

e
� äëÿ íåêîòîðîãî

�
 0. Áóäåì èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì A â êà÷åñòâå ïîäïðîãðàììû â ïîëèíîìèàëü-
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íîì àëãîðèòìå B, êîòîðûé àïïðîêñèìèðóåò çàäà÷ó î ïîêðûòèè ñ îòíîøåíèåì

( ) ln1� � m. Îòñþäà ñîãëàñíî òåîðåìå 6 ñëåäóåò, ÷òî NP TIME m
O m

� ( )
( )log log

.

Ïóñòü çàäàí íåêîòîðûé ýêçåìïëÿð çàäà÷è î ïîêðûòèè. Íåîáõîäèìî ïåðå-

áðàòü âñå âîçìîæíûå k ( )1� �k n , êàê ÷èñëî ìíîæåñòâ, äîñòàòî÷íûõ äëÿ ïîêðû-

òèÿ âñåõ òî÷åê S . Îäèí èç òàêèõ âûáîðîâ k ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì (îí ïðåä-

óñìàòðèâàåòñÿ ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6, è îñíîâ-

íàÿ ñëîæíîñòü k îïðåäåëÿåòñÿ TIME m
O m

( )
( )log log

). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü èìåííî

òàêîå îïòèìàëüíîå ÷èñëî k.

Àëãîðèòì B ïîâòîðíî ïðèìåíÿåò àëãîðèòì A äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ( , , )j i k� -ïî-

êðûòèÿ, è ïîñëå êàæäîãî åãî ïðèìåíåíèÿ òî÷êè, óæå ïîêðûòûå ïðåäûäóùèìè

ìíîæåñòâàìè, óäàëÿþòñÿ (îäíàêî k ïðè ýòîì îñòàåòñÿ íåèçìåííûì). Îïðåäåëèì,

ñêîëüêî ðàç íóæíî ïðèìåíÿòü àëãîðèòì A, ÷òîáû ïîêðûòü âñå òî÷êè S . Ïîñëå

ïåðâîãî ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà ÷àñòü òî÷åê 1
1

1
�

�

�

�

�

�

�

�

	

e
� áóäåò ïîêðûòà (îñòàíóòñÿ

íåïîêðûòûìè 1 1
1

1

1

1
– �

�

�

�

�

�

�

�

	

�

�

�

e e
� � ÷àñòü òî÷åê). Ïîñëå âòîðîãî ïðèìåíåíèÿ

àëãîðèòìà áóäåò ïîêðûòà ÷àñòü òî÷åê 1
1

1
�

�

�

�

�

�

�

�

	

e
� èç ÷èñëà

1

1e�

�

�

�

�

�

�

	

� òî÷åê, ò.å.

1
1

1

1

1

1

1

1

1
�

�

�

�

�

�

�

�

	

�

�

�

�

�

�

�

	

�

�

�

�

�

�

�

�

	

�

�

�

�

�

�

e e e e
� � � �–

�

	

2

. Ïðè ýòîì îñòàíóòñÿ íåïîêðûòûìè

1

1

1

1

1

1

1
2

e e e e�

�

�

�

�

�

�

	

�

�

�

�

�

�

�

�

	

�

�

�

�

�

�

�

�

	

�

�

�

�

�

�

 

 

�� � �

�

�

�

�

�

�

�

	

1

2

� òî÷åê è ò.ä. Ïîñëå q-ãî ïðèìå-

íåíèÿ àëãîðèòìà A ÷àñòü òî÷åê
1

1e

q

�

�

�

�

�

�

�

	

� îñòàíóòñÿ íåïîêðûòûìè. Òàêèì îáðà-

çîì, ÷òîáû ïîêðûòü âñå òî÷êè S íóæíî àëãîðèòì A ïðèìåíèòü íå áîëåå q ðàç, ãäå

1

1

1

e m

q

�

�

�

�

�

�

�

	

�� , ïðè ýòîì ÷èñëî ìíîæåñòâ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîêðûòèÿ, ñî-

ñòàâëÿåò íå áîëåå qk (k — ÷èñëî ìíîæåñòâ îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ). Òàêèì îáðàçîì,

q
m

e

m

e

e

� �

�

�

� �

� �

�

�

ln

ln ( )

ln

ln
( )1

1

1 1

1
�

�

�

� � � �

�

� � � �

ln

ln ( ( )) ln ( )

ln

ln ( ) ln ( ( ))

m

e e

m

e e1 1 1 1 1 1� �

è äîëæíî áûòü q m� �( ) ln1 � äëÿ íåêîòîðîãî �
 0 . Ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ âû÷èñ-

ëåíèé ïîëó÷èì, ÷òî ïðè 0
1

1
� �

�

�

e

èìååì 0 1
1

1 1 1
� � �

� � � �

�

�ln ( ) ln ( ( ))e e

,

ïðè ýòîì � çàâèñèò òîëüêî îò �. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 7. Åñëè NP TIME m
O m

� ( )
( )log log

, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî �
 0 ïðî-

áëåìà 1 (ìàêñèìàëüíîå ( , , )j i k� -ïîêðûòèå) íå ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî àïïðîêñè-

ìèðîâàíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (ðåîïòèìèçèðîâàíà) ñ îòíîøåíèåì

1
1

1
�

�

�

e
�.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòà ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà êîíòðàïîçè-

öèè ê ëåììå 2.

Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 7 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùèé ôàêò.

Òåîðåìà 8. Åñëè NP TIME m
O m

� ( )
( )log log

, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî �
 0 ïðî-

áëåìà 2 (ìàêñèìàëüíîå ( , , )j i k� -ïîêðûòèå) íå ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî àïïðîêñè-

ìèðîâàíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (ðåîïòèìèçèðîâàíà) ñ îòíîøåíèåì1
1

1
�

�

�

e
�.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äëÿ ðåîïòèìèçàöèè çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì k-ïîêðûòèè

ïðè âñòàâêå (óäàëåíèè) ýëåìåíòà â ìíîæåñòâî ïîëó÷åí ïîðîã îòíîøåíèÿ àïïðîêñè-

ìàöèè, ðàâíûé 1
1

1
�

�e

. Ðåçóëüòàò ïîëó÷åí ïðè óñëîâèè NP TIME m
O m

� ( )
( )log log

,

êîòîðîå èñõîäèò èç [12] ñ ó÷åòîì èñïîëüçîâàííîé ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâà.

Õîòÿ ýòà ãèïîòåçà, ïî ìíåíèþ ñïåöèàëèñòîâ, ÿâëÿåòñÿ ïðàâäîïîäîáíîé, â [12]

ïîêàçàíû ïóòè ñâåäåíèÿ ýòîé ãèïîòåçû ê ñòàíäàðòíîé P NP� . Íà íàø âçãëÿä,

ïîäîáíóþ çàìåíó ìîæíî ñäåëàòü äëÿ ðàññìîòðåííûõ ðåîïòèìèçàöèîííûõ âåð-

ñèé çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì k-ïîêðûòèè.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîëó÷åíèå ïîðîãîâûõ ðåçóëüòàòîâ (åñëè îíè âîîáùå

âîçìîæíû) äëÿ ðåîïòèìèçàöèîííûõ âåðñèé çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ íåèçâåñòíû

íèæíèå îöåíêè îòíîøåíèÿ àïïðîêñèìàöèè, ñîâïàäàþùèå ñ âåðõíèìè (íàïðè-

ìåð, äëÿ çàäà÷è î ìèíèìàëüíîì âåðøèííîì ïîêðûòèè ãðàôà).
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