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УДК 681.513.8 

Н.В. Кондрашова, В.А. Павлов, А.В. Павлов 
Решение задачи медицинской диагностики  
с применением линейного дискриминантного анализа и МГУА 

Рассмотрена постановка задачи классификации МГУА и линейного (канонического) дискриминантного анализа для медицинской 
дифференциальной диагностики. Представлены результаты их сравнительного анализа. Описан новый алгоритм классификации на 
основе быстродействующего рекуррентного алгоритма МГУА, минимизирующий критерий уравновешенных ошибок первого и 
второго рода. 

The classifying problem statement of  the GMDH and a the linear discriminant analysis (LDA) for the medical differential diagnosis is 
considered. A new classification algorithm based on the fast-acting recurrent GMDH algorithm and the minimization of criterion bal-
anced errors of the first and second kind is described. A comparative analysis of the GMDH and LDA is shown. 

Розглянуто постановку задачі класифікації МГУА та лінійного (канонiчного) дискримінантного аналізу для медичної диференційної 
діагностики. Наведено результати їх порівняльного аналізу. Описано новий алгоритм класифікації на основі швидкодіючого ре-
курентного алгоритму МГУА, що мінімізує критерій збалансованих помилок першого і другого роду. 

 
Введение. С ростом объемов накопленных ме-
дицинских информационных баз необходимы 
новые методы, алгоритмы и программные сред-
ства интеллектуального анализа данных для по-
строения моделей сложных процессов и сис-
тем. Создание простого и удобного в исполь-
зовании компьютерного советчика для врача 
значительно облегчит его работу. В настоящее 
время нам не известны эффективные техноло-
гии, которые бы давали возможность врачу ком-
плексно подходить к решению задач анализа 
клинических данных и дифференциальной ди-
агностики заболеваний. Поэтому главная цель 
статьи – повышение точности медико-информа-
ционной системы оценивания текущего состо-
яния пациентов для эффективной дифферен-
циальной диагностики, за счет применения из-
вестных современных подходов и совершенст-
вования разработанных алгоритмов. 

Методы самоорганизации моделей позво-
ляют автоматически находить ранее неизвест-
ные функциональные зависимости, заложенные 
в выборке данных, и, следовательно, открывать 
новые знания [1, 2]. В работе [3] была разрабо-
тана система классификаторов для решения за-
дачи дифференциальной диагностики на осно-
ве алгоритма МАКСО метода группового уче-
та аргументов (МГУА). При решении задачи 
классификации диагнозов результаты, получен-
ные по МГУА, оказались наиболее точным в 
сравнении с вероятностными методами, ис-
пользующими идеи Байеса, Борда и Кондорсе 

[4, 5]. Одним из наиболее известных, разви-
ваемых в последнее время направлений в клас-
сификации есть дискриминантный анализ [6]. 

Реализованный в современных пакетах ка-
нонический дискриминантный анализ (КДА) в 
равной степени можно отнести как к индуктив-
ному, так и к вероятностному подходу, так как 
он основан на максимизации отношения меж-
групповой дисперсии к внутригрупповой, ис-
пользует шаговые методы регрессионного ана-
лиза, критерий внешнего дополнения в виде кри-
терия Фишера для отбора признаков, а также 
априорные знания о ковариационных матрицах 
и функциях распределения и др. Для КДА не 
есть принципиальным, являются модели (дис-
криминантные функции) линейными или не-
линейными по входным переменным, посколь-
ку нелинейные преобразования осуществляют-
ся на стадии предобработки данных. Проблема 
состоит в том, что матрицы даже средних раз-
меров достаточно долго импортируются, не го-
воря о больших размерностях. Например, мат-
рица из 300 наблюдений и 250 переменных в 
одном из пакетов импортируется около 30 мин. 
Этот технический недостаток в доступных па-
кетах с КДА, вероятно, со временем будет пре-
одолен. В качестве современной пакетной реа-
лизации МГУА для построения системы клас-
сификаторов используется быстродействующий 
обобщенный релаксационный итерационный 
алгоритм (ОРИА) («не зависящий» от числа на-
блюдений), в котором автоматизированы: пред-



80 УСиМ, 2013, № 2 

обработка данных, оптимальный отбор призна-
ков, а импорт данных занимает доли секунды 
[7]. ОРИА ориентирован на работу с выборками 
большой размерности (более десяти тысяч пере-
менных). Отметим, что в известных пакетах, 
реализующих КДА, результат классификации 
рассчитывается по минимальному расстоянию 
Махаланобиса от точки наблюдения до центра 
искомого класса. При этом, чем больше при-
знаков, тем больше расстояние Махаланобиса, 
так как оно обобщает Евклидово расстояние. В 
работе [8] для определения оптимального со-
става признаков дискриминантной функции 
вместо шаговой процедуры оптимизации на-
бора признаков по критерию Фишера приме-
няется принцип МГУА – минимизации крите-
рия внешнего дополнения, основанного на раз-
биении выборки. Этот специальный критерий 
сконструирован на основе оценки расстояния 
Махаланобиса и используется при оценке бли-
зости к классу. 

В настоящей статье результаты каноничес-
кого дискриминантного анализа применяются 
с целью повышения точности классификации 
индуктивно-вероятностного подхода. Индуктив-
ный подход усилен разработкой нового алго-
ритма классификации на основе быстродейству-
ющего РИА МГУА, описанного в [9]. Особен-
ность предлагаемого алгоритма классифика-
ции – использование в системе классификато-
ров для автоматической минимизации уравно-
вешенных ошибок первого и второго рода кри-
терия, на основе меры Ван Ризбергена, извест-
ной также под названием F-оценки (F-measure). 

Статья посвящена повышению точности сис-
темы дифференциальной диагностики легких 
случаев патологий гемостаза или, иначе, коа-
гулопатии и тромбоцитопатии (КиТ), основы-
ваясь на данных о возрасте и геморрагических 
признаках. К легким случаям патологии гемо-
стаза относят: болезнь Виллебранда, коагуло-
патию, дезагрегационную тромбоцитопатию и 
комбинированную патологию системы гемоста-
за [10]. Все они связаны с несворачиваемостью 
крови человека. Для проведения диагностики 
врачи руководствуются своим опытом и кли-
ническими признаками. Однако достоверно оп-

ределить диагноз врачу сложно в связи со схо-
жей, трудно различимой клинической карти-
ной. Кроме того, не всегда наличие геморраги-
ческих признаков связано с болезнью [11]. 

Установлено, что распространенность лег-
ких форм КиТ составляет для болезни Виллеб-
ранда 1,9 процентов, дезагрегационных тром-
боцитопатий – 1,6; коагулопатий – 0,9, комби-
нированной патологии системы гемостаза– 0,6 
[12]. Диагностирование при помощи дорого-
стоящих химико-биологических тестов дос-
тупно не всем нуждающимся в таком обследо-
вании. Поэтому актуальна задача дифференци-
альной диагностики (классификации) пациен-
тов по заданным признакам с целью снижения 
рисков неправильного установления диагноза 
и экономии расходов на лабораторные тесты. 

Постановка задачи 
По результатам лабораторного тестирования 

известно разделение на группы больных, объе-
диненных одним диагнозом. В отсутствии ла-
бораторных исследований разделение затруд-
нено из-за большого числа признаков и значи-
тельной схожести клинических проявлений у 
больных, принадлежащих различным группам 
диагнозов. 

Пусть в пространстве клинических призна-
ков xi, i = 1, , m нужно распознать четыре ди-
агноза (класса): 1 – болезнь Виллебранда (БВ), 
2 – дезагрегационная тромбоцитопатия (ДТ), 
3 – коагулопатия (КП), 4 – комбинированная 
патология системы гемостаза (КПСГ). 

В женской группе соответствующего воз-
растного интервала наблюдаются следующие 
признаки (m = 12): 1 – носовое кровотечение 
(НК), 2 – кровоточивость десен (КД), 3 – кро-
вотечение после экстракции зубов (КПЕЗ), 4 – 
интра и послеоперационное кровотечение (ПОК), 
5 – послетравматическая гематома (ПТГ), 6 – 
кровотечение из поверхностных ран (КПР), 7 – 
продолжительное не заживление ран (ПНЗ), 
8 – желудочно-кишечное кровотечение (ЖКК), 
9 – послеинъекционная гематома (ПИГ), 10 – 
послеродовое кровотечение (ПРК), 11 – юве-
нальное маточное кровотечение (ЮМК). Воз-
раст – двенадцатый признак. Фрагмент данных 
представлен в табл. 1. 
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Т а б л и ц а  1. Геморрагические признаки у женщин в воз-
расте от 19 до 49 лет 

Клинические признаки 
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В–т

70 ДТ + + + + – – – – – 1 + 38 
79 ДТ + + + + + + + + – + + 43 
75 КП + + + 1 + – – – – 1 + 21 
35 ДТ + + + 1 + – – – – 1 + 21 
74 БВ + + + + + + + – – 1 + 49 
1 БВ + – – – + + + – – – + 19 
22 КП + + – 1 + + + – – – + 20 
52 ДТ + + + 1 + – – – – – – 49 
10 БВ + + + 1 + – – – – – + 31 
30 КП + – + – + + + – – 1 + 49 
42 ДТ + + + 1 + + + – – + + 28 
… … … … … … … … … … … … … … 

Обозначение: П-т – пациент, Д-з – диагноз, В-т – возраст, + означает 
наличие признака, – означает отсутствие признака, 1 – не было усло-
вий для проявления признака. 

 

Примечание. Автор исходных данных д.м.н. Томи-
лин В.В., ГУ «Институт гематологии и трансфузиоло-
гии» АМН Украины. 

 

Задача заключается в том, чтобы 
 найти «дифференцирующие» признаки; 
 по комплексу таких признаков построить 

«разделяющую» (дискриминантную) функцию, 
выполнив при этом условия анализа: 

• наличие тестовых выборок групп; 
• наличие контрольных выборок групп 

и требования к данным: 
– слабая коррелированность признаков, 
– сходство ковариационных матриц тестовой 

и контрольной выборок, совпадающих у обоих 
методов: МГУА и КДА. 

Требование слабой коррелированности – вы-
полнено, так как парная корреляция признаков 
варьирует в пределах от 0,0 до 0,3; сходство 
ковариационных матриц может быть выполне-
но, если предварительно применить квазиопти-
мальное разбиение выборок [13]. 

Численным экспериментом установлено, что 
точность единого классификатора на четыре 
класса существенно ниже, чем точность системы 
четырех бинарных классификаторов. Поэтому 
построим функцию для каждого из классифика-

торов 4,1  по принципу отделения больных 
заданного класса (диагноза) от всех остальных: 
 ( , ) 0,  X  (1) 

где Х – матрица признаков; Θ – вектор пара-
метров, ψℓ – функция линейная по параметрам. 

Функция (1), называемая решающим правилом, 
должна удовлетворять: 

( , ) 0  X  – для пациентов одного из ди-
агнозов и 

( , ) 0  X  – для остальных пациентов. 

Постановка задачи классификации по 
МГУА 

Задано множество наблюдений v  W  m, 
которые являются вектор–строками матрицы 
данных Х, dim X = nW  m, вектор–столбцы 
признаков которой – ix , 1,...,i m ; т – количе-

ство признаков; nW – количество наблюдений. 
Заданы также векторы выхода уℓ, dim yℓ = nW  1, 

элементы yℓ,i, Wni ,1  которого задают для 

различных наблюдений функцию принадлеж-

ности к классам 4,1  значениями y , y , 
соответственно: пациент принадлежит или не 
принадлежит классу. Классификация проводит-
ся по принципу отделения каждого диагноза от 
всех остальных. Поскольку дальнейшие резуль-
таты применяются к каждому из получаемых 
классификаторов, индекс класса ℓ в данном раз-
деле и последующих двух опускается. 

Предполагается, что yi   – сумма значе-
ний неизвестной функции )( iy v

  Wni ,1  и слу-

чайной величины i с нулевым математиче-
ским ожиданием и ограниченной дисперсией. 
Случайные величины l , i  есть независимы-

ми, их ковариации T
i l = 0, ],...,2,1[ Wnli  , 

i также не зависят от значений функции )(vy


, 

v  W; I , l – векторы, dim i = diml 1 t . 
В общем случае матрица признаков может 

содержать не только наблюдаемые признаки, 
но и их нелинейные преобразования. Предпола-
гается, что функции преобразований f j (v)  , 

m
jf : , где 

Jjjf ,1)}({  v  – заданное 

конечное множество функций. 
Рассмотрим модели )(vy

  линейные по пере-

менным, т.е. mjvf jj ,1,)( v , где jv  – 

элемент вектор–строки v  W. Функция )(vy
  

аддитивна по исходным переменным и линей-
ная по параметрам θj,k . 
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Векторы неизвестных параметров k, 1, ,k K  

dimk= )1)1( m  отличаются между собой 
тем, что разные их компоненты принудительно 
принимают нулевые значения. dk – бинарный 
вектор, определяющий подмножество аргумен-
тов модели. sk – число ненулевых компонент 
вектора dk. D – множество всех возможных би-
нарных векторов размерности т + 1, мощность 
множества  D  = K, k – вектор, имеющий нену-
левые компоненты вектора , k = diag(dk)·. 
diag(dk) – диагональная матрица, dim [diag(dk)] = 
= )1()1(  mm , диагональю которой есть век-
тор dk; некоторые элементы вектора dk,j = 1, а 
остальные компоненты вектора dk – нулевые. 

Векторный вид моделей (2): 

 kk XXy


)( θ0,k+ ,
1

m

j k j
j

 x , Kk ,1 , 

где ),( kXy


 – вектор–столбец, dim ( ) 1;Wn  y


 

матрица  X1X 

  является расширением сле-

ва матрицы X  на вектор–столбец из единиц, 
)1(dim  mnWX


; θ0,k – вектор–столбец сво-

бодных членов модели, dim θ0,k = 1Wn ; jx  – 

вектор–столбец матрицы X , dim jx = 1Wn . 

Элементы vi, mi ,1  вектора v в функции y(v, 

k) содержат значения признаков, наблюдае-
мых у пациентов исходной выборки. Элементы 

i,k, mi ,0  вектора  будем называть парамет-
рами модели. Структурой модели назовем функ-
цию y(v,k), заданную с точностью до значений 

вектора параметров Θk, Kk ,1 . K = 2m при пол-
ном переборе вариантов структур модели. 
Сложность структуры модели sk определяется 
количеством компонент вектора k , прини-
мающих ненулевые значения: чем больше не-
нулевых компонент, тем сложней модель. 

Цель МГУА – найти оптимальную модель 

),( *** 


vfy  – результат решения следующих 
двух задач. 

Поиск оценок параметров k


, Kk ,1  

 d k  D при решении K задач непрерывной 
оптимизации: 

)),(),((minarg kk yyQR
kS

k




vv


, 

 WA v , Kk ,1 , (3) 
где А – обучающая выборка – множество на-
блюдений, используемое для оценивания па-
раметров k, Kk ,1 . 

Поиск оптимальной модели при решении 
K задач дискретной оптимизации: 

)),(),((minarg),(
,1,

**
k

KkD
yyCRy

k





vvv

d

, 

 WB v , (4) 
где B – проверочная выборка – множество на-
блюдений, используемое для оценивания каче-
ства модели ),( ky 


v  по критерию CR. 

Критерий QR – критерий качества для оце-
нок параметров k


, CR – критерий качества 

модели. В качестве критерия QR используется 
остаточная сумма квадратов: 

 2

,A A A A kRSS   y X


, Kk ,1 . 

В качестве внешнего критерия CR в МГУА 
используется критерий регулярности: 

 2

/ ,A B B B A kAR   y X


, Kk ,1 . 

Полностью заданную функцию ),( ky 


v  на-

зывают решением или моделью, а функцию 

принадлежности ),( ** 


vy  – оптимальным 
решением задачи (оптимальной моделью). 

Задача (3) – (4) называется задачей построе-
ния структуры и параметров функции принад-
лежности классификатора МГУА. 

Оценивание результатов дифференциаль-
ной диагностики и информационного поиска 

Построим систему дифференциальной диаг-
ностики, объединяющую несколько классифи-
каторов, каждый из которых выделяет пациен-
тов одного заданного диагноза. Классификаторы 
разбиения на два класса назовем бинарными. 
Далее используемые термины и понятия: ис-
тинно положительный результат (True Positive, 
TP); ложноположительный результат: ошибка 
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первого рода – «пропуск цели» (False Positive, 
FP); ложноотрицательный результат: ошибка 
второго рода – «ложная тревога» (False Nega-
tive, FN); истинно отрицательный результат 
(True Negative, TN); чувствительность (Sensiti-
vity, Sе); специфичность (Specificity, Sp); поло-
жительное прогностическое значение (Positive 
Predictive Value, PPV); отрицательное прогно-
стическое значение (Negative Predictive Value, 
NPV) обычно представляют табл. 2. 

Т а б л и ц а  2. Результаты теста в зависимости от состояний 
пациентов, определенные «Золотым стандартом» 

Положительное состояние Отрицательное состояние 

Истинно положительный 
результат, TP 

Ложноположительный 
результат, FP (ошибка I рода) 

Ложноотрицательный 
результат, FN (ошиб. II рода) 

Истинно отрицательный 
результат, TN 

Чувствительность, Se = Σ 
Истинно положительных 

 
Σ положительных состояний 

Специфичность, Sp = Σ 
Истинно отрицательных 

 
Σ отрицательных состояний 

Положитель-
ный результат 

теста 
Отрицатель-
ный результат 

теста 

 
Результат 
теста 

Положительное 
прогностическое 
значение, PPV 
Отрицательное 
прогностическое 
значение, NPV 

Состояния, определенные «Золотым стандартом» 

 
Между отсеиванием больных, имеющих за-

данный диагноз, и поиском полезной информа-
ции существует аналогия. Воспользуемся по-
нятием релевантности, принятым в информа-
ционном поиске. В информационном поиске ре-
левантность оценивается точностью и полно-
той. В диагностике точности (Precision, P) соот-
ветствует PPV, а полноте (Recall, R) соответ-
ствует чувствительность: 

FPTP

TP
PPVP


 ,  

FNTP

TP
SeR


 . 

Пусть построенный классификатор разделил 
классы, как показано на  рисунке. Здесь  реле- 

  

Se

T

F

T F

N

S

 
         Множества и области принадлежности наблюдений (па-

циентов) при классификации на два класса 

вантные точки (пациенты с заданным диагно-
зом), обозначенные крестиками, находятся слева 
от прямой, а точки, найденные классификато-
ром, находятся в овале. Заштрихованные пунк-
тиром области представляют ошибки класси-

фикатора. Заштрихованная область слева – это 
релевантные точки, не найденные классифика-
тором (пропуск цели), заштрихованная область 
справа – найденные, но нерелевантные точки 
(обозначены кружочками) (ложная тревога). 
Нерелевантные точки – это не имеющие отно-
шения к заданному диагнозу пациенты (в диф-
ференциальной диагностике «здоровые» соот-
ветствуют прочим диагнозам). 

Специфичность – вероятность правильной 
классификации «здоровых» людей среди всех 
«здоровых», имеющихся в выборке. В информа-
ционном поиске специфичность называется вы-
падением (fall-out) и характеризует вероят-
ность нахождения нерелевантного ресурса: 

FPTN

ÒN
outfallSp


 . 

На рисунке число, определенных классифи-
катором «действительно здоровых» пациентов – 
это сумма кружочков, не вошедших в овал, а 
«здоровые», отнесенные к больным – это кру-
жочки, заключенные в овале. 

Точность – это пропорция левой незаштри-
хованной области по отношению ко всем точ-
кам, заключенным в овале (горизонтальная 
стрелка), или – это точность положительных 
(внутри овала) ответов классификатора. Чув-
ствительность (полнота) – это пропорция ле-
вой незаштрихованной области к области сле-
ва от прямой (диагональная стрелка). NPV так 
же, как PPV, является точностью тестирования, 
но это точность отрицательных ответов клас-
сификатора (вне овала): 

FNTN

TN
NPV


 . 

Критерии для системы дифференциаль-
ной диагностики 

При скрининге величины PPV и NPV могут 
значительно отличаться, так как отличаются в 
несколько десятков раз ошибки I и II рода. 
Можно привести пример, в котором при скри-
нинговом тестировании отрицательный резуль-
тат (NPV) очень хорош. Например, только один 
из 10 тыс. может получить ложный диагноз (зна-
чение NPV близко к единице). В то же время при 
относительно большом количестве ложнополо-
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жительных (ошибок I рода) результатов и не-
большом – истинно положительных, результат 
положительного скрининг-теста может быть 
плохим при подтверждении данного диагноза. 
Например, из 30 больных, имеющих заданный 
диагноз, только двадцати – установили пра-
вильный диагноз, т.е. PPV=2/3. Поэтому по-
лезно объединять качество положительных и 
отрицательных ответов, ошибок первого и вто-
рого рода. 

В положительном тесте воспользуемся из-
вестной в информационном поиске F-оценкой: 

 
1

1 1
(1 )

F

P R


  

, (5) 

объединив PPV и Sе в одной усредненной ве-
личине. F-оценка, являясь средним гармониче-
ским точности P (PPV) и полноты R (Se), при 
большом отличии усредняемых значений при-
ближается к минимальному из них (среднее 
арифметическое при этом приближается к зна-
чению, равному 1/2). Если точности и полноте 
придается одинаковый вес ( = 0,5), то имеет 
место сбалансированная F-оценка (F1-measure). 
Введем другое обозначение для этой величи-
ны, так как литерой F обычно обозначается кри-
терий Фишера. Следующие величины: Se = R, 
Sp = fall-out, PPV = P, NPV, F – относительные 
частоты (вероятности). Поскольку для класси-
фикатора в качестве советчика врача важна 
способность из общего потока людей выделять 
больных, устанавливая им правильный диаг-
ноз, то назовем оценку такой способности – 
результатом позитивного тестирования – по-
зитивным шансом (Positive Chance – PC): 

FNFPTP

TP

RP

RP
PC








2

22
, ]1,0[PC . (6) 

Способность отсеивать «здоровых» будем 
оценивать результатом тестирования, который 
назовем альтернативным шансом – Alternative 
Chance (AC): 

 
FNFPTN

TN
AC




2

2
, ]1,0[AC , (7) 

где TP, FP, FN, TN – обозначают мощности 
множеств или общее число точек (пациентов), 

попавших в соответствующие области (см. ри-
сунок). Поскольку FP, FN обозначают число 
ошибок соответственно первого и второго ро-
да, то, если придавать равный вес не только Se 
и PPV, но и этим ошибкам (т.е. FP = FN =  ), 
формулы (6) и (7) упрощаются: 




TP

TP
PCe ,  




TN

TN
ACe . 

Если оценка PC представляет интерес для 
врача, то оценка AC интересна прежде всего па-
циентам, многие из которых с предубеждением 
относятся к электронным советчикам и трудно 
переживают последствия постановки ложных 
диагнозов. При создании советчика врача име-
ет смысл использовать PC в качестве критерия, 
который необходимо максимизировать для то-
го, чтобы получить наиболее точный классифи-
катор диагноза. Увеличением АС минимизирует-
ся моральный и материальный ущерб здорово-
му человеку от неверной постановки диагноза. 

Аналогично формуле (5) можно ввести сле-
дующие целесообразные формы критериев: 

1
, [0,1]

1 1
(1 )

S

Se S p

 
  

, 

1

2
a при 0,5 ,

SeS p
S

Se S p
  


 

1
, [0,1]

1 1
(1 )

Т

PPV NPV

 
   

, 

1

2
a при 0,5

PPV NPV
T

PPV NPV


  


. 

Особенности построения МГУА-классифи-
каторов 

После того как построены функции принад-

лежности 4,1),,( **  


 vy , необходимо про-

вести границы, разделяющие классы – отде-
ляющие больных каждого из диагнозов от всех 
остальных. Для построения решающих правил: 

( , ) ( , ) 0,j jy A     v v   Wnj ,1  

необходимо найти пороговое значение Аℓ. Оно 
определяется с помощью максимизации крите-
рия (5) при минимизации равнозначных оши-
бок первого и второго рода. 
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Задается номер класса (диагноза) ℓ=1. 
Процедура определения порога ℓ-го класси-

фикатора. 
Мощности множеств: ошибок первого рода 

 FP  = 0, ошибок второго рода  FN  = 0 и 
   = 0; q = 0 полагаются равными нулю. 

Ш а г  1. По данным тестовой выборки на-
ходится ),,(min **

min 


 i
i

yy v i , а также 

. ),,(max **
max 


 i

i
yy v i i , где   – 

множество пациентов, имеющих диагноз ℓ. 
Ш а г  2. Если 0maxmin 


yy , то вывод 

значений  = q; )(5,0 maxmin  yyA  , повто-

рить процедуру определения порога ℓ-го клас-
сификатора для ℓ = 2; 3; 4. 

Иначе, если  = 2q, то FN := FN  + 1; q := 

:= q + 1;  :=  +1 точка i, соответствующая 

maxy , исключается из множества  , иначе 

FP := FP  + 1;  :=  + 1, точка (пациент) i, 

соответствующая значению 
miny , исключает-

ся из множества  , где   означает мощ-

ность множества, а := знак присвоения. Перей-
ти к выполнению шага 1. 
Решающее правило имеет вид: 

Если ,0)),(( **  


Ay iv  то i-й пациент 

имеет диагноз ℓ. 

Если ,0)),(( **  


Ay iv  то i . 

В ходе решения этой задачи используется 
понятие близости пациента к классу (диагно-
зу). Классификация реализуется через проце-
дуру отнесения пациента к одному из классов 
диагнозов в зависимости от значений функций 
принадлежности и порогов. 

В системе бинарных классификаторов воз-
можны ситуации «конфликта» и отказа от рас-
познавания. Для их устранения решающее пра-
вило для i-го пациента имеет вид: i   ℓ, где 

 ℓ – множество пациентов, имеющих диагноз 

ℓ*, где 

)),((maxarg **

4,1

*



 yy i


 


v . 

Это означает, что пациент i принадлежит 
классу ℓ*, если при подстановке вектора его 
признаков vi в соответствующую модель (функ-

цию принадлежности) ),( ** 


 iy v , ее значение 

максимально отстоит от значения y–, означаю-
щее, что пациент не принадлежит к классу (y– 
одинаковы у всех классификаторов), а значения 
признаков принадлежности к классу в различ-
ных классификаторах равны y+. 

Канонический дискриминантный анализ 
КДА иначе называют множественным или 

линейным дискриминантным анализом много-
мерных данных К классов (Linear Discriminant 
Analysis), частным случаем которого для двух 
классов есть линейный дискриминант Фишера 
(Fisher's Linear Discriminant). К преимуществам 
применения КДА следует отнести возможность 
анализа при: 

 большой размерности пространства исход-
ных признаков; 

 не выполнении условия равенства ковари-
ационных матриц различных классов; 

 отсутствии требования нормального мно-
гомерного распределения; 

 плохой обусловленности матрицы ковари-
аций исходного пространства признаков. 

Вначале набор 1,..., mx x  (исходных призна-

ков) оптимизируется с помощью шаговой про-

цедуры, dim 1j Wn x , mj ,1 . Далее полу-

чают уменьшенной размерности q  m – 1 но-
вое пространство ортогонализованных призна-
ков – канонических дискриминантных функ-

ций (КДФ) – )(xiz , qi ,1 , dim 1i Wn z , ис-

пользуя максимизацию критерия: 

/ /T T
B I B IS S S S  V V V V   , 

где V – матрица проектирования векторов из 
пространства признаков в пространство КДФ. 

dimV = m  т. SB, BS
~

 – матрицы межгруппово-
го разброса в пространстве признаков и в про-

странстве КДФ. dimSB = m  m, dim BS
~

= т  т, 

причем ранг матрицы BS
~

 равен q . Здесь   

обозначает детерминант матрицы. Аналогично 
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SI , IS  – матрицы внутригруппового разброса в 

исходном и преобразованном пространствах. 
КДА вычисляет проекцию в подпространство 
признаков таким образом, чтобы минимизиро-
вать внутриклассовый и максимизировать меж-
классовый разброс проекций векторов. 

 – аналог отношения межгрупповой диспер-

сия VV B
T S  к внутригрупповой – VV I

T S . Для 
двумерного случая, когда v – двумерный соб-
ственный вектор,  совпадает с единственным 
собственным значением, будучи отношением 

межгрупповой дисперсии vv B
T S  к внутригруп-

повой – vv I
T S . 

В уменьшенной размерности q  m – 1 про-
странства векторов КДФ Z = VTX с компонен-

тами iz , qi ,1  можно более точно оценить 

отдельные ковариационные матрицы для каж-
дого класса, использовать допущение об об-
щем нормальном многомерном распределении, 
что невозможно было в исходном простран-
стве признаков (в силу его большой размерно-
сти). Становятся более эффективными проце-
дуры расчета наибольшей вероятности класса 
для наблюдаемого объекта или расстояния Ма-
халанобиса М: 

2 1min ( ) ( ) ( )TM     z z z z z z    , L,1  (8) 
для определения принадлежности к классу 

некоторого наблюдения. Здесь 1  – матри-

ца, обратная ковариационной матрице КДФ, 
1dim  = qq . 

Центр ℓ-го класса определяется как вектор 

средних значений:  qzzz ,2,1, ,...,,  z , L,1 , 

где средние значения: 










z

i
z

ii z
n

z

,

,,
1

 qi ,1 . 

Кроме минимизации расстояния Махалано-
биса (8) возможны еще несколько способов раз-
деления на классы, например, с помощью нор-
мальных линейных функций Фишера, так как с 
учетом центральной предельной теоремы в но-
вом пространстве признаков их многомерное 

распределение ))(( xP iz , qi ,1  можно считать 

нормальным. С их помощью определяется наи-
более вероятный класс, к которому может быть 
отнесен каждый объект. Имеется столько же 
функций классификации, сколько классов. Ка-
ждая функция классификации позволяет для 
каждого наблюдения (пациента) и для каждого 
класса ℓ вычислить результат показателя клас-
сификации Qℓ по формуле: 
 Qℓ = wℓ,0 + wℓ,1z1 + wℓ,2z2 + ... + wℓ,qzq , (9) 

где ℓ L,1  обозначает номер класса; 1, 2, ..., q – 
индексы переменных; wℓ,0 константа ℓ-го клас-
са; wℓi – параметр при значении i-й переменной 
в функции Фишера, используемой для вычис-
ления показателя классификации; zi – значение 
i-й КДФ, соответствующей преобразованию 
исходных переменных, каждого наблюдения 
(пациента). Принадлежность к определенному 
классу определяется по максимуму значения (9) 

как: 


 Q
L,1

* maxarg


 , которое соответствует мак-

симуму вероятности принадлежности к классу. 
Результаты кластеризации МГУА и КДА 
Для проведения корректного сравнения рас-

смотрим результаты классификации с исполь-
зованием линейных по входным переменным 
моделей. Результаты получены в одинаковых 
условиях использования исходной выборки W. 
Из 80 точек исходной выборки в экзамен C 
выделено 10 точек ( CBAW  , BA =, 
  CBA  = ). В сдвоенной табл. 3 представ-
лены результаты линейных классификаторов 
МГУА и КДА. На диагоналях указаны цифры 
(соответственно, результат МГУА полужир-
ным шрифтом, а в скобках – результат КДА) в 
абсолютных величинах и в процентах, отража-
ющие правильную классификацию пациентов 
с различными диагнозами. Наилучшим обра-
зом классифицируются: алгоритмом МГУА – 
пациенты с диагнозом ДТ (74,2%), КДА-клас-
сификатором – с диагнозом БВ (70,8%); худ-
ший результат МГУА – пациенты с диагнозом 
КПСГ (12,5%), а КДА – пациенты с диагнозом 
КП (23,5%). Из табл. 3 видно, что у обоих ме-
тодов результаты классификации всей выбор-
ки пациентов на четыре класса в среднем оди-
наковы и неудовлетворительны, так как только 
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в 51,3 процентах случаев (среднее диагональных 
значений) исходные наблюдения классифици-
рованы правильно (41 из 80). Поэтому для обо-
их подходов МГУА и КДА были построены че-
тыре бинарных классификатора (по числу диаг-
нозов), отделяющих пациентов каждого из ди-
агнозов от всех остальных. В пакете, реализу-
ющем КДА, использован метод шаговой ре-
грессии включения–исключения для оптимиза-
ции набора признаков, а значения порогов (зна-
чений критерия Фишера) на включение–исклю-
чение оптимизированы с учетом минимизации 
ошибки классификации на экзаменационной вы-
борке С, т.е. с применением принципа МГУА. 

Т а б л и ц а  3. Результаты классификации МГУА (КДА) всей 
выборки наблюдений на четыре класса 

  
Количество пациентов, классифицированных 

по принадлежности к диагнозу  
(абсолютное количество) 

 
Диаг-
нозы 

БВ ДТ КП КПСГ 

Всего

БВ 12 (17) 11 (2) 1 (5) 0 (0) 24 

ДТ 5 (13) 23 (11) 2 (6) 1 (1) 31 

КП 2 (3) 9 (2) 5 (8) 1 (4) 17 

Н
аб
лю

де
ни
я 

КПСГ 2 (2) 3 (1) 2 (0) 1 (5) 8 

  
Доля пациентов, классифицированных  
по принадлежности к диагнозу (%) 

 

БВ 50,0 (70,8) 45,8 (8,3) 4,2 (20,8) 0,0 (0,0) 100,0

ДТ 16,1 (41,9) 74,2 (35,5) 6,3 (19,4) 3,2 (3,2) 100,0

КП 11,8 (17,6) 52,9 (11,8) 29,4 
(47,1) 

5,9 (23,5) 100,0

Н
аб
лю

де
ни
я 

КПСГ 25,0 (25,0) 3,75 (12,5) 25,0 (0,0) 12,5 (62,5) 100,0
 

Априорные вероятности классов в преобра-
зованном пространстве считались равными. 
Классификация осуществлялась по расстоянию 
Махаланобиса для двух вариантов ковариаци-
онных матриц: 

 с равенством внутри классов (если все точ-
ки имеют одну общую ковариационную мат-
рицу); 

 каждый класс имеет собственную ковариа-
ционную матрицу. 

Лучший результат КДА с разными вариан-
тами ковариационных матриц также был вы-
бран с учетом минимизации ошибок класси-
фикации на экзаменационной выборке. Резуль-
таты бинарных классификаторов МГУА и 
КДА для контрольной выборки представлены 
в табл. 4. Контрольная выборка составлена из 

случайно выбранных пациентов и группы, не-
распознанных по МГУА. При этом были по-
считаны ошибки первого и второго рода для 
различных бинарных классификаторов (не по-
казаны). Среди них найдены нераспознаваемые 
и распознаваемые ошибки, последние есть при-
чиной «конфликта» диагнозов и могут быть 
устранены путем лабораторного тестирования. 

Т а б л и ц а  4. Результаты работы различных бинарных клас-
сификаторов на контрольной выборке 

№ пациенток 70 79 75 74 22 42 30 10 1 52 35

КДА-классификаторы ? ? + + + – + – – + –

МГУА-классификаторы – – – – + ? + ? + + + 

Обозначения: «?» – конфликт диагнозов (распознаваемые 
ошибки), «–» – неправильное решение (нераспознаваемые 
ошибки), «+» – правильное решение. 

 

Поскольку точность линейных классифика-
торов как МГУА, так и КДА достаточно низ-
кая, то необходимо применять нелинейные мо-
дели, реализованные в алгоритмах МГУА, име-
ющие более высокие показатели точности [5]. 
Несмотря на это идеи, заложенные в КДА, име-
ют хорошие перспективы использования. Для 
устранения нераспознаваемых ошибок необхо-
димо применять ансамблевые классификаторы 
и коллектив решающих правил. 

Заключение. По полученным результатам 
можно сделать следующий вывод: поскольку 
точность распознавания по рассмотренным ме-
тодам анализа данных совпадает в среднем, но 
не совпадает в частности – по отдельным клас-
сификаторам и персоналиям, то эти методы 
можно использовать с другими, например, веро-
ятностного подхода для повышения точности си-
стемы классификаторов в решающих правилах. 
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