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Методом граничних iнтегральних рiвнянь у часовiй областi розв’язано тривимiрну нестацiонарну динамiчну задачу
теорiї пружностi для безмежної матрицi з множинними жорсткими дисковими включеннями. Довiльно розташованi
включення iдеально з’єднанi з матрицею, їхнiй рух характеризується поступальними перемiщеннями й поворотами
вiдносно центрiв мас. Числовi результати стосуються реакцiї двох компланарних кругових включень однакового
розмiру та маси на падiння пружної плоскої нестацiонарної поздовжньої хвилi. Проаналiзовано вплив взаємодiї
включень на їхнi кiнематичнi параметри, а також коефiцiєнти iнтенсивностi динамiчних напружень в їхньому околi.

Методом граничных интегральных уравнений решена трехмерная нестационарная динамическая задача теории
упругости для бесконечной матрицы с множественными жесткими дисковыми включениями. Произвольно распо-
ложенные включения идеально соединены с матрицей, их движение характеризуется поступательными перемеще-
ниями и поворотами относительно центров масс. Численные результаты относятся к реакции двух компланарных
круговых включений одинакового радиуса и массы на падение упругой плоской нестационарной продольной волны.
Проанализировано влияние взаимодействия включений на их кинематические параметры, а также коэффициенты
интенсивности динамических напряжений в их окрестности.

The paper deals with solving of a three-dimensional non-stationary elastodynamic problem for an infinite matrix with
multiple rigid disc-shaped inclusions by the method of boundary integral equations. The arbitrarily located inclusions
are perfectly bonded with a matrix, their motion is characterized by the translations and rotations relative to the mass
centers. The numerical results concern to the reaction of two coplanar penny-shaped inclusions of equal size and mass on
the incidence of elastic plane non-stationary longitudinal wave. The influence of inclusions interaction on their kinematical
parameters, as well as on factors of dynamic stress intensity in their vicinities is analyzed.

ВСТУП

Загальновiдомо, що вивчення поведiнки матри-
чних композитiв при динамiчних навантаженнях
зводиться до задач присутностi множинних вклю-
чень у полi пружних хвиль. При поширеннi в та-
ких структурах нестацiонарних хвиль на початко-
вiй часовiй стадiї можна обiйтися розв’язками вiд-
повiдних задач для поодинокого включення [1 – 5],
однак пiсля приходу дифрагованих хвиль вiд сусi-
днiх включень необхiдно враховувати ефекти вза-
ємодiї розсiювачiв. У двовимiрних постановках не-
стацiонарнi процеси деформування пружних тiл
з системами включень i трiщин дослiджено в ро-
ботах [6 – 8]. Розглянутий ранiше тривимiрний ви-
падок стосується ситуацiї падiння нестацiонарної
пружної хвилi на множиннi сферичнi включен-
ня [9]. Розв’язки тривимiрних задач щодо iнших
форм наповнювачiв, зокрема, важливих з точки
зору концентрацiї нестацiонарних напружень тон-
ких включень, досi у лiтературi не наводились.

У данiй роботi для дослiдження нестацiонарних
коливань дискових жорстких включень у триви-
мiрнiй пружнiй матрицi використано метод гра-
ничних iнтегральних рiвнянь (ГIР), виведених у

часовiй областi. Запропоновано покроковий за ча-
сом алгоритм розв’язування ГIР, що дозволяє пря-
мий (без переходу до трансформант часових iн-
тегральних перетворень) аналiз iнерцiйних явищ
взаємодiї включень. Як результат, отримано часо-
вi залежностi поступальних перемiщень i поворо-
тiв включень, параметрiв концентрацiї напружень
у матрицi при її нестацiонарному хвильовому збу-
реннi.

1. ЗВЕДЕННЯ ЗАДАЧI ДО ГIР

Нехай у безмежнiй iзотропнiй пружнiй матри-
цi мiститься N довiльно розташованих та iдеаль-
но з’єднаних з нею абсолютно жорстких диско-
вих включень нульової товщини з масами Mn

(n=1, N), що займають областi Sn (n=1, N), як
показано на рис. 1. Деформування тiла зумовлю-
ється поширенням у ньому нестацiонарної хвилi з
заданим розподiлом у просторi x й часi t вектора
перемiщень uin.

Вихiдним для аналiзу розсiяного включенням
поля перемiщень u(x, t) у матрицi є рiвняння руху
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у виглядi [10]

c2
1∇(∇ · u) − c2

2∇ × (∇ × u) − ∂2u

∂t2
= 0, (1)

де ∇ – тривимiрний набла-оператор; c2 =
√

G/ρ i

c1 =
√

2(1 − ν)/(1− 2ν)c2 – швидкостi поширення
поперечних i поздовжнiх хвиль; G – модуль зсуву
матерiалу матрицi; ρ – її густина; ν – коефiцiєнт
Пуассона.

Вплив матрицi на включення визначається го-
ловними векторами зусиль P (n) (n=1, N), що дi-
ють на кожну неоднорiднiсть, i моментами Z(n)

(n=1, N) цих зусиль вiдносно їхнiх центрiв мас.
Тодi, пов’язавши з n-им включенням систему ко-

ординат O(n)x
(n)
1 x

(n)
2 x

(n)
3 так, щоб її початок O(n)

збiгався з вiдповiдним центром мас, а вiсь O(n)x
(n)
3

була спрямована перпендикулярно до поверхнi Sn

(див. рис. 1), для опису руху включень як жорс-
тких цiлих матимемо такi диференцiальнi рiвня-
ння вiдносно їхнiх поступальних перемiщень U (n)

(n=1, N) i поворотiв Ω(n) (n=1, N) [11]:

Mn
d2U (n)(t)

dt2
= P (n)(t),

Mn(r(n))2
d2Ω(n)(t)

dt2
= Z(n)(t),

n = 1, N.

(2)

Тут r(n) – вектор радiуса iнерцiї n-го включення.
Iз обмежень на кiнетику включень та неперерв-

ностi перемiщень за перетину областей Sn випли-
вають також крайовi умови:

u(x(n), t) = U (n) + Ω(n) × x(n),

x(n) ∈ Sn ,

n = 1, N.

(3)

Тут i надалi x(n)(x
(n)
1 , x

(n)
2 , x

(n)
3 ) – радiус-вектор

точки в n-iй системi координат. Для точок поверх-

нi Sn слiд враховувати, що x
(n)
3 =0.

Згiдно з принципом суперпозицiї для коректно-
го формулювання початкових умов повне неста-
цiонарне поле перемiщень u у матрицi з системою
включень подамо у виглядi суми

u = uin +
N

∑

k=1

u(k), (4)

Рис. 1. Геометрична схема задачi

в якiй u(k) – перемiщення, викликанi розсiянням
хвиль k-им включенням. Запровадимо вiдлiк часу
з моменту перетину фронту падаючої хвилi котро-
гось iз множини включень та врахуємо описану ви-
ще iнтерпретацiю перемiщень u(n). Тодi початковi
умови на них, а також на поступальнi перемiще-
ння включень i їхнi повороти можна записати у
виглядi

u(n)(x(n), t)|t=0 =
∂u(n)(x(n), t)

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= 0,

U (n)(t)|t=0 =
∂U (n)(t)

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= 0,

Ω(n)(t)|t=0 =
∂Ω(n)(t)

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= 0,

n = 1, N.

(5)

Щоб звести задачу в диференцiальнiй поста-
новцi (1) – (5) до ГIР, скористаємось за аналогi-
єю з випадком поодинокого включення [5] такими

iнтегральними представленнями компонент u
(n)
j
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(j=1, 3) перемiщень u(n):

u
(n)
j (x(n), t) =

1

4πG

{
∫∫

Sn

1

|x(n) − y(n)|×

×
[

−
1

∫

γ

∆σ
(n)
j

(

y(n), t− τ
|x(n) − y(n)|

c2

)

τdτ+

+∆σ
(n)
j

(

y(n), t − |x(n) − y(n)|
c2

)]

dSy+

+

3
∑

i=1

∫∫

Sn

(x
(n)
j − y

(n)
j )(x

(n)
i − y

(n)
i )

|x(n) − y(n)|3 ×

×
[

3

1
∫

γ

∆σ
(n)
i

(

y(n), t − τ
|x(n) − y(n)|

c2

)

τdτ−

−∆σ
(n)
i

(

y(n), t − |x(n) − y(n)|
c2

)

+

+γ2∆σ
(n)
i

(

y(n), t− γ
|x(n) − y(n)|

c2

)]

dSy

}

,

j = 1, 3, n = 1, N.

(6)

Тут ∆σ
(n)
j – невiдомий стрибок напружень на n-

му включеннi у напрямку осi O(n)x
(n)
j . Вiдповiдно

до принципу причинностi, ∆σ
(n)
j (x(n), t)=0, коли

t<0, γ=c2/c1. Запис |x(n)−y(n)| означає вiдстань

мiж точкою поля x(n)(x
(n)
1 , x

(n)
2 , x

(n)
3 ) й точкою iн-

тегрування y(n)(y
(n)
1 , y

(n)
2 , 0).

З фiзичного значення густин ∆σ
(n)
j (j=1, 3) хви-

льових потенцiалiв у формулах (6) випливають

спiввiдношення для компонент P
(n)
j (j=1, 3) го-

ловного вектора зусиль P (n), що передаються вiд

матрицi на n-те включення, й компонент Z
(n)
j

(j=1, 3) вектора моментiв Z(n) цих зусиль:

P
(n)
j (t) = −

∫∫

Sn

∆σ
(n)
j (y(n), t)dSy, j = 1, 3,

Z
(n)
j (t) = (−1)j

∫∫

Sn

y
(n)
3−j ∆σ

(n)
3 (y(n), t)dSy,

j = 1, 2,

Z3(t) =

∫∫

Sn

[

y
(n)
2 ∆σ

(n)
1 (y(n), t)−

−y
(n)
1 ∆σ

(n)
2 (y(n), t)

]

dSy.

(7)

Отже, компоненти перемiщень у матрицi (за до-
помогою спiввiдношень (4) i (6) ) i силовi впливи
на включення як жорсткi цiлi (за допомогою спiв-
вiдношень (7)) виражаються через функцiї стриб-
кiв напружень на поверхнях неоднорiдностей. Для
їх визначення використаємо крайовi умови (3),
взявши до уваги, що компоненти повних перемi-
щень (4) у системi координат, зв’язанiй з n-м вклю-
ченням, мають вигляд

uj(x
(n), t) = uin

j (x(n), t)+

+
N

∑

k=1

[

u
(k)
1 (x(kn), t)×

×(l
(kn)
1 δ1j + m

(kn)
1 δ2j + p

(kn)
1 δ3j)+

+u
(k)
2 (x(kn), t)×

×(l
(kn)
2 δ1j + m

(kn)
2 δ2j + p

(kn)
2 δ3j)+

+u
(k)
3 (x(kn), t)×

×(l
(kn)
3 δ1j + m

(kn)
3 δ2j + p

(kn)
3 δ3j)

]

.

(8)

Тут δij – символ Кронекера; l
(kn)
j , m

(kn)
j , p

(kn)
j –

напрямнi косинуси орта осi O(k)x
(k)
j у n-iй си-

стемi координат, x(kn)(x
(kn)
1 , x

(kn)
2 , x

(kn)
3 ) – радiус-

вектор точки x(n) у k-iй системi координат. Тодi
x(kn)=O(k)O(n)+x(n).

Пiдставивши вирази для перемiщень (8) зi скла-
довими (6) у записанi покомпонентно крайовi умо-
ви (3), прийдемо до такої системи 3N ГIР типу
хвильового потенцiалу вiдносно функцiй стрибкiв
напружень на включеннях, їхнiх поступальних пе-
ремiщень та поворотiв:

∫∫

Sn

b
|x(n)−y

(n)|
1 [∆σ

(n)
3 (y(n), t)]

|x(n) − y(n)| dSy+

+

N
∑

k=1

(1 − δkn)×

×
3

∑

i=1

∫∫

Sk

K
x

(kn),y(k)

3i [∆σ
(k)
i (y(k), t)]

|x(kn) − y(k)|3 dSy =

= 4πG[−uin
3 (x(n), t) + U

(n)
3 (t)−

−Ω
(n)
2 (t)x

(n)
1 + Ω

(n)
1 (t)x

(n)
2 ],

x(n) ∈ Sn, n = 1, N,

(9a)
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∫∫

Sn

1

|x(n) − y(n)|×

×
{

b
|x(n)−y

(n)|
1 [∆σ

(n)
j (y(n), t)]+

+
(x

(n)
1 − y

(n)
1 )(x

(n)
2 − y

(n)
2 )

|x(n) − y(n)|2 ×

×b
|x(n)−y

(n)|
2 [∆σ

(n)
3−j(y

(n), t)]+

+
(x

(n)
j − y

(n)
j )2

|x(n) − y(n)|2×

×b
|x(n)−y

(n)|
2 [∆σ

(n)
j (y(n), t)]

}

dSy+

+

N
∑

k=1

(1 − δkn)×

×
3

∑

i=1

∫∫

Sk

K
x

(kn) ,y(k)

ji [∆σ
(k)
i (y(k), t)]

|x(kn) − y(k)|3 dSy =

= 4πG[−uin
j (x(n), t) + U

(n)
j (t)+

+(−1)jΩ
(n)
3 (t)x

(n)
3−j],

x(n) ∈ Sn, j = 1, 2, n = 1, N.

(9b)

Тут U
(n)
j (j=1, 3) i Ω

(n)
j (j =1, 3) – компонен-

ти векторiв поступального перемiщення й поворо-

ту n-го включення вiдповiдно. Оператори b
|x−y|
j в

iнтегралах зi слабкою особливiстю такi ж, як i у
ГIР для поодинокого включення [5], та дiють на
функцiю ∆σ за законом часового запiзнення:

b
|x(n)−y

(n)|
j [∆σ

(n)
i (y(n), t)] =

= b1j

1
∫

γ

∆σ
(n)
i

(

y(n), t− τ
|x(n) − y(n)|

c2

)

τ dτ+

+b2j∆σ
(n)
i

(

y(n), t− |x(n) − y(n)|
c2

)

+

+b3j∆σ
(n)
i

(

y(n), t − γ
|x(n) − y(n)|

c2

)

,

j = 1, 2, i = 1, 3,

(10)

b11 = −1, b21 = 1, b31 = 0,

b12 = 3, b22 = −1, b32 = γ2.

Оператори K
x,y
ji в рештi регулярних (бо

x(kn) 6=y(k)) iнтегралiв, якi описують взаємодiю
включень, визначаються спiввiдношеннями

K
x

(kn) ,y(k)

ji [∆σ
(k)
i (y(k), t)] =

= K
(kn)
1ji (x(kn), y(k))×

×
1

∫

γ

∆σ
(k)
i

(

y(k), t− τ
|x(kn) − y(k)|

c2

)

τdτ+

+K
(kn)
2ji (x(kn), y(k))×

×∆σ
(k)
i

(

y(k), t − |x(kn)−y
(k)|

c2

)

+

+K
(kn)
3ji (x(kn), y(k))×

×∆σ
(k)
i

(

y(k), t − γ
|x(kn)−y

(k)|
c2

)

,

(11)

де

K
(kn)
1ji (x(kn), y(k)) =

= −(l
(kn)
i δ1j + m

(kn)
i δ2j + p

(kn)
i δ3j)|x(kn) − y(k)|2+

+3K̃
(kn)
ji (x(kn), y(k)),

K
(kn)
2ji (x(kn), y(k)) =

= (l
(kn)
i δ1j + m

(kn)
i δ2j + p

(kn)
i δ3j)|x(kn) − y(k)|2−

−K̃
(kn)
ji (x(kn), y(k)),

K
(kn)
3ji (x(kn), y(k)) = γ2K̃

(kn)
ji (x(kn), y(k)),

K̃
(kn)
ji (x(kn), y(k)) =

=
[

(x
(kn)
1 − y

(k)
1 )δ1i + (x

(kn)
2 − y

(k)
2 )δ2i + x

(kn)
3 δ3i

]

×

×
[

(l
(kn)
1 δ1j + m

(kn)
1 δ2j + p

(kn)
1 δ3j)(x

(kn)
1 − y

(k)
1 )+

+(l
(kn)
2 δ1j + m

(kn)
2 δ2j + p

(kn)
2 δ3j)(x

(kn)
2 − y

(k)
2 )+

+(l
(kn)
3 δ1j + m

(kn)
3 δ2j + p

(kn)
3 δ3j)x

(kn)
3

]

.
(12)

ГIР задачi значно спрощуються для розташова-
них в однiй площинi (компланарних) включень.
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Тодi, поклавши у виразах (11) i (12) l
(kn)
j =δ1j ,

m
(kn)
j =δ2j , p

(kn)
j = δ3j, x

(kn)
3 =0, з (9a), (9b) отри-

маємо розщеплену систему N ГIР антисиметри-

чної задачi стосовно стрибкiв напружень ∆σ
(n)
3

(n=1, N) у виглядi

N
∑

k=1

∫∫

Sk

b
|x(kn)−y

(k)|
1 [∆σ

(k)
3 (y(k), t)]

|x(kn) − y(k)| dSy =

= 4πG[−uin
3 (x(n), t) + U

(n)
3 (t)−

−Ω
(n)
2 (t)x

(n)
1 + Ω

(n)
1 (t)x

(n)
2 ],

x(n) ∈ Sn, n = 1, N

(13)

й систему 2N ГIР симетричної задачi стосовно

стрибкiв напружень ∆σ
(n)
j (j=1, 2, n=1, N) у ви-

глядi

N
∑

k=1

∫∫

Sk

1

|x(kn) − y(k)|

{

b
|x(kn)−y

(k)|
1 ×

×[∆σ
(k)
j (y(k), t)]+

+
(x

(kn)
1 − y

(k)
1 )(x

(kn)
2 − y

(k)
2 )

|x(kn) − y(k)|2 b
|x(kn)−y

(k)|
2 ×

×[∆σ
(k)
3−j(y

(k), t)]+

+
(x

(kn)
j − y

(k)
j )

2

|x(kn) − y(k)|2 b
|x(kn)−y

(k)|
2 ×

×[∆σ
(k)
j (y(k), t)]

}

dSy =

= 4πG[−uin
j (x(n), t) + U

(n)
j (t)+

+(−1)jΩ
(n)
3 (t)x

(n)
3−j],

x(n) ∈ Sn, j = 1, 2, n = 1, N.

(14)

ГIР (10) або (13) i (14) замикаються 6N дифе-
ренцiальними рiвняннями (2) у скалярнiй формi,
якi з урахуванням спiввiдношень (7) приймають

такий вигляд:

Mn

d2U
(n)
j (t)

dt2
= −

∫∫

Sn

∆σ
(n)
j (y(n), t)dSy,

j = 1, 3, n = 1, N ;

Mn(r
(n)
j )2

d2Ω
(n)
j (t)

dt2
=

= (−1)j

∫∫

Sn

y
(n)
3−j∆σ

(n)
3 (y(n), t)dSy,

j = 1, 2, n = 1, N ;

Mn(r
(n)
3 )

2 d2Ω
(n)
3 (t)

dt2
=

=

∫∫

Sn

[y
(n)
2 ∆σ

(n)
1 (y(n), t)−

−y
(n)
1 ∆σ

(n)
2 (y(n), t)]dSy,

n = 1, N,

(15)

де r
(n)
j – радiус iнерцiї n-го включення вiдносно осi

O(n)x
(n)
j . До хвильових рiвнянь (15) слiд долучити

також початковi умови на поступальнi перемiще-
ння включень i їхнi повороти (5).

У виведених ГIР точно фiксується як момент на-
стання взаємодiї включень пiсля приходу в акту-
альне включення дифрагованих поздовжнiх хвиль
вiд сусiднiх включень (до цього у ГIР ядра впли-
ву включень одне на одне дорiвнюють нулевi), так
i максимальне запiзнення у часовому аргументi
шуканих функцiй, необхiдне поперечнiй хвилi для
пробiгу вiдстанi мiж найбiльш вiддаленими точка-
ми на системi включень.

2. РЕГУЛЯРИЗАЦIЯ I ПОКРОКОВА ДИС-

КРЕТИЗАЦIЯ ГIР

Для спрощення опису числового алгоритму
розв’язування отриманих ГIР розглянемо антиси-
метричну задачу, коли у нестацiонарнiй хвилi збу-
рення тiла з компланарними включеннями вiдмiн-
ною вiд нуля буде лише компонента перемiщень

uin
3 . Тодi також маємо ∆σ

(n)
j =0, U

(n)
j =0, Ω

(n)
3 =0,

(j=1, 2, n=1, N). Полярну особливiсть у системi
N ГIР (13) вiдносно решти невiдомих видiляємо
шляхом тотожного перетворення складникiв суми
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з номером k=n iз залученням iнтегралiв з ньюто-
нiвським (статичним) ядром:

A

∫∫

Sn

∆σ
(n)
3 (y(n), t)

|x(n) − y(n)| dSy+

+

∫∫

Sn

1

|x(n) − y(n)|×

×
{

b
|x(n)−y

(n)|
1 [∆σ

(n)
3 (y(n), t)]−

−A∆σ
(n)
3 (y(n), t)

}

dSy+

+
N

∑

k=1

(1 − δkn)×

×
∫∫

Sk

b
|x(kn)−y

(k)|
1 [∆σ

(k)
3 (y(k), t)]

|x(kn) − y(k)| dSy =

= 4πG[−uin
3 (x(n), t) + U

(n)
3 (t)−

−Ω
(n)
2 (t)x

(n)
1 + Ω

(n)
1 (t)x

(n)
2 ],

x(n) ∈ Sn, n = 1, N, A =
1 + γ2

2
.

(16)

Другий iнтеграл у лiвiй частинi рiвнянь (16) – ре-
гулярний, у чому легко переконатись, проаналi-
зувавши пiдiнтегральну функцiю при y(n)→x(n).
Тому у ньому iнтегрувати з достатньою точнiстю
можна по областi S0

n, утворенiй видаленням з Sn

малого околу точки джерела x(n). Iнтеграли пiд
знаком суми також будуть регулярними через те,
що у них точки iнтегрування та джерела не збiга-
ються внаслiдок розташування на поверхнях рiз-
них включень. Щодо характеристичної частини
рiвнянь (16), то вона мiстить полярну особливiсть
i, вiдповiдно до встановленої структури розв’яз-
ку рiвнянь з такими ядрами, регламентує подання
шуканих функцiй для кругових дискових вклю-
чень з радiусами an (n=1, N) у виглядi

∆σ
(n)
3 (x(n), t) =

α
(n)
3 (x(n), t)

√

a2
n −

(

x
(n)
1

)2 −
(

x
(n)
2

)2
,

x(n) ∈ Sn, n = 1, N,

(17)

де α
(n)
3 (n=1, N) – новi невiдомi обмеженi функцiї.

Пiдставивши представлення (17) у рiвнян-
ня (16), отримаємо iнтегральнi рiвняння з поляр-
ними особливостями у точцi джерела x(n) i коре-
невими особливостями на контурах областей iн-

тегрування Sk (k=1, N). Тому перший етап регу-
ляризацiї ГIР (16) передбачає iнтерпретацiю їхнiх
слабосингулярних iнтегралiв у сенсi

∫∫

Sn

α
(n)
3 (y(n), t)dSy

√

a2
n − (y

(n)
1 )2 − (y

(n)
2 )2 |x(n) − y(n)|

=

= π2α
(n)
3 (x(n), t)+

+

∫∫

S0
n

[α
(n)
3 (y(n), t) − α

(n)
3 (x(n), t)]dSy

√

a2
n − (y

(n)
1 )2 − (y

(n)
2 )2 |x(n) − y(n)|

,

x(n) ∈ Sn, n = 1, N,

(18)

де використано точнi значення [12]

∫∫

Sn

dSy
√

a2
n−(y

(n)
1 )2−(y

(n)
2 )2 |x(n)−y(n)|

=π2,

x(n) ∈ S, n = 1, N.

(19)

Наступний етап регуляризацiї базується на за-
мiнi змiнних

x
(n)
1 = an sin ξ

(n)
1 cos ξ

(n)
2 ,

x
(n)
2 = an sin ξ

(n)
1 sin ξ

(n)
2 ,

y
(n)
1 = an sin η

(n)
1 cos η

(n)
2 ,

y
(n)
2 = an sinη

(n)
1 sin η

(n)
2 ,

n = 1, N,

(20)

де ξ(n)(ξ
(n)
1 , ξ

(n)
2 ), η(n)(η

(n)
1 , η

(n)
2 ) – новi змiннi. За-

мiною (20) кругова область Sn розташування
n-го включення вiдображається на прямокутну
область

S̃n : {0 ≤ ξ
(n)
1 , η

(n)
1 ≤ π/2; 0 ≤ ξ

(n)
2 , η

(n)
2 ≤ 2π}.

При цьому якобiаном перетворення усувається ко-
ренева особливiсть на контурi iнтегрування по

областi S̃n, коли η
(n)
1 =π/2.

Застосувавши перетворення (18), (20) у рiвня-
ннях (16), отримаємо їхнi регулярнi аналоги. Ра-
зом з диференцiальними рiвняннями руху включе-
ння (15) вони формують таку систему 4N рiвнянь
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антисиметричної задачi:

fn(ξ(n))α̃
(n)
3 (ξ(n), t) +

∫∫

S̃0
n

an sin η
(n)
1

wnn(ξ(n), η(n))
×

×b
wnn(ξ(n),η(n))
1 [α̃

(n)
3 (η(n), t)]dSη+

+

N
∑

k=1

(1 − δkn)

∫∫

S̃k

ak sin η
(k)
1

wkn(ξ(n), η(k))
×

×b
wkn(ξ(n),η(k))
1 [α̃

(k)
3 (η(k), t)]dSη−

−4πG[U
(n)
3 (t) + an sin ξ

(n)
1 sin ξ

(n)
2 Ω

(n)
2 (t)−

−an sin ξ
(n)
1 cos ξ

(n)
2 Ω

(n)
1 (t)] =

= −4πGũin
3 (ξ(n), t),

an

∫∫

S̃n

α̃
(n)
3 (η(n), t) sin η

(n)
1 dSη+

+Mn
d2U

(n)
3 (t)

dt2
= 0,

∫∫

S̃n

α̃
(n)
3 (η(n), t) sin2 η

(n)
1 ×

×(δj1 sin η
(n)
2 − δj2 cos η

(n)
2 )dSη+

+
1

4
Mn

d2Ω
(n)
j (t)

dt2
= 0,

ξ(n) ∈ S̃n, j = 1, 2, n = 1, N.

(21)

Тут врахованi значення радiусiв iнерцiї включень

r
(n)
1 =r

(n)
2 =an/2 (n=1, N), де S̃0

n – вiдображення
областi S0

n внаслiдок замiни (20) (в областi S̃0
n точ-

ки ξ(n) i η(n) не збiгаються). Також введено позна-
чення:

α̃
(n)
3 (ξ(n), t) = α

(n)
3 (x(n), t)

∣

∣

∣

∣

∣ x
(n)
1 =an sin ξ

(n)
1 cos ξ

(n)
2 ;

x
(n)
2 =an sin ξ

(n)
1 sin ξ

(n)
2 ,

ũin
3 (ξ(n), t) = uin

3 (x(n), t)

∣

∣

∣

∣

∣ x
(n)
1 =an sin ξ

(n)
1 cos ξ

(n)
2 ;

x
(n)
2 =an sin ξ

(n)
1 sin ξ

(n)
2 ,

fn(ξ(n)) = A






π2 −

∫∫

S̃0
n

an sinη
(n)
1

wnn(ξ(n), η(n))
dSη






,

wkn(ξ(n), η(k)) = |x(kn)−y(k)|
∣

∣

∣

∣

∣

x
(n)
1 =an sin ξ

(n)
1 cos ξ

(n)
2 ,

y
(k)
1 =ak sin η

(k)
1 cosη

(k)
2 ;

x
(n)
2 =an sin ξ

(n)
1 sin ξ

(n)
2 ,

y
(k)
2 =ak sin η

(k)
1 sin η

(k)
2 ,

Щоб дискретизувати рiвняння (21), рiвномiр-
но роздiлимо кожну з областей S̃n (n=1, N)
на Q прямокутних елементiв S̃nq (q=1, Q,

S̃n = S̃n1

⋃

S̃n2 . . .
⋃

S̃nQ). Актуальний часовий
iнтервал [0, T ] роздiлимо на K пiдiнтервалiв
однакової тривалостi ∆t. Тодi tr =r∆t означатиме

час на r-му часовому кроцi. Шуканi функцiї α̃
(n)
3

апроксимуємо у просторi й часi так:

α̃
(n)
3 (ξ(n), t) =

Q
∑

q=1

K
∑

r=1

α̃
(n)
3qrθ

(n)
q (ξ(n))ϑr(t),

n = 1, N.

(22)

Тут α̃
(n)
3qr – значення функцiї α̃

(n)
3 у точцi

ξ
(n)
q (ξ

(n)
1q , ξ

(n)
2q ) посерединi q-го елемента S̃nq у мо-

мент часу tr =r∆t; θ
(n)
q i ϑr – заданi iнтерполюючi

функцiї, якi задовольняють умови θ
(n)
q (ξ

(n)
i )=δqi,

ϑr(tj)=δrj . Решта невiдомих функцiй, тобто U
(n)
3 ,

Ω
(n)
j (j=1, 2, n=1, N), залежать виключно вiд ча-

сової координати. Нехай U
(n)
3r , Ω

(n)
jr – значення цих

функцiй у момент часу tr. З урахуванням цих по-
значень рiзницева схема апроксимацiї прискорень
матиме вигляд

d2U
(n)
3

dt2

∣

∣

∣

∣

t=tr

=
U

(n)
3r − 2U

(n)
3(r−1) + U

(n)
3(r−2)

(∆t)2
,

d2Ω
(n)
j

dt2

∣

∣

∣

∣

t=tr

=
Ω

(n)
jr − 2Ω

(n)
j(r−1)

+ Ω
(n)
j(r−2)

(
∆t)2 ,

j = 1, 2, n = 1, N.
(23)

Пiдставивши спiввiдношення (22), (23) у рiвня-
ння (21) й задовольнивши їх колокацiйно у точках
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ξ
(n)
q (q=1, Q, n=1, N) на кожному часовому кро-

цi, прийдемо до рекурентної за часовим iндексом
r системи N(Q+3) лiнiйних алгебричних рiвнянь:

Q
∑

i=1

[

h
(n)
qirrα̃

(n)
3ir +

N
∑

k=1

(1 − δkn)b
(kn)
qirr α̃

(k)
3ir

]

−

−4πG[U
(n)
3r +an sin ξ1q sin ξ2qΩ

(n)
1r −

−an sin ξ1q cos ξ2qΩ
(n)
2r ]=−4πGũin

3 (ξ(n)
q , tr)−

−
Q

∑

i=1

r−1
∑

l=1

[

h
(n)
qirlα̃

(n)
3il +

N
∑

k=1

(1 − δkn)b
(kn)
qirl α̃

(k)
3il

]

,

Q
∑

i=1

c
(n)
i α̃

(n)
3ir+

Mn

an(∆t)2
U

(n)
3r =

=
Mn

an(∆t)2
(2U

(n)
3(r−1)−U

(n)
3(r−2)),

Q
∑

i=1

c
(n)
ji α̃

(n)
3ir+

Mn

4(∆t)2
Ω

(n)
jr =

=
Mn

4(∆t)2
(2Ω

(n)
j(r−1) − Ω

(n)
j(r−2)),

j = 1, 2, q = 1, Q, n = 1, N, r = 1, K.

(24)

Тут коефiцiєнти h
(n)
qirl, b

(kn)
qirl , c

(n)
i , c

(n)
ji заданi так:

h
(n)
qirl = f3(ξ

(n)
q )δqiδrl+

+an

∫∫

S̃0
nq

sin η
(n)
1

wnn(ξ
(n)
q , η(n))

θ
(n)
i (η(n))×

×
{

b
wnn(ξ(n)

q ,η(n))

1 [ϑl(t)]

}
∣

∣

∣

∣

t=tr

dSη,

b
(kn)
qirl = ak

∫∫

S̃k

sin η
(k)
1

wkn(ξ
(n)
q , η(k))

θ
(k)
i (η(k))×

×
{

b
wkn(ξ(n)

q ,η(k))

1 [ϑl(t)]

}
∣

∣

∣

∣

t=tr

dSη,

c
(n)
i =

∫∫

S̃n

θ
(n)
i (η(n)) sin η

(n)
1 dSη,

c
(n)
ji =

∫∫

S̃n

θ
(n)
i (η(n))sin2η

(n)
1 ×

×(δ1j sin η
(n)
2 − δ2jcosη

(n)
2 )dSη.

(25)

У спiввiдношеннях (25) двозв’язнi областi iнтегру-
вання S̃0

nq визначаються як S̃0
nq = S̃n\S̃nq (n=1, N,

q=1, Q).
Покроково нарощуючи час i розв’язуючи на

кожному кроцi систему рiвнянь (24) з ураху-
ванням нульових початкових умов на першо-
му кроцi, отримуємо часовi залежностi фун-

кцiй α̃
(n)
3 (n=1, N) у вузлових точках областей

S̃n (n=1, N), а також функцiй U
(n)
3 , Ω

(n)
1 , Ω

(n)
2

(n=1, N). Важливо, що обсяг обчислень стабiлiзу-
ється з моменту t>D/c2, де D – вiдстань мiж най-
бiльш вiддаленими точками на розглянутiй мно-
жинi включень, адже з причинних спiввiдношень

в операторi b
wkn

1 (ξ
(n)
q , η(k)) випливає, що h

(n)
qirl =0,

b
(kn)
qirl =0 для tr−D/c2≥ tl+1. Далi запропонований

алгоритм реалiзуємо за допомогою кусково-сталої
просторової та лiнiйної часової апроксимацiї шу-
каних величин:

θ
(n)
q (ξ(n)) =







1, ξ(n) ∈ S̃nq;

0, ξ(n) /∈ S̃nq,
n = 1, N,

ϑr(t) =















1 − |t − r∆t|
∆t

, |t− r∆t| ≤ ∆t;

0, |t− r∆t| > ∆t.

(26)

Окрiм описаних вище параметрiв, важливими
характеристиками напружень в околi включень є
коефiцiєнти їхньої iнтенсивностi [13]. Зокрема, у
випадку антисиметричної задачi коефiцiєнт iнтен-
сивностi динамiчних напружень (КIДН) попереч-

ного зсуву K
(n)
2 для n-го включення пов’язаний iз

розв’язком ГIР (21) формулою

K
(n)
2 (ϕ(n), t) = − 1

4(1 − ν)
√

an
×

×α̃
(n)
3 (ξ(n), t)

∣

∣

∣

∣

∣ ξ
(n)
1 =π/2;

ξ
(n)
2 =ϕ(n),

(27)

де ϕ(n) – кутова координата точки контура n-го
включення.

3. ЧИСЛОВI РЕЗУЛЬТАТИ

Як приклад розглянемо антисиметричну задачу
нестацiонарної взаємодiї у пружнiй матрицi двох
кругових жорстких включень однакового радiу-
са a1 =a2 =a та маси M1 =M2 =20ρa3, розташова-

них в однiй площинi x
(1)
3 =x

(2)
3 =x3 =0 на вiдстанi d

мiж центрами по лiнiї однаково спрямованих осей

O(2)x
(2)
1 i O(2)x

(2)
1 . Нестацiонарне збурення викли-

кається плоскою поздовжньою пружною хвилею з
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Рис. 2. Залежностi вiдносних поступальних
перемiщень включень вiд безрозмiрного часу

для рiзних вiдстаней мiж взаємодiючими об’єктами:
1 – d=2.2a; 2 – d=2.8a; 3 – d=3.4a;

4 – d=∞ (поодиноке включення);

штрихова – вiдноснi перемiщення
у падаючiй на включення хвилi

перпендикулярним до включень напрямком падi-
ння, однаковим часом t=0 набiгу на включенння
й таким розподiлом у нiй перемiщень:

uin
3 (x, t)

U
=























(c1t−x3)
2(c1t−x3−2c1t∗)

2

(c1t∗)4
,

c1t−x3≤c1t∗;

1, c1t−x3 >c1t∗.

(28)

Тут t∗=2a/c2 – час виходу хвилi на стацiонар-
ний режим зi сталим перемiщенням U =const.
При збуреннi (28) обидва включення перебу-
вають в однакових умовах, звiдки природно

випливає U
(1)
3 =U

(2)
3 , Ω

(1)
1 =Ω

(2)
1 =0, Ω

(1)
2 =−Ω

(2)
2 ,

K
(1)
2 (ϕ(1), t)=K

(2)
2 (π−ϕ(2), t).

В алгоритмi дискретизацiї ГIР (24), (25) викори-
стовувались розбиття кожної з областей S̃1 i S̃2 на
264 прямокутнi елементи з довжинами сторiн π/22
та π/12, часовий прирiст вибирали як ∆t=0.2a/c2,
коефiцiєнт Пуассона матричного матерiалу при-
рiвнювали до 0.3.

Для узагальненого аналiзу розраховува-
ли вiдноснi величини – поступальнi пере-

мiщення включень Ū =U
(1)
3 /U , їхнi поворо-

ти Ω̄=Ω
(1)
2 a/U й КIДН поперечного зсуву

K̄=4(1 − ν)
√

aK
(1)
2 /(GU) у найближчiй до су-

сiднього включення точцi контуру як функцiї
безрозмiрного часу t̄= t/t∗. Для виявлення

Рис. 3. Залежностi вiдносних кутiв
поворотiв включень вiд безрозмiрного часу

для рiзних вiдстаней мiж взаємодiючими об’єктами:
1 – d=2.2a; 2 – d=2.8a; 3 – d=3.4a;

4 – d=∞ (поодиноке включення)

ефектiв динамiчної взаємодiї включень дода-
тково наводились результати для поодинокого
розсiювача такої ж хвилi.

Характерною ознакою часових залежностей по-
ступальних перемiщень (рис. 2), кутiв поворотiв
(рис. 3) та КIДН (рис. 4) системи включень є осци-
ляцiя цих величин (для кутiв поворотiв та КIДН
спостерiгається також змiна знаку) зi загасанням
пiкiв осциляцiй та наближенням до тривiальних
статичних значень Ū =1, Ω̄=0, K̄ =0 з плином ча-
су. На початковому часовому iнтервалi (до при-
ходу поздовжньої пружної хвилi вiд сусiднього
включення) кривi для поодинокого розсiювача й
системи розсiювачiв збiгаються, що узгоджується
з умовами причинностi. У подальшому пiковi по-
ступальнi перемiщеня взаємодiючих включень ви-
являються меншими, у порiвняннi з випадком по-
одинокого включення. Це ж стосується КIДН, за
виключенням першого вiд’ємного пiку для бiльш
вiддалених включень. Зi зменшенням вiдстанi мiж
включеннями пiковi значення кутiв їх поворотiв
зростають. Така кiнетика включень (пiдвищення
“ступеня свободи” їх руху) сприяє розтягуванню
часового iнтервалу мiж пiками КIДН, а вiдтак
плавнiшiй поведiнцi КIДН у часi.

ВИСНОВКИ

1. Гранично-iнтегральне формулювання три-
вимiрних задач поширення нестацiонарних
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пружних хвиль у матрицi з системою жорс-
тких дискових включень у часовiй областi
грунтується на принципi суперпозицiї, коли
iнтегральнi представлення загальних перемi-
щень утворюються складовими, якi вiдповiд-
ають розсiянню пружних хвиль на кожно-
му окремому наповнювачi. Так, отримано ГIР
з полярними ядрами хвильового потенцiалу
вiдносно переданих на включення зусиль як
функцiй часу, де у ролi вiльних членiв вхо-
дять також нестацiонарнi поступальнi перемi-
щення й повороти включень. Замкнутiсть си-
стеми рiвнянь досягається приєднанням до неї
рiвнянь руху включень як жорстких цiлих. В
основi покрокового за часом розв’язання за-
дач лежить рекурентнiсть дискретних анало-
гiв ГIР, яка є результатом запiзнення у ча-
совому аргументi шуканих функцiй. З обме-
женостi цього запiзнення часом пробiгу попе-
речною пружною хвилею вiдстанi мiж най-
бiльш вiддаленими точками на розглянуто-
му конгломератi включень випливає стабiлi-
зацiя тривалостi обчислень вказаним методом
iз просуванням углиб часової координати.

2. За допомогою числового аналiзу виявлено
ефект демпфiрування нестацiонарних коли-
вань компланарних дискових включень при
падiннi плоскої пружної поздовжньої хвилi
внаслiдок їхнього сусiдства. Урахування не-
стацiонарної взаємодiї близько розташованих
включень призводить також до бiльш моно-
тонного характеру часової залежностi й змен-
шення пiкiв КIДН в околi включень. Отже, за
рахунок наповнення матрицi бiльшою кiлькi-
стю жорстких дискових включень можна до-
сягти зменшення динамiчної деформативностi
структури без втрати мiцнiсних властивостей.
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