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Äîñë³äæåíî äèíàì³÷íó ìîäåëü Áðþñåëÿòîðà ç ÷àñîâèìè äðîáîâèìè ïîõ³äíèìè. 
Àíàë³òè÷íî ïðîâåäåíî ñïåêòðàëüíèé àíàë³ç ³ ïîêàçàíî ìîæëèâ³ñòü ðåàë³çàö³¿ 
ð³çíèõ òèï³â á³ôóðêàö³¿, âêëþ÷àþ÷è íîâèé òèï êîìïëåêñíî¿ á³ôóðêàö³¿, äëÿ 
ö³º¿ ìîäåë³. Çà äîïîìîãîþ êîìï’þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ ï³äòâåðäæåíî ðåçóëü-
òàòè ë³í³éíî¿ òåîð³¿ ³ ïðîäåìîíñòðîâàíî îñîáëèâîñò³ ð³çíîãî òèïó á³ôóðêà-
ö³é. Ïîêàçàíî, ùî òàêà ñèñòåìà ìîæå áóòè íåñò³éêîþ â øèðîêîìó ä³àïàçîí³ 
çì³íè ïîðÿäêó äðîáîâèõ ïîõ³äíèõ. Âèÿâëåíî, ùî âíàñë³äîê íåñò³éêîñò³ â ñèñ-
òåì³ ìîæóòü âèíèêàòè ÿê³ñíî ð³çí³ òèïè êîëèâíèõ ðîçâ’ÿçê³â.  

 
  Â îñòàíí³ ðîêè âèâ÷åííÿ äðîáîâî¿ äèôóç³¿ âèêëèêàº çíà÷íèé ³íòåðåñ ÿê 
ç òåîðåòè÷íî¿, òàê ³ ç ïðèêëàäíî¿ òî÷îê çîðó [20, 22, 28, 29, 34, 35]. Öåé ³í-
òåðåñ âèêëèêàíèé ñïðîáàìè çðîçóì³òè ÿâèùà ó ôðàêòàëüíèõ ³ íåðåãóëÿð-
íèõ ñèñòåìàõ ïðèðîäè. Äðîáîâ³ ïîõ³äí³ âæå øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ 
îïèñó ãðàíóëüîâàíèõ ³ ïîðèñòèõ ñåðåäîâèù [2, 30], ðîñòó ïóõëèí â îðãàí³ç-
ìàõ [15], ïðîöåñ³â ó ì³æêë³òèííîìó ñåðåäîâèù³ æèâèõ òêàíèí [14], ïîë³-
ìåðàõ [1, 3], àìîðôíèõ íàï³âïðîâ³äíèêàõ [29] ³ ò. ï. Íà ñó÷àñíîìó åòàï³ ðîç-
âèòêó íàóêè â÷åí³ âñå á³ëüøå ïåðåêîíóþòüñÿ, ùî ðåàëüí³ ïðîöåñè â ïðèðîä³ 
ìàþòü äðîáîâèé õàðàêòåð [23–33]. ² õî÷à â á³ëüøîñò³ ç íèõ ñòåï³íü àíîìàëü-
íîñò³ ñóòòºâî íå â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä îäèíèö³, ïðîòå ðÿä òàêèõ ñêëàäíèõ ñèñ-
òåì, ÿê æèâ³ òêàíèíè, ñêëàäí³ êîìïîçèòí³ ÷è àìîðôí³ ìàòåð³àëè, âèìàãàº 
âèâ÷åííÿ ìîäåëåé, â ÿêèõ ñë³ä âðàõîâóâàòè ñóòòºâó àíîìàëüí³ñòü äèôóç³¿. 
Ó çâ’ÿçêó ç öèì âàæëèâå çíà÷åííÿ ìàº äîñë³äæåííÿ ñèñòåì ðåàêö³¿-äèôó-
ç³¿, ÿê³ â îñòàíí³ äåñÿòèë³òòÿ ÿê³ñíî çì³íèëè ðîçóì³ííÿ ñêëàäíèõ íåë³í³éíèõ 
ÿâèù ïðèðîäè [3, 16, 24]. Îäí³ºþ ç íàéâ³äîì³øèõ ñèñòåì òàêîãî òèïó º êëà-
ñè÷íà ìîäåëü Áðþñåëÿòîðà, íà îñíîâ³ ÿêî¿ âäàëîñÿ ïîÿñíèòè ñêëàäí³ íåë³-
í³éí³ äèíàì³÷í³ ïðîöåñè â õ³ì³÷íèõ ðåàêö³ÿõ [3, 16, 24]. Öÿ ìîäåëü íå âòðà-
÷àº ñâîº¿ àêòóàëüíîñò³ ïðîòÿãîì òðèâàëîãî ÷àñó ³ äîçâîëÿº ÿê òåîðåòè÷íî, 
òàê ³ ç äîïîìîãîþ êîìï’þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ ïîÿñíþâàòè á³ëüø³ñòü åêñïå-
ðèìåíòàëüíèõ äîñë³äæåíü íåë³í³éíî¿ äèíàì³êè â õ³ì³÷íèõ ðåàêö³ÿõ [31]. 
Á³ëüø òîãî, ³íòåðåñ äî íåð³âíîâàæíèõ ñòðóêòóð ó õ³ì³÷íèõ ðåàêö³ÿõ îñòàí-
í³ì ÷àñîì çíîâó ïî÷àâ ³íòåíñèâíî çðîñòàòè, îñê³ëüêè åêñïåðèìåíòàëüíî áó-
ëî âèÿâëåíî ô³ç³îëîã³÷íî çíà÷èì³ õ³ì³÷í³ õâèë³ â òàêèõ ñêëàäíèõ ³ âàæëè-
âèõ ñèñòåìàõ, ÿê æèâ³ êë³òèíè ³ òêàíèíè [12, 17, 25], äå äèôóç³ÿ ìàº ñóòòºâî 
àíîìàëüíó ïðèðîäó. 

Ïðîòÿãîì îñòàíí³õ ðîê³â áóëî îïóáë³êîâàíî ðÿä ðîá³ò ïðèñâÿ÷åíèõ äðî-
áîâèì ñèñòåìàì [7–10, 13, 18, 19] ³, çîêðåìà, ìîäåë³ Áðþñåëÿòîðà [6, 10, 13, 
32]. Ïðîòå â íèõ ïðîàíàë³çîâàíî äðîáîâó ñèñòåìó òî÷êîâîãî òèïó òà ñèñòåìó 
ç ñóïåðäèôóç³ºþ, äå ðîçãëÿäàºòüñÿ äðîáîâèé îïåðàòîð çà ïðîñòîðîâîþ çì³í-
íîþ. Ó ö³é ñòàòò³ ïðîàíàë³çóºìî óìîâè íåñò³éêîñò³ òà ìîæëèâ³ á³ôóðêàö³¿ â 
ìîäåë³ Áðþñåëÿòîðà ç ÷àñîâèìè äðîáîâèìè ïîõ³äíèìè [9], ð³âíÿííÿ ÿêî¿ çà-
ëåæíî â³ä ïîðÿäêó äðîáîâî¿ ïîõ³äíî¿ îïèñóþòü ñóáäèôóç³éí³ òà ñóáêîëèâí³ 
ïðîöåñè. Íà íàøó äóìêó, çàïðîïîíîâàíà ðîáîòà ðàçîì ç³ çãàäàíèìè âèùå 
áóäå ñïðèÿòè ñòâîðåííþ ö³ë³ñíî¿ êàðòèíè íåë³í³éíèõ ðîçâ’ÿçê³â ó ìîäåë³ 
Áðþñåëÿòîðà ç äðîáîâèìè ïîõ³äíèìè. 

1. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó áàçîâó ñèñòåìó ðåàê-
ö³¿-äèôóç³¿ [16] ìîæíà çàïèñàòè òàêèì ÷èíîì: 

 c t xxu Du W u Aατ = + ( , ) , (1) 

äå 2
1 2 1 2( ) , ( , )u u u W W W= = ∈,   , À – ä³éñíèé ïàðàìåòð, 1 2,W W  – ãëàäê³ 

ôóíêö³¿ ðåàêö³¿ ê³íåòèêè, τ  òà D  – äîäàòíî âèçíà÷åí³ ä³àãîíàëüí³ ìàòðèö³ 

[ ] 0,iτ = τ >diag  2[ ] 0iD = >diag  . Íà ïðîñòîðîâîìó ³íòåðâàë³ (0, )x L∈  ñèñ-
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òåìà äîâèçíà÷àºòüñÿ ãðàíè÷íèìè óìîâàìè Íåéìàíà 
0

0,x x Lx
u = =  àáî ïåð³-

îäè÷íèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè 
0

( ,0) ( , ),x x xx x Lx
u t u t L u u= == =  òà â³äïî-

â³äíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè 0
0 ( )tu u x= = , 0

0
( )t tt

u u x= = . Äðîáîâ³ ïîõ³äí³ 

,c tuα  ó ë³â³é ÷àñòèí³ ñèñòåìè (1) º äðîáîâèìè ïîõ³äíèìè â ñåíñ³ Êàïóòî [26, 

27] ïîðÿäêó 0 2< α <  ³ âèçíà÷àþòüñÿ ÿê 

 
( )

1
0

( ) ( )1 ,
( ) ( )

:
t m

c
c t m

u t u
u d

mt t

α
α

α α + −

∂ τ= = τ
Γ − α∂ − τ∫  1 , 1,2m m m− < α < = . (2) 

2. Àíàë³ç ñò³éêîñò³. 
2.1. Ñòàíäàðòí³ ñèñòåìè ðåàêö³¿-äèôóç³¿. Ó âèïàäêó 1α =  îòðèìó-

ºìî ñèñòåìó (1) ç³ çâè÷àéíèìè ïîõ³äíèìè, ñò³éê³ñòü ÿêî¿ ìîæå áóòè ïðîàíà-
ë³çîâàíà íà îñíîâ³ àíàë³çó ¿¿ íóëü-³çîêë³í [16] 

 0 0( , )W u A = . (3) 

Ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè (3) ïðèâîäèòü äî ïðîñòîðîâî-îäíîð³äíîãî ðîçâ’ÿç-

êó 0 0
0 1 2( , )u u u=  , ñò³éê³ñòü ÿêîãî âèçíà÷àºòüñÿ íà îñíîâ³ âëàñíèõ çíà÷åíü 

ë³íåàðèçîâàíî¿ ñèñòåìè 

 2
1 2

1 4
2

F F Fλ = ± −, tr tr det( ) , (4) 

äå 11 12

21 22

( )/ /
/ ( )/

u u

v v

a k a
F k

a a k
τ τ

=
τ τ

( ) , 
x

k jπ=


, 1 2j = , , , 2 2
11 11a k a k= −( )  , 11a =  

uW′= , 12 va W′= , 21 ua Q′= , 2 2
22 22a k a k L= −( ) , 22 va Q′=  (êîåô³ö³ºíòè ija  âè-

çíà÷àþòü ìàòðèöþ ßêîá³ ñèñòåìè). 
Ïðè 0k =  ³ óìîâàõ 

 0          0 0F F k> = >tr , det ( )  (5) 

îòðèìóºìî á³ôóðêàö³þ Ãîïôà, ÿêà ïðèâîäèòü äî ïðîñòîðîâî-îäíîð³äíèõ êî-
ëèâàíü ó ñèñòåì³. 

Ïðè 0k ≠  ìîæëèâîþ º ñèòóàö³ÿ, êîëè ïðè ïåâíîìó çíà÷åíí³ 0k  âëàñí³ 

çíà÷åííÿ 1 2,λ  º ä³éñíèìè ³ îäíå ç íèõ º á³ëüøèì â³ä íóëÿ. ²íøèìè ñëîâàìè, 

ïðè óìîâàõ 

 00          0 0          0F F k F k< = > <tr , det ( ) , det ( )  (6) 

â ñèñòåì³ ìàº ì³ñöå á³ôóðêàö³¿ Òüþð³íãà, ÿêà ïðèâîäèòü äî ïðîñòîðîâî-íå-
îäíîð³äíèõ ðîçâ’ÿçê³â. 

Óìîâè (5) ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê 11 22 1 2/a a> − τ τ  ç â³äïîâ³äíîþ êðè-

òè÷íîþ ÷àñòîòîþ êîëèâàíü (0)/( )u vFω = τ τdet , à óìîâè (6) – ÿê 11a >  

2 2
22 ( / ) 2 (0) ( / )a L F L> − + det   ç â³äïîâ³äíèì êðèòè÷íèì õâèëüîâèì ÷èñëîì 

4
0 (0) /k F L= det  . 

Óìîâè íåñò³éêîñò³ äëÿ öèõ äâîõ òèï³â á³ôóðêàö³é ðåàë³çóþòüñÿ âíàñë³-
äîê äîäàòíîãî çâîðîòíîãî çâ’ÿçêó â ñèñòåì³ ( 11 0a > ) ³ ïðè 1 2/ 0τ τ → , 

1 2/ 0→   âîíè íàáëèæàþòüñÿ äî åêñòðåìàëüíèõ òî÷îê 1 1 2 0( , , )W u u A = . 

2.2. Äðîáîâ³ ñèñòåìè ðåàêö³¿-äèôóç³¿. Ó âèïàäêó äðîáîâèõ ñèñòåì 
âæå ñàì ïîðÿäîê äðîáîâî¿ ïîõ³äíî¿ α  ìîæå ïðèíöèïîâî âïëèâàòè íà óìîâè 
á³ôóðêàö³¿ â ñèñòåì³. ²íøèìè ñëîâàìè, α  º íîâèì á³ôóðêàö³éíèì ïàðàìåò-
ðîì, ÿêèé âèçíà÷àº ñò³éê³ñòü ïðîñòîðîâî-îäíîð³äíîãî ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè. 
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Òîáòî äëÿ 0 2α < α <:  äëÿ êîæíî¿ òî÷êè âñåðåäèí³ ïàðàáîëè 2 /4det trF F=  

ìîæåìî ââåñòè ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ 0
2

iα = λ
π

arg , âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ 

[7, 9, 21] 

  
2

0

2

2 4 1 0

22 4 1 0

F F
F

F F
F

 − > πα = 
 − − <

π

detarctg , tr ,
tr

detarctg , tr ,
tr

 (7) 

ÿêå âèçíà÷àº ãðàíèöþ îáëàñò³ ñò³éêîñò³ ñèñòåìè. Äëÿ ìàëèõ 0
2

iπ
α < α = λarg  

ñèñòåìà ìàº êîëèâí³ ìîäè, àëå âîíè º ñò³éêèìè. Çá³ëüøåííÿ æ çíà÷åííÿ: 

0
2

iα > α = λ
π

arg , ïðèâîäèòü äî íåñò³éêîñò³. Á³ëüø òîãî, ó âèïàäêó äðîáî-

âèõ ïîõ³äíèõ á³ôóðêàö³ÿ Ãîïôà íå ïîâ’ÿçàíà ç óìîâîþ 11 0a >  ³ ìîæå âèíè-

êàòè äëÿ ïåâíîãî çíà÷åííÿ 1α >  íàâ³òü çà óìîâè 11 0a <  [7, 9, 10]. 

ßêùî îäíî÷àñíî âèêîíóþòüñÿ óìîâè íåñò³éêîñò³ äëÿ á³ôóðêàö³¿ Ãîïôà ³ 
Òüþð³íãà, òî ìîæóòü âèíèêàòè ñêëàäí³ íåë³í³éí³ ïðîñòîðîâî-÷àñîâ³ ñòðóêòó-
ðè. Öÿ ñèòóàö³ÿ îñîáëèâî âëàñòèâà äëÿ ñèñòåì òèïó ðåàêö³¿-äèôóç³¿ ç äðî-
áîâèìè ïîõ³äíèìè äëÿ 1α > , áî òîä³ ëåãøå çàäîâîëüíèòè óìîâè á³ôóðêàö³¿ 
Ãîïôà. Êð³ì òîãî, ó öüîìó âèïàäêó ìîæëèâà ñèòóàö³ÿ [9], êîëè çàäîâîëüíÿ-
þòüñÿ óìîâè  

 2 2
0 00 4 0 0 4tr , det ( ) tr ( ), det ( ) tr ( )F F F F k F k< < >  (8) 

ïðè ÿêèõ ìàº ì³ñöå á³ôóðêàö³ÿ, ÿêà âçàãàë³ íå âëàñòèâà ñòàíäàðòíèì ñèñòå-
ìàì ðåàêö³¿-äèôóç³¿. 

Àíàë³ç óìîâ (8) ïîêàçóº, ùî ïðè 0k =  ìîæåìî ìàòè äâà ä³éñí³ â³ä’ºìí³ 
âëàñí³ çíà÷åííÿ ³ ñèñòåìà áóäå ñò³éêîþ. ßêùî îñòàííÿ ç íåð³âíîñòåé (8) ìàº 
ì³ñöå äëÿ ïåâíîãî çíà÷åííÿ 0 0,k ≠  òî ìîæåìî îòðèìàòè äâà êîìïëåêñíèõ 

âëàñíèõ çíà÷åííÿ ç â³ä’ºìíîþ ä³éñíîþ ÷àñòèíîþ. Çà òàêèì òèïîì âëàñíèõ 
çíà÷åíü ìîæíà âèçíà÷èòè çíà÷åííÿ äðîáîâî¿ ïîõ³äíî¿ 1α > , ïðè ÿêîìó â 
ñèñòåì³ â³äáóâàºòüñÿ á³ôóðêàö³ÿ, ÿêà íå ìàº ì³ñöÿ â ñòàíäàðòíèõ ñèñòåìàõ 
ðåàêö³¿-äèôóç³¿ ïðè 1α = , à ñàìå – â³äáóâàºòüñÿ á³ôóðêàö³ÿ Ãîïôà â³äíîñ-
íî ïåâíèõ õâèëüîâèõ ÷èñåë 0 0k ≠  [9]. 

3. Íåë³í³éíà äèíàì³êà òà óìîâè íåñò³éêîñò³ â ìîäåë³ Áðþñåëÿòîðà ç 
äðîáîâèìè ïîõ³äíèìè. Ó áåçðîçì³ðíîìó âèãëÿä³ ìîäåëü Áðþñåëÿòîðà ìîæ-
íà ïîäàòè ÿê ÷àñòêîâèé âèïàäîê ñèñòåìè (1), â ÿê³é íåë³í³éí³ äæåðåëà, ÿê³ 
îïèñóþòü ê³íåòèêó õ³ì³÷íî¿ ðåàêö³¿, ìàþòü òàêèé âèãëÿä [16, 24]: 

 2
1 1 1 21( )W A B u u u= − + + , 2

2 1 1 2W Bu u u= − . (9) 

Ç êîæíèìè ç ãðàíè÷íèõ óìîâ, âèçíà÷åíèõ ïðè ïîñòàíîâö³ çàäà÷³, ñèñòå-
ìà (1) ç íåë³í³éíîñòÿìè (9) äîïóñêàº ºäèíèé îäíîð³äíèé ñòàö³îíàðíèé ðîç-
â’ÿçîê 1u A= , 2 /u B A= , ÿêèé ìîæíà âèçíà÷èòè ç ñèñòåìè íåë³í³éíèõ ð³â-

íÿíü 1 2 0W W= = .  

3.1. Á³ôóðêàö³ÿ Ãîïôà. Â³äîìî, ùî îäíîð³äíèé ðîçâ’ÿçîê ó ñòàíäàðò-
í³é ñèñòåì³ (1) ç íåë³í³éíîñòÿìè (9) ñòàº íåñò³éêèì â³äíîñíî á³ôóðêàö³¿ 
Ãîïôà ïðè óìîâàõ  

 2 0det F A= > ,      21 0tr ( ) .F B A= − − >  (10) 
²íøèìè ñëîâàìè, ïåðåòèí íóëü-³çîêë³í ñèñòåìè (ðèñ. 1à) íà ³íòåðâàë³ ñïà-
äàííÿ 1 0W =  ïðèâîäèòü äî ôîðìóâàííÿ ãðàíè÷íîãî öèêëó äëÿ 1α = . Â 

öüîìó âèïàäêó ä³éñíà ÷àñòèíà âëàñíèõ çíà÷åíü ïðîõîëîäèòü ÷åðåç íóëü 

ïðè 2
0 01B A= +  ³ öÿ óìîâà º íåîáõ³äíîþ äëÿ ðåàë³çàö³¿ á³ôóðêàö³¿ Ãîïôà. Ó 
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âèïàäêó ñèñòåìè ç äðîáîâèìè ïîõ³äíèìè óìîâà íåñò³éêîñò³ 21B A> +  äëÿ 
á³ôóðêàö³¿ Ãîïôà ïåðåñòàº áóòè íåîáõ³äíîþ. Ïðè 0B B<  ä³éñíà ÷àñòèíà 

âëàñíèõ çíà÷åíü ñòàº ìåíøîþ â³ä íóëÿ, à ïðè 0B B>  – á³ëüøîþ â³ä íóëÿ. Â 

öüîìó âèïàäêó óìîâè á³ôóðêàö³¿ Ãîïôà (7) äëÿ ìîäåë³ Áðþñåëÿòîðà ç äðî-
áîâèìè ïîõ³äíèìè ðåàë³çóþòüñÿ ïðè 1α >  äëÿ 0B B<  ³ ïðè 1α <  – äëÿ 

0B B> . Îáëàñò³ íåñò³éêîñò³ â êîîðäèíàòàõ ( , )B A  äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü âåëè-

÷èíè äðîáîâî¿ ïîõ³äíî¿ α  íàâåäåíî íà ðèñ. 1á. Ö³ êðèâ³ îòðèìàíî ÿê ðåçóëü-
òàò ðîçâ’ÿçàííÿ ð³âíÿííÿ (7), ³ äëÿ äîâ³ëüíîãî çíà÷åííÿ 0 2< α <  ìîæåìî 
îòðèìàòè ÿâíî ïàðàìåòðè÷íó çàëåæí³ñòü ( )A B  äëÿ á³ôóðêàö³¿ Ãîïôà ó âè-
ïàäêó ìîäåë³ Áðþñåëÿòîðà ç äðîáîâèìè ïîõ³äíèìè:  

 2 2 2 2 21 2/ 1 1 2/ 1 1( ) ( ( )) ( )A B B B= − + + γ ± − + + γ − − , (11) 

äå 2 2 2
0 0/2 2 /2tg ( ) tg ( ( ) )γ = πα π − α .  

²íøèìè ñëîâàìè, äîâ³ëüíå çíà÷åííÿ 0 2< α <  ðîçä³ëÿº îáëàñòü ( , )A B  
íà äâ³ ï³äîáëàñò³. Âñåðåäèí³ êîæíî¿ êðèâî¿, ùî â³äïîâ³äàº çíà÷åííþ 0α , ñòà-

ö³îíàðíèé ðîçâ’ÿçîê º íåñò³éêèì äëÿ öüîãî çíà÷åííÿ 0α  ³ ñò³éêèì  – çîâí³ 

ö³º¿ îáëàñò³ (ðèñ. 1á). Á³ëüø òîãî, â îáëàñò³ äëÿ öüîãî çíà÷åííÿ 0α  ãðàíè÷-

íèé öèêë âèíèêàº ³ äëÿ äîâ³ëüíîãî 0α > α . Íà ðèñ. 1á ïîêàçàíî åâîëþö³þ 
îáëàñò³ â³ä çì³íè ïîðÿäêó äðîáîâî¿ ïîõ³äíî¿ ³ îäíà ç ë³í³é â³äïîâ³äàº çíà-

÷åííþ 1α =  ( 2
0 01B A= + ) , ÿêà ðîçä³ëÿº çàãàëüíó îáëàñòü íà äâ³ ï³äîáëàñò³, 

äå íåñò³éê³ñòü ìàº ì³ñöå ïðè 1α >  ³ 1α < . 
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Рис 1. à) Нуль-ізокліни для 1, 2A B= = ;  á) біфуркаційна діаграма областей нестійкості в 
координатах ( ,A B ) для значень 0, 0.5, 0.9, 1.1, 1.5, 2.0α =  при 0k = ;  
â) області, в яких мають місце неоднорідні коливання для 1 21.8, 2, 1α = = =    
при 0, 1, 2, 3k =  (сірі області). 

3.2. Á³ôóðêàö³ÿ Òüþð³íãà. Îñê³ëüêè á³ôóðêàö³¿ Òüþð³íãà º ÷èñòî ä³éñ-
íèìè, òî ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî óìîâè íåñò³éêîñò³ ïðàêòè÷íî òàê³ æ ñàì³ 
ÿê â äðîáîâ³é, òàê ³ â ñòàíäàðòí³é ñèñòåìàõ. Ö³ óìîâè çàïèøåìî â ÿâíîìó 
âèãëÿä³: 

 2 2 2 2 2
1 2 1 0k k B A− − + − − <  , 

 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 0k k A k B k A+ − + + <     . (12) 

Íåñò³éê³ ìîäè ikxexp ( )  ç õâèëüîâèìè ÷èñëàìè / xk = π   ïðè 0Re iλ >  

(ðèñ. 2à, á) çðîñòàòèìóòü åêñïîíåíö³éíî, ïîêè íåë³í³éíîñò³ íå çóïèíÿòü öåé 
ð³ñò. Ðàçîì ç òèì ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ðîçâèòîê íåñò³éêîñò³ Òüþð³íãà â äðî-
áîâ³é ñèñòåì³ ³ çàãàëüíà äèíàì³êà ñèñòåìè ìîæóòü áóòè â³äì³ííèìè â³ä 
ñòàíäàðòíîãî âèïàäêó 1α = ,  ³ ñàìå òîìó ê³íöåâ³ àòðàêòîðè ìîæóòü â³äð³çíÿ-
òèñü îäèí â³ä îäíîãî, õî÷à ë³í³éí³ óìîâè íåñò³éêîñò³ âèãëÿäàþòü ôîðìàëüíî 
òàê ñàìî. Îäí³ºþ ç ïðè÷èí òàêî¿ â³äì³ííîñò³ º ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ ä³éñíîþ ³ 
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óÿâíîþ ÷àñòèíîþ âëàñíèõ çíà÷åíü ë³íåàðèçîâàíî¿ ñèñòåìè. Õàðàêòåðí³ çà-
ëåæíîñò³ óÿâíèõ ³ ä³éñíèõ ÷àñòèí âëàñíèõ çíà÷åíü â³ä õâèëüîâèõ ÷èñåë äëÿ 
ìîæëèâèõ á³ôóðêàö³é â ìîäåë³ Áðþñåëÿòîðà íàâåäåíî íà ðèñ. 2. 
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Рис. 2. Залежність дійсної та уявної частин власних значень від k  для: 

à) 1 0.1= , 2 1= , 1,  1.95A B= = ;  á) 1 0.1= , 2 1= , 1,  3A B= = ; 
â) 1 0.1= , 2 1= , 1,  1A B= = ; ã) 1 2= , 2 1= , 4,  4A B= = . 

3.3. Âçàºìîä³ÿ á³ôóðêàö³¿ Òüþð³íãà òà á³ôóðêàö³¿ Ãîïôà. Íåçà-
ëåæí³ñòü ïîðÿäêó äðîáîâî¿ ïîõ³äíî¿ â³ä âíóòð³øí³õ á³ôóðêàö³éíèõ ïàðàìåò-
ð³â ñèñòåìè äàº øèðîê³ ìîæëèâîñò³ äëÿ ñóòòºâîãî çáëèæåííÿ óìîâ, ïðè 
ÿêèõ ìîæëèâ³ îáèäâà òèïè á³ôóðêàö³é. Â öüîìó âèïàäêó çà äîïîìîãîþ ïî-
ðÿäêó äðîáîâî¿ ïîõ³äíî¿ ìîæåìî ì³íÿòè õàðàêòåð á³ôóðêàö³¿ â ñèñòåì³ íà-
â³òü ïðè äóæå íåçíà÷íîìó â³äõèëåíí³ ïîõ³äíî¿ â³ä îäèíèö³. Íàïðèêëàä, ÿê-
ùî ïàðàìåòðè ñèñòåìè º áëèçüêèìè äî òèõ, ÿê³ ïîçíà÷åí³ íà ðèñ. 1á òî÷êîþ 
C, ìîæåìî ñïîñòåð³ãàòè ïðèíöèïîâî ð³çí³ ñöåíàð³¿ äèíàì³êè â ñèñòåì³ 
(ðèñ. 3) âæå ïðè íåâåëèêîìó â³äõèëåíí³ âåëè÷èíè äðîáîâî¿ ïîõ³äíî¿ â³ä 
îäèíèö³. Ç òî÷êè çîðó îäíîð³äíèõ êîëèâàíü, ñèñòåìà º ñò³éêîþ. Àëå, ÿêùî 

1 2 1=  , òî ñèñòåìà ñòàº íåñò³éêîþ çã³äíî ç á³ôóðêàö³ºþ Òüþð³íãà. Âè-

ãëÿä âëàñíèõ çíà÷åíü äëÿ òàêîãî âèïàäêó íàâåäåíî íà ðèñ. 2a. ßê íàñë³äîê, 
äëÿ òàêîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ Im λ  ³ Re λ  º ìîæëèâèì óòâîðåííÿ êîëèâíèõ 
íåîäíîð³äíèõ ñòðóêòóð. Ïðîòå ïðè íåçíà÷íîìó çá³ëüøåíí³ α  îòðèìàºìî îä-
íîð³äí³ êîëèâàííÿ, à ïðè íåçíà÷íîìó çìåíøåíí³ α  – ïðîñòîðîâî-íåîäíîð³ä-
í³ ñòàö³îíàðí³ äèñèïàòèâí³ ñòðóêòóðè. Òàêà çàêîíîì³ðí³ñòü ìàº çàãàëüíèé 
õàðàêòåð: ñò³éê³ ñòàö³îíàðí³ ðîçâ’ÿçêè â ñòàíäàðòí³é ñèñòåì³ ç³ çá³ëüøåííÿì 
α  ñòàþòü íåñòàö³îíàðíèìè. Ðåçóëüòàòè êîìï’þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ ñèñòå-
ìè íàâåäåíî íà ðèñ. 3, 4.  

   
Рис 3.  Сценарій динаміки 1u  при 1 21 1 95 0 1 1A B= = = =, . , . ,   для 

à) 1 0α = . ;  á)  0 9α = . ;  â)  1 1α = . . 

   
Рис 4. Сценарій динаміки: à) 1u  та  á)  2u  при 1 21 1 8 0 01 1  1 3A B= = = = α =, . , . , , .  ;  

â)  динаміка змінної 1u  при 1 22 4 0 04 1  1 5A B= = = = α =, , . , , .  . 
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3.4. Íåîäíîð³äí³ êîëèâí³ ñòðóêòóðè. Ïðîòå â ìîäåë³ Áðþñåëÿòîðà ç 
äðîáîâèìè ïîõ³äíèìè ìîæíà çíàéòè óìîâè íåñò³éêîñò³, ÿê³ íå çàäîâîëüíÿ-
þòü í³ óìîâè á³ôóðêàö³¿ Òüþð³íãà, í³ óìîâè á³ôóðêàö³¿ Ãîïôà. Çîêðåìà, ïðè 
óìîâàõ  

  2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 0        4 1k k B A A B A− − + − − < < − −, ( )  , 

 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 24 k k A B k k A+ − + + >( )      

 2 2 2 2 2 2
1 2 1k k B A> − − + − −( )   (13) 

ìàºìî íåñò³éê³ñòü äëÿ íåîäíîð³äíèõ õâèëüîâèõ âåêòîð³â ç êîìïëåêñíèìè 
âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ç â³ä’ºìíèìè ä³éñíèìè ÷àñòèíàìè ³ â³äì³ííèìè â³ä 
íóëÿ óÿâíèìè ÷àñòèíàìè ëèøå äëÿ ïåâíèõ çíà÷åíü õâèëüîâèõ ÷èñåë [9]. Â 
öüîìó âèïàäêó, êîëè çíà÷åííÿ äðîáîâî¿ ïîõ³äíî¿ ñòàº á³ëüøèì, í³æ äåÿêå 
êðèòè÷íå çíà÷åííÿ 0α , óìîâà íåñò³éêîñò³ âèêîíóºòüñÿ äëÿ äåÿêîãî ³íòåðâà-

ëó min maxk k k< <  (ðèñ. 2ã). Öå îçíà÷àº, ùî ò³ëüêè çáóðåííÿ ç òàêèìè õâè-

ëüîâèìè ÷èñëàìè º íåñò³éêèìè äëÿ ÷àñîâèõ êîëèâàíü. Öÿ ñèòóàö³ÿ º ÿê³ñíî 
â³äì³ííîþ â³ä âèïàäêó ñèñòåì ðåàêö³¿-äèôóç³¿ ç ö³ëèìè ïîõ³äíèìè, äå ìàº 
ì³ñöå ëèøå á³ôóðêàö³ÿ Òüþð³íãà ( 0k ≠ ) àáî Ãîïôà ( 0k = ), ³ ñöåíàð³é âòðà-
òè ñò³éêîñò³ çàëåæèòü ëèøå â³ä òîãî, ÿêà ç óìîâ äîñÿãàºòüñÿ ëåãøå. Õî÷à çà 
óìîâè (13) ñèñòåìà ñò³éêà â³äíîñíî á³ôóðêàö³é Ãîïôà ³ Òüþð³íãà, ïðîòå óìî-
âè á³ôóðêàö³¿ Ãîïôà ìîæóòü áóòè ðåàë³çîâàí³ äëÿ íåîäíîð³äíèõ õâèëüîâèõ 
÷èñåë (ðèñ. 2ã). 

Íà ðèñ. 1â íàâåäåíî á³ôóðêàö³éíó ä³àãðàìó äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü äðîáîâî¿ 
ïîõ³äíî¿. Íà öüîìó ðèñóíêó çàìàëüîâàíî îáëàñò³, â ÿêèõ ñèñòåìà º íåñò³é-
êîþ ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ õâèëüîâîãî ÷èñëà ³ â ñèñòåì³ ìîæóòü âèíèêàòè 
ïðîñòîðîâî-íåîäíîð³äí³ êîëèâàííÿ. Ó íàéá³ëüø³é «ïàðàáîë³» ñèñòåìà º íå-
ñò³éêîþ äëÿ 0k = . Äëÿ âèïàäêó 0k ≠  çíàéäåíî óìîâè íåñò³éêîñò³ äëÿ ð³ç-
íèõ õâèëüîâèõ ÷èñåë 1 2 3k = , , ,  (ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ /2iλ = απarg  äëÿ 

ô³êñîâàíîãî α ). Áà÷èìî, ùî ö³ îáëàñò³ ÷àñòêîâî ïåðåêðèâàþòü îäíà îäíó ³ 
ïðè îäíèõ ³ òèõ ñàìèõ ïàðàìåòðàõ óìîâè íåñò³éêîñò³ äëÿ ð³çíèõ ðåæèì³â 
âèêîíóþòüñÿ îäíî÷àñíî. Â ðåçóëüòàò³ çáóðåííÿ ç 0k = , ÿê ïðàâèëî, âèÿâ-
ëÿþòüñÿ íàéá³ëüø êîíêóðåíòíèìè. Ïðîòå â îáëàñòÿõ, äå â³äñóòíÿ êëàñè÷íà 
á³ôóðêàö³ÿ Ãîïôà, ñòàþòü íåñò³éêèìè çáóðåííÿ ç ïåâíèì çíà÷åííÿì 0k ≠ , 
³ â ñèñòåì³ ïîÿâëÿþòüñÿ ïðîñòîðîâî-íåîäíîð³äí³ êîëèâàííÿ. 

Ðåçóëüòàòè êîìï’þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ íåîäíîð³äíèõ êîëèâíèõ ñòðóê-
òóð ïîäàíî íà ðèñ. 5à, á äëÿ ïàðàìåòð³â ñèñòåìè â òî÷ö³ D (äèâ. ðèñ. 1â) ³ 
õâèëüîâîãî ÷èñëà 1k = .  

   
Рис. 5. Неоднорідні коливні структури:  

à) 1u  та  á)  2u  при 1 23.6, 4, 2, 1,  1.8A B= = = = α =  ;   
â)   динаміка змінної 1u  при 1 27, 7, 3.5, 1,  1.9A B= = = = α =  . 

Ïîÿâà íåîäíîð³äíèõ êîëèâàíü, ÿê³ ðóéíóþòü ñòàö³îíàðíèé ñòàí, ïðèâî-
äèòü äî óòâîðåííÿ ñòðóêòóð íîâîãî òèïó. Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî îáèäâà âëàñí³ 
çíà÷åííÿ ïðè 0k = , 1 2>   áëèçüê³ äî íóëÿ ³ çàâäÿêè öüîìó çá³ëüøåííÿ α  

ïðèâîäèòü äî á³ëüø óñêëàäíåíî¿ ïðîñòîðîâî-÷àñîâî¿ äèíàì³êè (ðèñ. 5â). 
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Âèñíîâêè. Ïðîâåäåíî àíàë³ç ë³í³éíî¿ ñò³éêîñò³ òà êîìï’þòåðíå ìîäåëþ-
âàííÿ ðîçâ’ÿçê³â ó ìàòåìàòè÷í³é ìîäåë³ Áðþñåëÿòîðà ç äðîáîâèìè ïîõ³äíè-
ìè. Îòðèìàíî ðîçâ’ÿçêè, ùî ìàþòü ôîðìó îäíîð³äíèõ êîëèâàíü àáî íåîäíî-
ð³äíèõ ñòðóêòóð, ÿê³ ìîæóòü áóòè ñòàö³îíàðíèìè àáî êîëèâíèìè. 
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УСЛОВИЯ НЕУСТОЙЧИВОСТИ И ВОЗМОЖНЫЕ БИФУРКАЦИИ В МОДЕЛИ   
БРЮСЕЛЯТОРА С ДРОБНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ 
 
Èññëåäîâàíà äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü Áðþññåëÿòîðà ñ âðåìåííûìè äðîáíûìè ïðîèç-
âîäíûìè. Àíàëèòè÷åñêè ïðîâåäåí ñïåêòðàëüíûé àíàëèç è ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü 
ðåàëèçàöèè ðàçíûõ òèïîâ áèôóðêàöèè, âêëþ÷àÿ íîâûé òèï êîìïëåêñíîé áèôóðêà-
öèè, äëÿ ýòîé ìîäåëè. Ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîäòâåðæäåíû 
ðåçóëüòàòû ëèíåéíîé òåîðèè è ïðîäåìîíñòðèðîâàíû îñîáåííîñòè ðàçëè÷íîãî 
òèïà áèôóðêàöèé. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü íåóñòîé÷èâîé â 
øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ. Îáíàðóæåíî, ÷òî â 
ðåçóëüòàòå ýòîé íåóñòîé÷èâîñòè â ñèñòåìå ìîãóò âîçíèêàòü êà÷åñòâåííî ðàç-
ëè÷íûå òèïû êîëåáàòåëüíûõ ðåøåíèé. 
 
INSTABILITY CONDITIONS AND POSSIBLE BIFURCATIONS IN THE BRUSSELATOR 
MODEL WITH FRACTIONAL DERIVATIVES 
 
We investigate a Brusselator dynamical system with time fractional derivatives. Spect-
ral analysis is fulfilled analytically for any values of derivative orders. It is shown that 
such a system could be unstable in wide interval of system parameters. Different types 
of oscillations appear as a result of this instability. Computer simulation of the typical 
oscillations demonstrating the observed effects are performed. 
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