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УЗАГАЛЬНЕНИЙ СТАБІЛЬНИЙ РАНГ КІЛЕЦЬ 
 

Ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíîãî ñòàá³ëüíîãî ðàíãó ê³ëåöü. Îá÷èñëåíî óçà-
ãàëüíåíèé ñòàá³ëüíèé ðàíã ê³ëüöÿ ìàòðèöü íàä ê³ëüöåì åëåìåíòàðíèõ ä³ëü-
íèê³â ³ ê³ëüöÿ ìàòðèöü íàä îäèíè÷íî ðåãóëÿðíèì ê³ëüöåì. Äîâîäèòüñÿ, ùî 
íàä ê³ëüöåì ç åëåìåíòàðíîþ ðåäóêö³ºþ ìàòðèöü äîâ³ëüíà êâàäðàòíà ìàòðè-
öÿ ïîðÿäêó n  º ñóìîþ äâîõ ìàòðèöü ç ãðóïè ( )nGE R . 

 
Ñòàá³ëüíèé ðàíã ê³ëåöü º îäíèì ç âàæëèâèõ ³íâàð³àíò³â òåîð³¿ ê³ëåöü. 

Öå ïîíÿòòÿ ïðèéøëî â òåîð³þ ê³ëåöü ç K-òåîð³¿ ³ âèÿâèëîñü íàäçâè÷àéíî 
êîðèñíèì ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ ðÿäó â³äêðèòèõ ïðîáëåì òåîð³¿ ê³ëåöü, îñîáëèâî â 
ïèòàííÿõ ïðî ìîæëèâó ä³àãîíàëüíó ðåäóêö³þ ìàòðèöü [1, 2]. Ó òîé æå ÷àñ, 
ç’ÿâëÿºòüñÿ ðÿä óçàãàëüíåíèõ ïîíÿòü ñòàá³ëüíîãî ðàíãó [3, 4]. Â ö³é ðîáîò³ 
ïðîïîíóºòüñÿ îäíå ç òàêèõ óçàãàëüíåíü, à ñàìå: ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ óçàãàëü-
íåíîãî ñòàá³ëüíîãî ðàíãó. Òàêîæ ïîêàçàíî, ùî ê³ëüöå ìàòðèöü íàä ê³ëüöåì 
åëåìåíòàðíèõ ä³ëüíèê³â ìàº óçàãàëüíåíèé ñòàá³ëüíèé ðàíã (2,2) , à ê³ëüöå 
ìàòðèöü íàä îäèíè÷íî ðåãóëÿðíèì ê³ëüöåì – (2,1) . 

Ì. Ãåíð³êñåí ïîêàçàâ [5], ùî íàä ê³ëüöåì åëåìåíòàðíèõ ä³ëüíèê³â äî-
â³ëüíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ º ñóìîþ äâîõ îáîðîòíèõ ìàòðèöü.  

Ó ö³é ðîáîò³ ïîêàçàíî, ùî íàä ê³ëüöåì ç åëåìåíòàðíîþ ðåäóêö³ºþ ìàò-
ðèöü äîâ³ëüíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ º ñóìîþ äâîõ ìàòðèöü, ÿê³ íàëåæàòü ãðó-
ï³ åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü. 

Ââåäåìî íåîáõ³äí³ îçíà÷åííÿ. Ï³ä ê³ëüöåì áóäåìî ðîçóì³òè àñîö³àòèâíå 
ê³ëüöå ç 1 0≠ . ×åðåç ( )U R  ïîçíà÷èìî ãðóïó îáîðîòíèõ åëåìåíò³â ê³ëüöÿ 

R , à ÷åðåç ( )nGE R  – ¿¿ ï³äãðóïó ïîðîäæåíó åëåìåíòàðíèìè ìàòðèöÿìè. 

 Íàãàäàºìî, ùî ê³ëüöå R  º ê³ëüöåì åëåìåíòàðíèõ ä³ëüíèê³â (çà Ãåíð³ê-
ñåíîì), ÿêùî äëÿ äîâ³ëüíî¿ êâàäðàòíî¿ ìàòðèö³ A  ïîðÿäêó n  íàä ê³ëüöåì 
R  ³ñíóþòü ìàòðèö³ , ( )nP Q GL R∈ , òàê³ ùî ìàòðèöÿ PAQ  – ä³àãîíàëüíà. 

ßêùî æ äîâ³ëüíà ìàòðèöÿ A  çâîäèòüñÿ äî ä³àãîíàëüíîãî âèãëÿäó ïåðåòâî-
ðåííÿìè ç ( )nGE R , òî òàêå ê³ëüöå R  íàçèâàþòü ê³ëüöåì ç åëåìåíòàðíîþ 

ðåäóêö³ºþ ìàòðèöü. 
 Ðîçãëÿíåìî äåòàëüí³øå ïîíÿòòÿ ñòàá³ëüíîãî ðàíãó. Ðÿäîê 1 2( , , , )na a a  

åëåìåíò³â ê³ëüöÿ R  íàçèâàþòü óí³ìîäóëÿðíèì, ÿêùî 1 2 na R a R a R+ + + =   

R= . Ê³ëüöå R  ìàº ñòàá³ëüíèé ðàíã n  (ó ïîçíà÷åííÿõ . . ( )cm p R n= ), ÿêùî 

äëÿ äîâ³ëüíîãî óí³ìîäóëÿðíîãî ðÿäêà 1 2 1( , , , , )n na a a a +  äîâæèíè 1n +  ³ñ-

íóþòü òàê³ åëåìåíòè 1 2, , , nb b b R∈ , ùî ðÿäîê 1 1 1 2 1 2( , ,n na a b a a b+ ++ +    

1, )n n na a b++  º óí³ìîäóëÿðíèì [7]. 

Íàäàë³ ÷åðåç ( )mU R  ïîçíà÷àòèìåìî 

 1 2( ) | ( ),  1,2, ,m m iU R x u u u u U R i m= = + + + ∈ = { } . 

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ê³ëüöå R  ìàº óçàãàëüíåíèé ñòàá³ëüíèé ðàíã 
( , )m n  (ó ïîçíà÷åííÿõ . . . ( ) ( , )óç cm p R m n= ), ÿêùî äëÿ äîâ³ëüíîãî óí³ìîäó-

ëÿðíîãî ðÿäêà 1 2 1( , , , , )n na a a a +  äîâæèíè 1n +  ³ñíóþòü òàê³ åëåìåíòè 

( )i mb U R∈ , 1, 2, ,i n=  , ùî ðÿäîê 1 1 1 2 1 2 1( , , , )n n n n na a b a a b a a b+ + ++ + +  

º óí³ìîäóëÿðíèì. 

Îá÷èñëèìî óçàãàëüíåíèé ñòàá³ëüíèé ðàíã äåÿêèõ êëàñ³â ê³ëåöü. 
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Òåîðåìà 1. Ê³ëüöå ìàòðèöü íàä ê³ëüöåì åëåìåíòàðíèõ ä³ëüíèê³â ìàº 
óçàãàëüíåíèé ñòàá³ëüíèé ðàíã (2, 2). 

Ä î â å ä å í í ÿ. Îñê³ëüêè ê³ëüöå åëåìåíòàðíèõ ä³ëüíèê³â ìàº ñòàá³ëüíèé 
ðàíã 2 [1, 2], òî çã³äíî ç [6] ñòàá³ëüíèé ðàíã ê³ëüöÿ ìàòðèöü íàä ê³ëüöåì åëå-
ìåíòàðíèõ ä³ëüíèê³â äîð³âíþº 2. Çã³äíî ç [5] äîâ³ëüíà ìàòðèöÿ íàä ê³ëüöåì 
åëåìåíòàðíèõ ä³ëüíèê³â º ñóìîþ äâîõ îáîðîòíèõ ìàòðèöü. À òîìó òàêå ê³ëü-
öå ìàº óçàãàëüíåíèé ñòàá³ëüíèé ðàíã (2, 2). ◊ 

Òåîðåìà 2. Ê³ëüöå ìàòðèöü íàä îäèíè÷íî ðåãóëÿðíèì ê³ëüöåì ìàº óçà-
ãàëüíåíèé ñòàá³ëüíèé ðàíã (2, 1). 

Ä î â å ä å í í ÿ. Çã³äíî ç [8] îäèíè÷íî ðåãóëÿðíå ê³ëüöå R  º ê³ëüöåì åëå-
ìåíòàðíèõ ä³ëüíèê³â (çà Ãåíð³êñåíîì). Íà ï³äñòàâ³ [8] ñòàá³ëüíèé ðàíã îäè-
íè÷íî ðåãóëÿðíîãî ê³ëüöÿ äîð³âíþº 1. Çã³äíî ç [6] ñòàá³ëüíèé ðàíã ê³ëüöÿ 
ìàòðèöü íàä îäèíè÷íî ðåãóëÿðíèì ê³ëüöåì äîð³âíþº 1. Ç [5] ìàºìî, ùî äî-
â³ëüíà ìàòðèöÿ íàä îäèíè÷íî ðåãóëÿðíèì ê³ëüöåì º ñóìîþ äâîõ îáîðîòíèõ 
ìàòðèöü, à îòæå, óçàãàëüíåíèé ñòàá³ëüíèé ðàíã ê³ëüöÿ ìàòðèöü íàä îäèíè÷-
íî ðåãóëÿðíèì ê³ëüöåì äîð³âíþº (2,1) . ◊ 

Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî ìàº ì³ñöå á³ëüø çàãàëüíà âëàñòèâ³ñòü: 

Òåîðåìà 3. ßêùî R  º ê³ëüöåì óçàãàëüíåíîãî ñòàá³ëüíîãî ðàíãó ( , 1)n , 

òî äîâ³ëüíèé åëåìåíò ç R  º ñóìîþ 1n +  îáîðîòíèõ åëåìåíò³â. 
Ä î â å ä å í í ÿ.  Íåõàé a  – äîâ³ëüíèé íåíóëüîâèé ³ íåîáîðîòíèé åëåìåíò 

³ç R . Òîä³ ( 1)aR R R+ − = . Çã³äíî ç îáìåæåííÿìè, íàêëàäåíèìè íà ê³ëüöå 

R , ìàºìî n  îáîðîòíèõ åëåìåíò³â 1 2, , , ( )nu u u U R∈  òàêèõ, ùî 1(a u− +  

2 1) ( )n nu u u U R++ + + = ∈ . Çâ³äñè îòðèìóºìî, ùî 1 2 1n na u u u u += + + + + . 

Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî ó âèïàäêó ê³ëåöü ç åëåìåíòàðíîþ ðåäóêö³ºþ ìàòðèöü, 

ö³ ðåçóëüòàòè ìîæíà óòî÷íèòè: 

Òåîðåìà 4. Íåõàé R  – ê³ëüöå ç åëåìåíòàðíîþ ðåäóêö³ºþ ìàòðèöü. Òî-
ä³ äîâ³ëüíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A  ïîðÿäêó n  íàä R  º ñóìîþ äâîõ îáî-
ðîòíèõ ìàòðèöü, ÿê³ íàëåæàòü ãðóï³ ( )nGE R .  

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé A  – êâàäðàòíà ìàòðèöÿ íàä R  ïîðÿäêó n . Îñ-
ê³ëüêè R  – ê³ëüöå ç åëåìåíòàðíîþ ðåäóêö³ºþ ìàòðèöü, òî ³ñíóþòü òàê³ îáî-
ðîòí³ ìàòðèö³ , ( )nP Q GE R∈ , ùî 

 1 2diag ( , , , )nPAQ = ε ε ε . 

Çàóâàæèìî, ùî ñåðåä åëåìåíò³â iε  ìîæóòü áóòè é íóë³, ïðè÷îìó åëå-

ìåíòè iε  íåîáîâ’ÿçêîâî ìàþòü âëàñòèâ³ñòü ïîä³ëüíîñò³, òîáòî R  º ê³ëüöåì 
åëåìåíòàðíèõ ä³ëüíèê³â (çà Ãåíð³êñåíîì). Ìîæåìî çàïèñàòè 
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Ïðè÷îìó ìàòðèö³ S , T  íàëåæàòü ãðóï³ ( )nGE R , îñê³ëüêè  
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Çâ³äñè îòðèìóºìî 1 1 1 1A P SQ P TQ− − − −= + , äå 1 1, , , ( )nP Q S T GE R− − ∈ . ◊ 
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ОБОБЩЕННЫЙ СТАБИЛЬНЫЙ РАНГ КОЛЕЦ 
 
Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ñòàáèëüíîãî ðàíãà êîëåö. Âû÷èñëåíû îáîáùåííûé 
ñòàáèëüíûé ðàíã êîëüöà ìàòðèö íàä êîëüöîì ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé è êîëüöà 
ìàòðèö íàä åäèíè÷íî ðåãóëÿðíûì êîëüöîì. Äîêàçàíî, ÷òî íàä êîëüöîì ñ ýëåìåí-
òàðíîé ðåäóêöèåé ìàòðèö ïðîèçâîëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n ÿâëÿ-
åòñÿ ñóìîé äâóõ ìàòðèö èç ãðóïïû ( )nGE R . 

 
GENERALIZED STABLE RANK OF RINGS 
 
It is introduced the notion of generalized stable rank of rings. Also calculated generali-
zed stable rank of matrice ring over an elementary divisor ring and matrice ring over 
unit regular ring. It is proved that over ring with elementary reduce of matrices every 
square n-th order matrice is a sum of two matrices, which belong to group ( )nGE R . 
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