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ÓÄÊ 539.3 
 
О. П. Сушко 
 
РОЗПОДІЛ ТЕМПЕРАТУРИ В ТІЛІ ПРИ ТЕПЛОВИДІЛЕННІ 
ПО ЕЛІПТИЧНІЙ ОБЛАСТІ  
 

Ñèíãóëÿðíèì ³íòåãðàëüíèì ð³âíÿííÿì ç ïîëÿðíèì ÿäðîì îïèñàíî òåì-
ïåðàòóðíå ïîëå â ò³ë³, çóìîâëåíå òåïëîâèä³ëåííÿì ïî åë³ïòè÷í³é îáëàñò³. 
Íàâåäåíî òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê öüîãî ð³âíÿííÿ, ÿêùî éîãî ïðàâà ÷àñòèíà º ïîë³-
íîìîì, ³ àíàë³òè÷íî-÷èñåëüíèé – äëÿ äîâ³ëüíî¿ ïðàâî¿ ÷àñòèíè. Äîñë³äæåíî 
âïëèâ çì³íè åêñöåíòðèñèòåòó åë³ïñà íà ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè â ò³ë³.  

 
Ìàòåð³àëè, ÿê³ øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â òåõí³ö³, ì³ñòÿòü ÷óæîð³äí³ 

âêëþ÷åííÿ, òð³ùèíè òà ³íø³ íåîäíîð³äíîñò³ ñòðóêòóðè, ÿê³ íå âäàºòüñÿ óñó-
íóòè íàâ³òü ñó÷àñíèìè òåõíîëîã³÷íèìè ïðîöåñàìè ¿õ âèãîòîâëåííÿ. Íàÿâ-
í³ñòü òàêèõ äåôåêò³â ð³çíèõ ãåîìåòðè÷íèõ ôîðì ñóòòºâî âïëèâàº íà ì³ö-
í³ñòü ³ ðóéíóâàííÿ ðåàëüíèõ ò³ë, ùî çíàõîäÿòüñÿ â óìîâàõ íåð³âíîì³ðíîãî 
íàãð³âó, îñê³ëüêè òåìïåðàòóðà àáî òåïëîâ³ ïîòîêè, çàäàí³ íà âêëþ÷åííÿõ òà 
òð³ùèíàõ, çóìîâëþþòü âèíèêíåííÿ íàïðóæåíü ñòèñêó àáî ðîçòÿãó, ÿê³ ïðè-
çâîäÿòü äî ãàëüìóâàííÿ àáî ðîñòó òð³ùèí [10, 14]. Òîìó âàæëèâå çíà÷åííÿ 
ìàº äîñë³äæåííÿ íàïðóæåíîãî ñòàíó ò³ëà ç òåïëîàêòèâíèìè òð³ùèíàìè [4, 
5, 8, 9] àáî ç òåïëîâèä³ëþâàëüíèìè âêëþ÷åííÿìè [2, 3, 7, 13], ó ÿêîìó ïðî-
ì³æíèì åòàïîì º âèçíà÷åííÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ.  

Ó ðîáîò³ [7] ïðè äîñë³äæåíí³ òåðìîïðóæíîãî ñòàíó ò³ëà ç òåïëîâèä³ëþ-
âàëüíîþ êðóãîâîþ îáëàñòþ ïîêàçàíî, ùî íîðìàëüí³ íàïðóæåííÿ íà ì³ñö³ 
ðîçòàøóâàííÿ òåïëîâèä³ëåííÿ ïðîïîðö³éí³ äî òåìïåðàòóðè. Ìåòîþ ö³º¿ ðî-
áîòè º âèçíà÷åííÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â ò³ë³ ïðè òåïëîâèä³ëåíí³ ïî åë³ï-
òè÷í³é îáëàñò³. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî ïðóæíå ³çîòðîïíå ò³ëî, â ÿêîìó ïî 
åë³ïòè÷í³é îáëàñò³ S  çàäàíà òåìïåðàòóðà àáî òåïëîâèé ïîò³ê. Íàäàë³ òàêó 
îáëàñòü áóäåìî íàçèâàòè òåïëîâèä³ëþâàëüíèì âêëþ÷åííÿì.  

Ç îáëàñòþ S  çâ’ÿæåìî ñèñòåìó äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò 1 2 3Ox x x  òàêèì 

÷èíîì, ùî ç ¿¿ ï³âîñÿìè a  ³ b  çá³ãàþòüñÿ â³äïîâ³äíî êîîðäèíàòí³ îñ³ 1Ox  òà 

2Ox , à ñàìà îáëàñòü S  ëåæèòü ó ïëîùèí³ 3 0x = . 

Çóìîâëåíó òåïëîâèä³ëåííÿì ñòàö³îíàðíó òåìïåðàòóðó ïîäàìî ÷åðåç 
íüþòîí³âñüêèé ïîòåíö³àë ïðîñòîãî øàðó ó âèãëÿä³ [11] 
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äå λ  – êîåô³ö³ºíò òåïëîïðîâ³äíîñò³, ( )w ξ  – ³íòåíñèâí³ñòü òåïëîâèõ äæåðåë 

â îáëàñò³ S , 2 2 2
1 1 2 2 3( , ) ( ) ( )R x x x x∗ ξ = − ξ + − ξ + . Çàäàþ÷è ð³çí³ âèðàçè 

äëÿ ôóíêö³é ( )w ξ , çà ôîðìóëîþ (1) âèçíà÷àºìî òåìïåðàòóðó â äîâ³ëüí³é 
òî÷ö³ ò³ëà.  

Â îáëàñò³ S  ( 3 0x = ) òåìïåðàòóðíå ïîëå îïèñóºòüñÿ òàê:  
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Çàóâàæèìî, ùî ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ âèãëÿäó (2) çóñòð³÷àºòüñÿ òàêîæ â 
êîíòàêòíèõ çàäà÷àõ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ïðè ä³¿ ãëàäêîãî øòàìïà íà ïðóæíèé 
ï³âïðîñò³ð. Òîä³ âîíî ìàº âèãëÿä [12] 
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äå E  – ìîäóëü ïðóæíîñò³, ν  – êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà, ( )P x  – êîíòàêòíèé 

òèñê ì³æ øòàìïîì ³ ï³âïðîñòîðîì, à ôóíêö³ÿ ( )f x  âèçíà÷àºòüñÿ ãåîìåòð³ºþ 
îñíîâè øòàìïà òà éîãî ïåðåì³ùåííÿì. 

²íòåãðàë ó âèðàç³ (2) â îáëàñò³ S  º ñëàáêîñèíãóëÿðíèì, òîìó éîãî íåîá-
õ³äíî âèçíà÷àòè àíàë³òè÷íî, à ïîçà íåþ – ðåãóëÿðíèì, òîìó éîãî ìîæíà 
çíàõîäèòè ÷èñåëüíî. 

Ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ. ²íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ ïåðøîãî ðîäó òèïó íüþòî-
í³âñüêîãî ïîòåíö³àëó (2) ïðè äîâ³ëüí³é ïðàâ³é ÷àñòèí³ ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê 
â êëàñ³ ôóíêö³é, ÿê³ ïåðåòâîðþþòüñÿ â íåñê³í÷åíí³ñòü ïîðÿäêó êîðåíÿ 
êâàäðàòíîãî íà êîíòóð³ îáëàñò³ S  [15], òîáòî, êîëè ( )w ξ  ìîæíà çàïèñàòè ó 
âèãëÿä³ 
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ßêùî æ ïðàâà ÷àñòèíà ð³âíÿííÿ (2) º ïîë³íîìîì äåÿêîãî ñòåïåíÿ, òî 
ôóíêö³ÿ ( )ϕ ξ  òàêîæ º ïîë³íîìîì òîãî æ ñòåïåíÿ. 

Íåõàé ( )T x  ìàº âèãëÿä 

 2 2
00 10 1 01 2 11 1 2 20 1 02 2( )T x t t x t x t x x t x t x= + + + + + , (4) 

òîä³ 

 2 2
00 10 1 01 2 11 1 2 20 1 02 2( ) c c c c c cϕ ξ = + ξ + ξ + ξ ξ + ξ + ξ . (5) 

Ï³äñòàâèâøè (4) ³ (5) â (2) ³ îá÷èñëèâøè ³íòåãðàëè [12, 15], îäåðæèìî 
ôîðìóëè äëÿ çíàõîäæåííÿ êîåô³ö³ºíò³â ijt  çà â³äîìèìè ijc  ( 1 2, ,i j = ): 
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1-ãî ³ 2-ãî ðîäó. 
ßêùî æ â îáëàñò³ S  çàäàíà òåìïåðàòóðà, òîáòî â³äîì³ êîåô³ö³ºíòè ijt , 

òî ijc  çíàõîäèìî çà ôîðìóëàìè 
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²íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (2) ìîæíà òàêîæ ðîçâ’ÿçóâàòè àíàë³òè÷íî-÷è-
ñåëüíèì ìåòîäîì, ïîïåðåäíüî âçàºìíî îäíîçíà÷íî â³äîáðàçèâøè îáëàñòü S  
íà êðóã îäèíè÷íîãî ðàä³óñà [6]. 

Äëÿ åë³ïòè÷íî¿ îáëàñò³ ç ï³âîñÿìè a  ³ b  â çàäàí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò 
òàêå â³äîáðàæåííÿ âèçíà÷àºòüñÿ òàê: 

 
1 1

2 2

x ay

x by

=


=

,

,
 

1 1

2 2

a

b

ξ = η


ξ = η

,

,
 (7) 

äå 1 2,y y  – äåêàðòîâ³ êîîðäèíàòè òî÷îê îäèíè÷íîãî êðóãà â ñèñòåì³ êîîðäè-

íàò 1 2Oy y  ç ïî÷àòêîì O  â éîãî öåíòð³. 

Ï³äñòàâëÿþ÷è (7) ó (3) ³ (2), îäåðæóºìî 
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 2 2
1 1 2 2R y a y b yη = − η + − η( , ) ( ) ( ) , 

äå 1S  – êðóã îäèíè÷íîãî ðàä³óñà, ( ) ( )abψ η = ϕ ξ . 

²íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (8), êð³ì ïîëÿðíî¿ îñîáëèâîñò³ â òî÷ö³ äæåðåëà, 
ìàº ùå é êîðåíåâó îñîáëèâ³ñòü íà êîíòóð³ îáëàñò³ ³íòåãðóâàííÿ. Äëÿ ¿õ óñó-
íåííÿ âèêîðèñòàºìî ìåòîä ðåãóëÿðèçàö³¿, ÿêèé ó ïåðøîìó âèïàäêó ïåðåä-
áà÷àº òàêó ³íòåðïðåòàö³þ ñëàáêîñèíãóëÿðíîãî ³íòåãðàëà â ð³âíÿíí³ (8):  
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äå ( )F k  – ïîâíèé åë³ïòè÷íèé ³íòåãðàë ïåðøîãî ðîäó, 10S  – äâîçâ’ÿçíà 

îáëàñòü, îòðèìàíà ç êðóãîâî¿ îáëàñò³ îäèíè÷íîãî ðàä³óñà 1S  âèäàëåííÿì ç 

íå¿ ìàëîãî îêîëó ç öåíòðîì ó òî÷ö³ yη = . Çàóâàæèìî, ùî â ïîäàíí³ (9) 
âèêîðèñòàíî òî÷íå çíà÷åííÿ ³íòåãðàëà 
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äå íîâ³ çì³íí³ 1 2( , )z z z  ³ 1 2( , )ζ ζ ζ  âèçíà÷åí³ ó ïðÿìîêóòí³é îáëàñò³ 1S∗ : 10 z≤{ , 

1 2 2/2  0  2zζ ≤ π ≤ ζ ≤ π, , } . 

Ï³äñòàâèâøè (9) ³ (10) ó (8), îòðèìàºìî ðåãóëÿðíèé àíàëîã ³íòåãðàëüíî-
ãî ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ( )ψ ζ : 
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äå îáëàñòü 10S∗  îòðèìóºòüñÿ ç 1S∗  âèäàëåííÿì ç íå¿ ìàëîãî îêîëó ç öåíòðîì 

â òî÷ö³ zζ = . 

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü. Íåõàé â ò³ë³ ïî åë³ïòè÷í³é îáëàñò³ S  ³íòåíñèâ-
í³ñòü òåïëîâèõ äæåðåë ( )w ξ  â îáëàñò³ S  ìàº âèãëÿä 
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Òîä³, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (4), òåìïåðàòóðó âñåðåäèí³ îáëàñò³ òåï-
ëîâèä³ëåííÿ çàïèøåìî ó âèãëÿä³  
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ßêùî âèáðàòè  
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äå q  – ñòàëà ê³ëüê³ñòü òåïëà ç îäèíèö³ ïëîù³ îáëàñò³ S , òîä³ w Lξ = ξ( ) ( ) . 
Ï³äñòàâèâøè (12) ïîñë³äîâíî â (6), à ïîò³ì â (11), îäåðæèìî âèðàç äëÿ 

òåìïåðàòóðè âñåðåäèí³ îáëàñò³ S : 
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Çàóâàæèìî, ùî ôîðìóëà (13) ñï³âïàäàº ç íàâåäåíîþ â ðîáîò³ [1]. 
Òåìïåðàòóðó ïîçà îáëàñòþ S  çíàõîäèìî çà ôîðìóëîþ 
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îïèñóº òåìïåðàòóðó ïî êðóãîâ³é îáëàñò³, òîáòî, êîëè a b= . 
²ç àíàë³çó íàâåäåíèõ ãðàô³ê³â âèïëèâàº, ùî ïðè âèäîâæåíí³ åë³ïñà 

òåìïåðàòóðà âçäîâæ ìåíøî¿ éîãî ï³âîñ³ çðîñòàº øâèäøå, í³æ óçäîâæ á³ëü-
øî¿. 
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 Рис. 1 Рис. 2 
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ В ТЕЛЕ ПРИ ТЕПЛОВЫДЕЛЕНИИ 
ПО ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ ОБЛАСТИ 
 
Ñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ïîëÿðíûì ÿäðîì îïèñàíî òåìïåðàòóð-
íîå ïîëå â òåëå, âûçâàííîå òåïëîâûäåëåíèåì ïî ýëëèïòè÷åñêîé îáëàñòè. Ïðèâåäå-
íî òî÷íîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, êîãäà åãî ïðàâàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì, 
è àíàëèòè÷åñêè-÷èñëåííîå ðåøåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïðàâîé ÷àñòè. Èññëåäîâàíî 
âëèÿíèå èçìåíåíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòà ýëëèïñà íà ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â 
òåëå.  
 
DISTRIBUTION OF THE TEMPERATURE IN A BODY UNDER HEAT EMISSION 
IN AN ELLIPTICAL DOMAIN  
 
Temperature field in a body, caused by heat emission in a elliptical domain, has been 
determined. The influence of change of domain on the temperature distribution has 
been studied. It has been defined that stresses are compressible in the vicinity of heat 
emission domain and tensile near the body surface. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè  Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 28.07.08 


