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p-ГЕОДЕЗИЧНІ ДИФЕОМОРФІЗМИ ДОТИЧНИХ РОЗШАРУВАНЬ ІЗ 
ЗВ’ЯЗНІСТЮ ГОРИЗОНТАЛЬНОГО ЛІФТА, ІНДУКОВАНІ ГЕОДЕЗИЧНИМИ 
(ПРОЕКТИВНИМИ) ДИФЕОМОРФІЗМАМИ БАЗ  
 

Ç ïîãëÿäó òåîð³¿ ð-ãåîäåçè÷íèõ â³äîáðàæåíü äîñë³äæåíî äèôåîìîðô³çìè äî-
òè÷íèõ ðîçøàðóâàíü ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäê³â ³ç çâ’ÿçí³ñòþ ïîâíîãî ë³ô-
òà, ³íäóêîâàí³ ãåîäåçè÷íèìè (ïðîåêòèâíèìè) äèôåîìîðô³çìàìè áàçèñíèõ 
ìíîãîâèä³â. Âèâ÷åíî ñïëîùóþ÷³ âëàñòèâîñò³ äèôåîìîðô³çì³â äîòè÷íèõ ðîç-
øàðóâàíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ³ç çâ’ÿçíîñòÿìè ãîðèçîíòàëüíîãî ë³ôòà, ³íäóêî-
âàí³ ãåîäåçè÷íèìè (ïðîåêòèâíèìè) äèôåîìîðô³çìàìè áàçèñíèõ ìíîãîâèä³â.  

 
 Âñòóï. Âèâ÷åííþ ñïëîùóþ÷èõ âëàñòèâîñòåé äèôåðåíö³éîâíèõ â³äîáðà-
æåíü ïðèñâÿ÷åíî äåê³ëüêà ðîá³ò. Ó ðîáîò³ [1] ç ïîãëÿäó òåîð³¿ ð-ãåîäåçè÷íèõ 
â³äîáðàæåíü äîñë³äæåíî äèôåîìîðô³çìè äîòè÷íèõ ðîçøàðóâàíü ïåðøîãî òà 
äðóãîãî ïîðÿäê³â, íàä³ëåí³ ïîâíèìè ë³ôòàìè àô³ííèõ çâ’ÿçíîñòåé íà áàçàõ, 
ÿê³ ³íäóêîâàí³ ãåîäåçè÷íèìè (ïðîåêòèâíèìè) äèôåîìîðô³çìàìè áàçèñíèõ 
ìíîãîâèä³â. Ãðóïè Ë³ òàêèõ ïåðåòâîðåíü ðîçãëÿíóòî â ðîáîò³ [2].  

Ó ðîáîò³ [3] âèâ÷åíî ñïëîùóþ÷³ âëàñòèâîñò³ ïåðåòâîðåíü äîòè÷íîãî ðîç-
øàðóâàííÿ, íàä³ëåíîãî ïîâíèì ë³ôòîì àô³ííî¿ çâ’ÿçíîñò³ (ïñåâäî)ð³ìàíîâîãî 
ïðîñòîðó, ùî º áàçîþ, ÿê³ ³íäóêîâàí³ êîíöèðêóëÿðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè 
áàçèñíîãî ìíîãîâèäó. Òóò æå âèÿâëåíî ïåâí³ ãåîìåòðè÷í³ îñîáëèâîñò³ ãðóï 
Ë³ òàêèõ ïåðåòâîðåíü ó ðàìêàõ òåîð³¿ ð-ãåîäåçè÷íèõ â³äîáðàæåíü.  

Ñïëîùóþ÷³ âëàñòèâîñò³ ïåðåòèí³â äîòè÷íîãî ðîçøàðóâàííÿ ïåðøîãî 
ïîðÿäêó ùîäî çâ’ÿçíîñò³ ïîâíîãî ë³ôòà âèÿâëåíî â ðîáîò³ [4].  

Ïðèðîäíèì ÷èíîì âèíèêàº çàäà÷à âèâ÷åííÿ ñïëîùóþ÷èõ âëàñòèâîñòåé 
äèôåîìîðô³çì³â äîòè÷íèõ ðîçøàðóâàíü ïåðøîãî ïîðÿäêó, íàä³ëåíèõ çâ’ÿç-
í³ñòþ ãîðèçîíòàëüíîãî ë³ôòà. Öå çàâäàííÿ óñêëàäíþºòüñÿ òèì, ùî ãîðèçîí-
òàëüíèé ë³ôò àô³ííî¿ çâ’ÿçíîñò³ áåç êðó÷åíü º àô³ííîþ çâ’ÿçí³ñòþ íà äî-
òè÷íîìó ðîçøàðóâàíí³ ç íåòðèâ³àëüíèì êðó÷åííÿì.  

Öÿ ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà âèâ÷åííþ ñïëîùóþ÷èõ âëàñòèâîñòåé äèôåîìîð-
ô³çì³â äîòè÷íèõ ðîçøàðóâàíü ïåðøîãî ïîðÿäêó, íàä³ëåíèõ çâ’ÿçí³ñòþ ãîðè-
çîíòàëüíîãî ë³ôòà, ÿê³ ³íäóêîâàí³ ãåîäåçè÷íèìè (ïðîåêòèâíèìè) äèôåîìîð-
ô³çìàìè áàçèñíèõ ìíîãîâèä³â.  

Îñíîâí³ îçíà÷åííÿ ïåðøîãî ïóíêòó (ï. 1) óçÿòî ç [2] ³ [3]. Òåîðåìà öüîãî 
ïóíêòó ïîêàçóº, ùî âèâ÷åííÿ ñïëîùóþ÷èõ âëàñòèâîñòåé äèôåîìîðô³çì³â 
çâîäèòüñÿ äî âèâ÷åííÿ ñïëîùóþ÷èõ âëàñòèâîñòåé äîâ³ëüíîþ ãåîäåçè÷íîþ 
êðèâîþ ùîäî ñïåö³àëüíî¿ çâ’ÿçíîñò³ – çàõâàòà àô³ííî¿ çâ’ÿçíîñò³.  

Äðóãèé ïóíêò (ï. 2) ïðèñâÿ÷åíèé ë³ôòàì. Îçíà÷åííÿ ³ âëàñòèâîñò³ âåð-
òèêàëüíîãî, ïîâíîãî é ãîðèçîíòàëüíîãî ë³ôò³â òåíçîðíèõ âåëè÷èí óçÿò³ ç [7]. 
Êð³ì òîãî, â öüîìó ïóíêò³ ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ Å-ë³ôòà òåíçîðíîãî ïîëÿ òèïó 
(1, 1) ³ ðîçãëÿäàþòüñÿ éîãî âëàñòèâîñò³, ÿê³ âèêîðèñòîâóþòüñÿ íàäàë³.  

Òðåò³é ïóíêò (ï. 3) º êëþ÷îâèì. Òóò íàâîäèòüñÿ äîïîì³æíà ëåìà, ÿêà 
âèêîðèñòîâóºòüñÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ êðèâèí äîâ³ëüíî¿ ãåîäåçè÷íî¿ êðèâî¿ 
ùîäî çàõâàòà àô³ííî¿ çâ’ÿçíîñò³. Çâ³äñè âæå âèïëèâàº îñíîâíà òåîðåìà ïðî 
ñïëîùóþ÷³ âëàñòèâîñò³ äèôåîìîðô³çì³â äîòè÷íèõ ðîçøàðóâàíü ç³ çâ’ÿçí³ñ-
òþ ãîðèçîíòàëüíîãî ë³ôòà, ÿê³ ³íäóêîâàí³ ãåîäåçè÷íèìè (ïðîåêòèâíèìè) äè-
ôåîìîðô³çìàìè áàç.  
 1. ð-ãåîäåçè÷í³ äèôåîìîðô³çìè. Íàâåäåìî â³äîìîñò³ ç òåîð³¿ ð-ãåîäå-
çè÷íèõ â³äîáðàæåíü, íåîáõ³äí³ äëÿ ïîäàëüøîãî âèêëàäó.  

Â³çüìåìî â n -âèì³ðíîìó äèôåðåíö³éîâíîìó ìíîãîâèä³ M  ç àô³ííîþ 

çâ’ÿçí³ñòþ ∇  ãëàäêó êðèâó C , ÿêà â êàðò³ ( )hU u; , 1,2, ,h n=  , îïèñóºòüñÿ 

ïàðàìåòðè÷íèìè ð³âíÿííÿìè ( )h hu x t= . Ðîçãëÿíåìî âåêòîðí³ ïîëÿ êðèâèí 
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óçäîâæ êðèâî¿ C , ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ òàêèì ÷èíîì. Íåõàé ξ  – ïîëå äîòè÷-

íèõ âåêòîð³â óçäîâæ êðèâî¿ C . Î÷åâèäíî, ïîëå ξ  ó êàðò³ ( )hU u;  ìàº êîì-

ïîíåíòè 
hh dx

dt
ξ = . Ïîëå 1ξ  âåêòîð³â ïåðøî¿ êðèâèíè êðèâî¿ C  âèçíà÷àºòü-

ñÿ ÿê êîâàð³àíòíà ïîõ³äíà ïîëÿ äîòè÷íèõ âåêòîð³â óçäîâæ êðèâî¿ C , òîáòî 

1 tξ = ∇ ξ . ßêùî ïîëå 1q−ξ  ( 1)q − -¿ êðèâèíè êðèâî¿ C  âæå âèçíà÷åíî, òî ïî-

ëå qξ  âåêòîð³â q -¿ êðèâèíè – öå êîâàð³àíòíà ïîõ³äíà â³ä ïîëÿ âåêòîð³â 

( 1)q − -¿  êðèâèíè óçäîâæ êðèâî¿ C , òîáòî 1q t q−ξ = ∇ ξ .  

Îçíà÷åííÿ 1. Ãîâîðÿòü, ùî êðèâà C  ó òî÷ö³ x  ìàº ñïëîùåííÿ q -ãî 

ïîðÿäêó, ÿêùî â òî÷ö³ x  âåêòîðè 1 1, , , q−ξ ξ ξ  ë³í³éíî íåçàëåæí³, à âåêòîðè 

1 1, , , ,q q−ξ ξ ξ ξ  º ë³í³éíî çàëåæíèìè.  

Êðèâà, ÿêà â êîæí³é ñâî¿é òî÷ö³ ìàº ñïëîùåííÿ p -ãî ïîðÿäêó, íàçèâà-
ºòüñÿ ð-ãåîäåçè÷íîþ êðèâîþ.  

Îçíà÷åííÿ 2. Äèôåîìîðô³çì : M Mµ →  äâîõ àô³ííî çâ’ÿçíèõ ïðîñòî-

ð³â ( , )M ∇  ³ ( , )M ∇  íàçèâàºòüñÿ ð-ãåîäåçè÷íèì, ÿêùî ïðè öüîìó äèôåîìîð-
ô³çì³ âñ³ ãåîäåçè÷í³ êðèâ³ ïåðøîãî ïðîñòîðó ïåðåõîäÿòü ó êðèâ³ äðóãîãî 
ïðîñòîðó, â òî÷êàõ ÿêîãî íàéá³ëüøèé ç ïîðÿäê³â ñïëîùåííÿ äîð³âíþº ð.  

ð-ãåîäåçè÷íèé äèôåîìîðô³çì : M Mρ →  àô³ííî çâ’ÿçíîãî ïðîñòîðó 

( , )M ∇  íà ñåáå íàçèâàºòüñÿ ð-ãåîäåçè÷íèì ïåðåòâîðåííÿì àô³ííî çâ’ÿçíîãî 
ïðîñòîðó ( , )M ∇ .  

ßê âèäíî, âèâ÷åííÿ ñïëîùóþ÷èõ âëàñòèâîñòåé äèôåîìîðô³çìó µ  çâî-

äèòüñÿ äî âèâ÷åííÿ ïîâåä³íêè ïîðÿäêó ñïëîùåííÿ òî÷îê êðèâî¿-îáðàçó C  
ïðè äîâ³ëüí³é çì³í³ ãåîäåçè÷íî¿ êðèâî¿ C . Äîñë³äæåííÿ ïîðÿäê³â ñïëîùåííÿ 

òî÷îê êðèâî¿-îáðàçó C  â M  ìîæíà çâåñòè äî âèâ÷åííÿ ïîðÿäê³â ñïëîùåí-
íÿ â³äïîâ³äíèõ òî÷îê ãåîäåçè÷íî¿ êðèâî¿ C  ùîäî ñïåö³àëüíî¿ çâ’ÿçíîñò³ íà 

ìíîãîâèä³ M  – çàõâàòà àô³ííî¿ çâ’ÿçíîñò³ ∇  äèôåîìîðô³çìîì 1−µ .  

Ëåãêî ïåðåâ³ðèòè, ùî â³äîáðàæåííÿ : ( ) ( ) ( )M M M∇ × → X X X , îçíà÷óâà-

íå ïðàâèëîì 1
( ) ( )( )X XY Y

∗
−

µ ∗∗∇ = ∇ µµ ( )  äëÿ äîâ³ëüíèõ âåêòîðíèõ ïîë³â ,X Y∈ 

( )M∈ X , º àô³ííîþ çâ’ÿçí³ñòþ íà M . Âîíà íàçèâàºòüñÿ çàõâàòîì àô³ííî¿ 

çâ’ÿçíîñò³ ∇  äèôåîìîðô³çìîì 1−µ  [5, ðîçä. 3, ñ. 189, §30].  
Áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ 1 ³ ïðàâèë äèôåðåíö³þâàííÿ îòðèìàºìî òà-

êó ëåìó.  
Ëåìà 1. Íåõàé : ( , )a b Mγ →  – ïàðàìåòðèçàö³ÿ êðèâî¿ C  ó ìíîãîâèä³ 

M , : M Mµ →  – äèôåîìîðô³çì ìíîãîâèä³â, ∇  – àô³ííà çâ’ÿçí³ñòü íà ìíî-

ãîâèä³ M , ∇  – çàõâàò ∇  äèôåîìîðô³çìîì 1−µ  ³ γ = µ γ  – ïàðàìåòðèçà-

ö³ÿ êðèâî¿-îáðàçó ( )= µC C . Òîä³ âåêòîðíå ïîëå qξ  q -¿ êðèâèíè êðèâî¿-îá-

ðàçó ( )= µC C  â³äíîñíî çâ’ÿçíîñò³ ∇  ñï³âïàäàº ç ïåðåíåñåííÿì âåêòîðíîãî 

ïîëÿ qξ  q -¿ êðèâèíè êðèâî¿ C  â³äíîñíî çàõâàòà ∇ , òîáòî  

 ,        1,2,q q q∗ξ = µ ξ =  . 

Çâ³äñè ³ ç âëàñòèâîñòåé äèôåîìîðô³çì³â îòðèìóºìî òàêó òåîðåìó.  
Òåîðåìà 1. Íåõàé : M Mµ →  – äèôåîìîðô³çì ìíîãîâèä³â, ∇  – àô³ííà 

çâ’ÿçí³ñòü íà M , ∇  – çàõâàò ∇  äèôåîìîðô³çìîì 1−µ , C  – ãëàäêà êðèâà ó 

ìíîãîâèä³ M , ( )= µC C  – êðèâà-îáðàç íà M .  
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Äëÿ òîãî ùîá ó òî÷ö³ ( ) ,pµ ∈C ,p∈C  êðèâà-îáðàç C  ìàëà ñïëîùåííÿ 

k -ãî ïîðÿäêó â³äíîñíî çâ’ÿçíîñò³ ∇ , íåîáõ³äíî é äîñòàòíüî, ùîá ó òî÷ö³ 

p∈ C  êðèâà C  ìàëà ñïëîùåííÿ k -ãî ïîðÿäêó â³äíîñíî çàõâàòà ∇ .  

Ëåãêî ïåðåâ³ðèòè, ùî ïðàâèëî ( , ) X XP X Y Y Y= ∇ − ∇  âèçíà÷àº òåíçîðíå 

ïîëå 1
2 ( )P M∈ T , äå X  ³ Y  – äîâ³ëüí³ ãëàäê³ âåêòîðí³ ïîëÿ íà M . Òåíçîðíå 

ïîëå P  ò³ñíî ïîâ’ÿçàíå ç ïîíÿòòÿì òåíçîðà àô³ííî¿ äåôîðìàö³¿ H  äèôåî-
ìîðô³çìó : M Mµ →  àô³ííî çâ’ÿçíèõ ïðîñòîð³â [5, ñ. 153, ïðèêëàä 6]. Ñàìå 
äëÿ äîâ³ëüíèõ âåêòîðíèõ ïîë³â X  ³ Y  íà ìíîãîâèä³ M  º ïðàâèëüíîþ ð³â-
í³ñòü ( ( , )) ( , )P X Y H X Y∗µ =  (ÿêó íåâàæêî äîâåñòè). Òîìó òåíçîðíå ïîëå P  
òàê ñàìî íàçèâàòèìåìî òåíçîðîì àô³ííî¿ äåôîðìàö³¿ äèôåîìîðô³çìó µ . 
Íåõàé óçäîâæ êðèâî¿ C  çàäàíî âåêòîðíå ïîëå χ . Òîä³ âèðàç äëÿ êîâàð³àíò-

íî¿ ïîõ³äíî¿ γ∇ χ  íàáóäå âèãëÿäó  

 ( , )Pγ γ∇ χ = ∇ χ + ξ χ . (1) 

Çâ³äñè âæå ìîæíà çíàõîäèòè âåêòîðè qξ  êðèâèí óçäîâæ êðèâî¿ C  â³ä-

íîñíî çâ’ÿçíîñò³ ∇ .  
 2. Ë³ôòè. Íàâåäåìî â³äîìîñò³ ç òåîð³¿ ë³ôò³â, íåîáõ³äí³ äëÿ ïîäàëüøîãî 
âèêëàäó. Íåõàé M  – äèôåðåíö³éîâíèé ìíîãîâèä, ( )T M  – éîãî äîòè÷íå ðîç-
øàðóâàííÿ.  

Îçíà÷åííÿ 3. Âåðòèêàëüíèì ë³ôòîì ôóíêö³¿ :f M →   íàçèâàºòüñÿ 

ôóíêö³ÿ : ( )Vf T M →  , ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ ð³âí³ñòþ 
Vf f= π , 

äå : ( )T M Mπ →  – ïðèðîäíà ïðîåêö³ÿ äîòè÷íîãî ðîçøàðóâàííÿ ( )T M  íà 
áàçèñíèé ìíîãîâèä M .  

Îçíà÷åííÿ 4. Ïîâíèì ë³ôòîì ôóíêö³¿ :f M →   íàçèâàºòüñÿ ôóíê-

ö³ÿ : ( )Cf T M →  , ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ ð³âí³ñòþ  

( )Cf df= ι , 

äå â³äîáðàæåííÿ : ( ) ( ( ))M T M∗ι →X F  êîæíîìó êîâåêòîðíîìó ïîëþ ( )M∗ω ∈ X  

ç³ñòàâëÿº ôóíêö³þ ιω  çà ïðàâèëîì: ÿêùî j
jduω = ω  – ëîêàë³çàö³ÿ ω  ó êàð-

ò³ ( )hU u; , òî j
jyιω = ω  â ³íäóêîâàí³é êàðò³ 1( ( ) )h hU u y−π ; , .  

Îòæå, â ³íäóêîâàí³é êàðò³ 
def

i
C i f

f y f
u

∂= = ∂
∂

.  

Ïðîïîçèö³ÿ 1. Íåõàé X  ³ Y  – òàê³ âåêòîðí³ ïîëÿ íà ( )T M , ùî äëÿ 

áóäü-ÿêî¿ ôóíêö³¿ ( )f M∈ F  âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü C CXf Yf=  . Òîä³ X Y=  .  
Îçíà÷åííÿ 5. Âåðòèêàëüíèì ë³ôòîì âåêòîðíîãî ïîëÿ ( )X M∈ X  íà-

çèâàºòüñÿ âåêòîðíå ïîëå ( ( ))VX T M∈ X , ÿêå âèçíà÷àºòüñÿ ð³âí³ñòþ  

 ( )V C VX f Xf=  
äëÿ áóäü-ÿêî¿ ôóíêö³¿ ( )f M∈ F .  

Îçíà÷åííÿ 6. Âåêòîðíå ïîëå ( ( ))X T M∈ X  íàçèâàºòüñÿ âåðòèêàëüíèì, 

ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¿ ôóíêö³¿ ( )f M∈ F  âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü 0VXf = .  

Íåõàé â ³íäóêîâàí³é êàðò³ âåêòîðíå ïîëå X  ìàº êîìïîíåíòè 
h

h

X

X

 
 
 


 . Äëÿ 

òîãî ùîá X  áóëî âåðòèêàëüíèì, íåîáõ³äíî òà äîñòàòíüî, ùîá 0hX = .  
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Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¿ ôóíêö³¿ ( )f M∈ F  ñïðàâäæóºòüñÿ 
ð³âí³ñòü  

 0V VX f = ,  
òîáòî âåðòèêàëüíèé ë³ôò º âåðòèêàëüíèì âåêòîðíèì ïîëåì.  

Îçíà÷åííÿ 7. Ïîâíèì ë³ôòîì âåêòîðíîãî ïîëÿ ( )X M∈ X  íàçèâàºòüñÿ 

âåêòîðíå ïîëå ( ( ))CX T M∈ X , ÿêå âèçíà÷àºòüñÿ ð³âí³ñòþ  

 ( )C C CX f Xf=  
äëÿ áóäü-ÿêî¿ ôóíêö³¿ ( )f M∈ F .  

ßêùî â êàðò³ ( )hU u;  âåêòîðíå ïîëå X  ìàº êîìïîíåíòè hX , òî â ³íäó-

êîâàí³é êàðò³ 1( ( ) )h hU u y−π ; ,  âåðòèêàëüíèé ë³ôò VX  ìàº êîìïîíåíòè 
0
hX

 
 
 
 

, 

à ïîâíèé ë³ôò CX  ìàº êîìïîíåíòè 
h

h

X
X

 
 
 
 ∂

, äå j

hh j XX y
u

∂∂ = ∂ .  

Ïðîïîçèö³ÿ 2. Íåõàé S  ³ T  – òàê³ òåíçîðí³ ïîëÿ òèïó (0, )s  àáî 
(1, )s  íà ( )T M , äå 0s > , ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðíèõ ïîë³â 1, , sX X ∈  

( )M∈ X  ïðàâèëüíîþ º ð³âí³ñòü 1 1( , , ) ( , , )C C C C
s sS X X T X X=   . Òîä³ S T=  .  

Îçíà÷åííÿ 8. Âåðòèêàëüíèì ë³ôòîì êîâåêòîðíîãî ïîëÿ ω  íà M  íà-

çèâàºòüñÿ êîâåêòîðíå ïîëå ( ( ))V T M∗ω ∈ X , ÿêå âèçíà÷àºòüñÿ ð³âí³ñòþ  

 ( ( ))V C VX Xω = ω  
äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ( )X M∈ X .  

Îçíà÷åííÿ 9. Ïîâíèì ë³ôòîì êîâåêòîðíîãî ïîëÿ ( )M∗ω ∈ X  íàçèâà-

ºòüñÿ êîâåêòîðíå ïîëå ( ( ))C T M∗ω ∈ X , ÿêå âèçíà÷àºòüñÿ ð³âí³ñòþ  

 ( ) ( ( ))C C CX Xω = ω  
äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ( )X M∈ X .  

ßêùî êîâåêòîðíå ïîëå ω  ó êàðò³ ( )hU u;  ìàº êîìïîíåíòè jω , òî â ³íäó-

êîâàí³é êàðò³ 1( ( ) )h hU u y−π ; ,  âåðòèêàëüíèé ë³ôò Vω  ìàº êîìïîíåíòè ( ,0)jω , 

à ïîâíèé ë³ôò Cω  ìàº êîìïîíåíòè ( )j j∂ω , ω , äå j
i

i
j y

u
∂ω

∂ω = ∂ .  

Îçíà÷åííÿ 10. Âåðòèêàëüíèì ë³ôòîì äîâ³ëüíîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ 

( )r
sP M∈ T  íàçèâàºòüñÿ òàêå òåíçîðíå ïîëå ( ( ))V r

sP T M∈ T , ùî â³äîáðàæåí-

íÿ VP P→  º ïðîäîâæåííÿì â³äîáðàæåíü Vf f→ , VX X→  ³ Vω → ω  íà 
àëãåáðó ( )MT  òåíçîðíèõ ïîë³â, ÿêå çàäîâîëüíÿº óìîâó  

 ( )V V VP Q P Q⊗ = ⊗ .   
Îçíà÷åííÿ 11. Ïîâíèì ë³ôòîì äîâ³ëüíîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ P  òèïó 

( )r s,  íà M  íàçèâàºòüñÿ òàêå òåíçîðíå ïîëå ( ( ))C r
sP T M∈ T , ùî â³äîáðàæåí-

íÿ CP P→  º ïðîäîâæåííÿì â³äîáðàæåíü Cf f→ , CX X→  ³ Cω → ω  íà 
àëãåáðó ( )T M  òåíçîðíèõ ïîë³â, ÿêå çàäîâîëüíÿº óìîâó  

 ( )C C V V CP Q P Q P Q⊗ = ⊗ + ⊗ .   
Äëÿ òåíçîðíîãî ïîëÿ S  òèïó (0 )s,  àáî (1 )s,  ³ äîâ³ëüíèõ âåêòîðíèõ ïî-

ë³â 1, , ( )sX X M∈ X  ³ 1, , ( ( ))sX X T M∈  X  âèêîíóþòüñÿ ð³âíîñò³  

 1 1 1( , , , , , , ) 0V V
i i i sS X X X X X− + =     , 

 11 ( ( , , ))( , , ) VV C C
ss S X XS X X =  , 

 11 ( ( , , ))( , , ) VC V V
ss S X XS X X =  , 

 1 1( , , ) ( ( , , ))C C C C
s sS X X S X X=  . (2) 
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Äëÿ òåíçîðíèõ ïîë³â 1
1 ( )F G M, ∈ T  âèêîíóþòüñÿ ð³âíîñò³ 

 0,                    ( )V V V C VF G F G F G= =   , 

 ( ) ,          ( ) C V V C C CF G F G F G F G= =    .  

ßêùî δ  – îäèíè÷íèé àô³íîð íà M , òî Cδ  º îäèíè÷íèì àô³íîðîì 
íà ( )T M .  

Íåõàé  

 1 1
1 1

r s
s r

i i j j
j j i i

S S du du du
u u

...
...

∂ ∂= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂ ∂

 
   

– ëîêàë³çàö³ÿ òåíçîðíîãî ïîëÿ 1( )r
sS M+∈ T  ó êàðò³ ( )hU u; . Îçíà÷èìî â ³í-

äóêîâàí³é êàðò³ 1( ( ) )h hU u y−π ; ,  òåíçîðíå ïîëå Sγ  ïðàâèëîì  

 1 1
1 1

r s
s r

i i j j
j j i i

S y S du du
y y

...
...

∂ ∂γ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
∂ ∂

 
 . (3) 

Ö³ ëîêàëüí³ òåíçîðí³ ïîëÿ âèçíà÷àþòü ãëîáàëüíå òåíçîðíå ïîëå 1( ( ))r
sS T M−γ ∈T . 

Äëÿ âåêòîðíèõ ïîë³â 2 , , ( )sX X M∈ X  ³ òåíçîðíîãî ïîëÿ ( )r
sP M∈ T  âè-

êîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü (äîâåäåííÿ ¿¿ ÷åðåç îáìåæåííÿ îáñÿãó ñòàòò³ íå íàâîäèìî)  

 2 2( , , , ) ( , , )C C
s sP X X P X Xγ ⋅ = γ { } . (4) 

Äëÿ äîâ³ëüíèõ òåíçîðíèõ ïîë³â P  ³ Q  ïðàâèëüíîþ º ð³âí³ñòü  

 VP Q P Qγ ⊗ = γ ⊗{ } . (5) 
Íåõàé òåïåð M  – äèôåðåíö³éîâíèé ìíîãîâèä ³ç àô³ííîþ çâ’ÿçí³ñòþ ∇ .  

Îçíà÷åííÿ 12. Ãîðèçîíòàëüíèì ë³ôòîì òåíçîðíîãî ïîëÿ P  òèïó 

( , )r s  íà M  íàçèâàºòüñÿ òåíçîðíå ïîëå ( ( ))H r
sP T M∈ T , ÿêå âèçíà÷àºòüñÿ 

ð³âí³ñòþ  

 H CP P Pγ= − ∇ ,  

äå P Pγ ⋅∇ = γ ∇{ } .  

Äëÿ ôóíêö³¿ ( )f M∈ F   

 0Hf = .   
Íåõàé ó êàðò³ ( )hU u;  àô³ííà çâ’ÿçí³ñòü ∇  ìàº êîìïîíåíòè h

j iΓ .  

ßêùî âåêòîðíå ïîëå X  ó êàðò³ ( )hU u;  ìàº êîìïîíåíòè hX , òî ãîðè-

çîíòàëüíèé ë³ôò HX  â ³íäóêîâàí³é êàðò³ 1( ( ) )h hU u y−π ; ,  ìàº êîìïîíåíòè 
h

h i
i

X
X

 
 
 
 −Γ

, äå h j h
i j iyΓ = Γ .  

ßêùî êîâåêòîðíå ïîëå ω  ó êàðò³ ( )hU u;  ìàº êîìïîíåíòè jω , òî ãîðè-

çîíòàëüíèé ë³ôò Hω  â ³íäóêîâàí³é êàðò³ 1( ( ) )h hU u y−π ; ,  ìàº êîìïîíåíòè 

( , )i
j i jΓ ω ω .  

Äëÿ äîâ³ëüíèõ òåíçîðíèõ ïîë³â P  ³ Q  âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü  

 ( )H H V V HP Q P Q P Q⊗ = ⊗ + ⊗ . (6) 

Äëÿ òåíçîðíèõ ïîë³â 0 ( )sS M∈ T  àáî 1( )sS M∈ T  ³ âåêòîðíèõ ïîë³â 1,X  , 

, ( )sX M∈ X  âèêîíóþòüñÿ ð³âíîñò³ 

 1 1( , , ) ( ( , , ))V H H V
s sS X X S X X=  , 

 1( , , ) 0H V V
sS X X = , 

 1 1 1 1( , , , , , ) ( ( , , ))H H H V H H V
i i i s sS X X X X X S X X− + =   , 

 1 1( , , ) ( ( , , ))H H H H
s sS X X S X X=  .  
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Ïðîïîçèö³ÿ 3. Íåõàé S  ³ T  – òåíçîðí³ ïîëÿ òèïó ( )r s,  íà ( )T M  òà-

ê³, ùî âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü 1 1( , , ) ( , , )s sS X X T X X=        äëÿ âñ³õ âåêòîð-

íèõ ïîë³â iX , 1, ,i s=  , âèãëÿäó VX  àáî HX , äå ( )X M∈X . Òîä³ S T=  .  
Äëÿ áóäü-ÿêèõ ( )X M∈ X  ³ 1

1 ( )F M∈ T  âèêîíóþòüñÿ ð³âíîñò³ 

 ( ) ( ( ))H V VF X F X= , 

 ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )H C H H H CF X F X F X F X F Xγ γ= + ∇ = + ∇ , 

 ( ) ( ( ))H H HF X F X= . (7) 

Äëÿ äîâ³ëüíèõ ( )X M∈ X  ³ ( )M∗ω ∈ X  âèêîíóþòüñÿ ð³âíîñò³  

 ( ) ( ( )) ,       ( ) ( ),      ( ) 0H V V H C C H HX X X X Xγω = ω ω = ω ∇ ω = . 

Äëÿ äîâ³ëüíèõ 1
1, ( )F G M∈ T  âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü  

 ( )H H HF G F G=  .  

ßêùî δ  – îäèíè÷íèé àô³íîð íà M , òî Hδ  º îäèíè÷íèì àô³íîðîì 
íà ( )T M .  

Îçíà÷åííÿ 13. Ãîðèçîíòàëüíèì ë³ôòîì àô³ííî¿ çâ’ÿçíîñò³ ∇  íà M  

íàçèâàºòüñÿ òàêà àô³ííà çâ’ÿçí³ñòü H∇  íà ( )T M , ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ ð³âí³ñòþ  

 ( ) ( , )C
H C C

XX
Y Y R X Y∇ = ∇ − γ ⋅{ } ,  

äå X Y,  – âåêòîðí³ ïîëÿ íà M , R  – òåíçîð êðèâèíè àô³ííî¿ çâ’ÿçíîñò³ ∇ .  

Â ³íäóêîâàí³é êàðò³ 1( ( ) )h hU u y−π ; ,  àô³ííà çâ’ÿçí³ñòü ãîðèçîíòàëüíîãî 

ë³ôòà H∇  ìàº êîìïîíåíòè   K
J IΓ , îçíà÷óâàí³ ð³âíîñòÿìè  

 ,                   0,          0,          0k k kk k
i j i j i j i j i j

Γ = Γ Γ = Γ = Γ =    , 

 ,       ,       ,       0k k kk k s k k k
i j i j s i j i j i ji j i j i j

y RΓ = ∂Γ − Γ = Γ Γ = Γ Γ =    . (8) 

Äëÿ äîâ³ëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ( )X M∈ X  ³ äîâ³ëüíîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ 
K  íà M  âèêîíóþòüñÿ ð³âíîñò³  

  ( ) ,         ( )C C
H V V H H H

X XX X
K K K K∇ = ∇ ∇ = ∇ , 

  0,                 0V V
H V H H

X X
K K∇ = ∇ = . 

Íåõàé : M Mµ →  – äèôåîìîðô³çì ìíîãîâèä³â, : ( ) ( )T M T M∗µ →  – ³í-
äóêîâàíèé äèôåîìîðô³çì.  

Çàõâàòîì âåêòîðíîãî ïîëÿ ( )X M∈ X  äèôåîìîðô³çìîì µ  íàçèâàºòüñÿ 

âåêòîðíå ïîëå ( )X M∗µ ∈ X , ÿêå âèçíà÷àºòüñÿ ïðàâèëîì  

 ( )( ) ( ) ( ),          p p pX X p M∗ µ ∗µ = µ ∈ ,  

äå ( )( ) : ( ) ( )p p pT M T M∗ µµ →  – äèôåðåíö³àë (äîòè÷íå â³äîáðàæåííÿ) â³äîáðà-

æåííÿ µ  ó òî÷ö³ p  [5, ðîçä. 2, ñ. 112, §17].  

Äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ( )X M∈ X  âèêîíóþòüñÿ ð³âíîñò³  

 ( ) ( ) ( ) ,         ( ) ( ) ( )V V C CX X X X∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗µ = µ µ = µ . 

Àíòèçàõâàòîì òåíçîðíîãî ïîëÿ 1( )sB M∈ T  äèôåîìîðô³çìîì µ  íàçè-

âàºòüñÿ òåíçîðíå ïîëå 1( )sB M∗µ ∈ T , îçíà÷óâàíå ïðàâèëîì  

 1
1 1( )( , , ) ( ) ( ( , , ))s sB X X B X X∗ −

∗ ∗ ∗µ = µ µ µ    

äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðíèõ ïîë³â 1, , ( )sX X M∈ X  [5, ðîçä. 2, ñ. 112, §17] .  
Áåçïîñåðåäíüî ç âëàñòèâîñòåé äèôåîìîðô³çì³â ³ ïîâåä³íêè òåíçîðíèõ 

ïîë³â ï³ä ¿õ ä³ºþ âèïëèâàþòü íàñòóïí³ òâåðäæåííÿ.  
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Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé : M Mµ →  – äèôåîìîðô³çì ìíîãîâèä³â ³ òåí-

çîðíå ïîëå 1
1 ( )F M∈ T  º àíòèçàõâàòîì òåíçîðíîãî ïîëÿ 1

1 ( )F M∈ T  äèôåî-

ìîðô³çìîì µ , òîáòî F F∗= µ . Òîä³ âåêòîðíå ïîëå Fγ   º çàõâàòîì âåêòîð-

íîãî ïîëÿ Fγ , ³íäóêîâàíèì äèôåîìîðô³çìîì 1( )−
∗µ .  

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé : M Mµ →  – äèôåîìîðô³çì ìíîãîâèäà M  íà 

ìíîãîâèä M  ç àô³ííîþ çâ’ÿçí³ñòþ ∇ . ßêùî ∇  – çàõâàò çâ’ÿçíîñò³ ∇  äè-

ôåîìîðô³çìîì 1−µ , òîáòî 1( )−
∗∇ = µ ∇ , òî ãîðèçîíòàëüíèé ë³ôò H∇  º çà-

õâàòîì ãîðèçîíòàëüíîãî ë³ôòà H∇ , ³íäóêîâàíèì äèôåîìîðô³çìîì 1( )−
∗µ , 

òîáòî 1(( ) ) ( )H H−
∗ ∗∇ = µ ∇ .  

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé P  – òåíçîð àô³ííî¿ äåôîðìàö³¿ äèôåîìîðô³çìó 
: M Mµ →  àô³ííî çâ’ÿçíèõ ïðîñòîð³â ( , )M ∇  ³ ( , )M ∇  áåç êðó÷åíü. Òîä³ òåí-

çîð àô³ííî¿ äåôîðìàö³¿ P  ³íäóêîâàíîãî äèôåîìîðô³çìó : ( ) ( )T M T M∗µ →  
äîòè÷íèõ ðîçøàðóâàíü ³ç çâ’ÿçíîñòÿìè ãîðèçîíòàëüíèõ ë³ôò³â â³äïîâ³äíî 

H∇  ³ H∇  äëÿ äîâ³ëüíèõ âåêòîðíèõ ïîë³â ( )X Y M, ∈ X  ìàº âèãëÿä  

 ( , ) ( , ) ( ( , )) ( , ( , )) ( , ( , ))C C H C C
XP X Y P X Y P Y P P X Y P X P Y= + γ ∇ ⋅ − γ ⋅ − ⋅ { } { } . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé R  – òåíçîð êðèâèíè àô³ííî¿ çâ’ÿçíîñò³ ∇  ³ R  – 

òåíçîð êðèâèíè çàõâàòà ∇ . Òîä³ çã³äíî ç îçíà÷åííÿì 13, òåíçîð àô³ííî¿ 

äåôîðìàö³¿ P  ³íäóêîâàíîãî äèôåîìîðô³çìó ∗µ  íàáóâàº âèãëÿäó  

 


( , ) C C
HC C C H C
X X

P X Y Y Y∇= − ∇ =  

 ( ) ( , ) ( ) ( , )C C
X XY R X Y Y R X Y= ∇ − γ ⋅ − ∇ + γ ⋅ = { } { }  

 ( ( , )) ( , ) ( , )CP X Y R X Y R X Y= − γ ⋅ − ⋅{ }  

äëÿ áóäü-ÿêèõ ( )X Y M, ∈ X . Âðàõîâóþ÷è (4), çíàõîäèìî  

 ( , ) ( , ) ( , ) ( )( , )C C
XR X Y R X Y P X Y P Yγ ⋅ − ⋅ = γ ∇ − γ ∇ ⋅ +⋅{ } { } {  

 ( , ( , )) ( , ( , ))P P X Y P X P Y+ ⋅ − ⋅{ } . 
Ç ö³º¿ ð³âíîñò³ òà âëàñòèâîñòåé ïîâíèõ ë³ôò³â (2) íà ï³äñòàâ³ îçíà÷åííÿ 12 
ãîðèçîíòàëüíîãî ë³ôòà òåíçîðíîãî ïîëÿ çíàõîäèìî  
 ( , ) ( , ) ( )( , )C C H C C

XP X Y P X Y P Y= + γ ∇ ⋅ − { }  
 ( , ( , )) ( , ( , ))P P X Y P X P Y− γ ⋅ − ⋅{ } , 
ùî é ïîòð³áíî áóëî äîâåñòè. ◊ 

Óâåäåìî â ðîçãëÿä ïîíÿòòÿ Å-ë³ôòà òåíçîðíîãî ïîëÿ òèïó (1, 1), ÿêèì 
êîðèñòóâàòèìåìîñÿ íàäàë³.  

Îçíà÷åííÿ 14. Íåõàé F  – òåíçîðíå ïîëå òèïó (1, 1) íà M . Òåíçîðíå 

ïîëå 1
1 ( ( ))EF T M∈ T  âèçíà÷àºòüñÿ ð³âí³ñòþ  

 ( ) ( ) ( )E C H C HF X F X F X= −   
äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ( )X M∈ X .  

Âðàõîâóþ÷è äðóãó ç ð³âíîñòåé (7), çíàõîäèìî  

 ( ) ( ),          ( ) ( )E C H E C CF X F X F X F Xγ γ= ∇ = ∇ . (9) 

²ç ïåðøî¿ ç ð³âíîñòåé (9) ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî Hδ = δ  – îäèíè÷íèé 
àô³íîð íà ( )T M , áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàº ð³âí³ñòü  

 ( )E CX Xγ∇ = δ .   

Ëåìà 2. Íåõàé òåíçîðíå ïîëå F  ó êàðò³ ( )hU u;  ìàº êîìïîíåíòè k
iF . 

Òîä³ â ³íäóêîâàí³é êàðò³ 1( ( ) )h hU u y−π ; ,  òåíçîðíå ïîëå EF  ìàº òàê³ êîì-

ïîíåíòè: 
0 0E
k s k

is i

F
F F

 
 
 
 

= .
Γ
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Òâåðäæåííÿ 4. Ñïðàâäæóþòüñÿ òàê³ òâåðäæåííÿ:  
1°. Äëÿ äîâ³ëüíîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ 1

1 ( )F M∈ T  ³ áóäü-ÿêîãî âåðòèêàëü-

íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ( ( ))X T M∈ X  âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü  

 ( ) ( )E HF X F X=  .  

2°. Äëÿ äîâ³ëüíèõ òåíçîðíèõ ïîë³â 1
1, ( )F G M∈ T  âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü  

 ( ) ( )EF G F Gγ = γ .   

3°. Äëÿ äîâ³ëüíèõ òåíçîðíîãî ïîëÿ 1
1 ( )F M∈ T  ³ âåêòîðíîãî ïîëÿ X ∈  

( )M∈ X  âèêîíóþòüñÿ ð³âíîñò³  

 ( ) ,         ( ) 0( )E V E HVF X F XF X= = .  

4°. Äëÿ äîâ³ëüíèõ òåíçîðíèõ ïîë³â 1
1, ( )F G M∈ T  âèêîíóþòüñÿ ð³âíîñò³  

   ( ) ,      0E V V V EF G F G G F= =   , 

 ( ) ,       ( )H E E E H EF G F G F G F G= =    .  

5°. Äëÿ äîâ³ëüíîãî êîâåêòîðíîãî ïîëÿ β  íà M  ³ áóäü-ÿêîãî òåíçîðíîãî 

ïîëÿ 1
1 ( )F M∈ T  âèêîíóþòüñÿ ð³âíîñò³  

 ( ) ,  0,  ( )C E H V E H E HF F F F Fβ = β β = β = β     .  
Ä î â å ä å í í ÿ  îòðèìóºìî ïðÿìèìè îá÷èñëåííÿìè íà ï³äñòàâ³ âëàñòè-

âîñòåé ë³ôò³â. ◊ 
Òâåðäæåííÿ 5. Äëÿ áóäü-ÿêîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ 1

1 ( )F M∈ T  ³ äîâ³ëüíîãî 

âåêòîðíîãî ïîëÿ ( )X M∈ X  âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü  

 ( )C
EH E

XX
FF ∇∇ = .  

Ä î â å ä å í í ÿ  âèïëèâàº ç îçíà÷åíü ³ âëàñòèâîñòåé ë³ôò³â çàñòîñóâàí-
íÿì ïðàâèë äèôåðåíö³þâàííÿ. ◊ 

Ëåìà 3. Äëÿ äîâ³ëüíîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ 1
1 ( )F M∈ T  ³ áóäü-ÿêîãî âåê-

òîðíîãî ïîëÿ ( )X M∈ X  âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü  

 ( ) ( )C
H E C

XX
F F F X∇ γ = γ ∇ + .  

Ä î â å ä å í í ÿ. Â³çüìåìî íà M  äîâ³ëüíó êàðòó ( )kU u;  ³ ïîêàæåìî, ùî â 

³íäóêîâàí³é êàðò³ 1( ( ) )h hU u y−π ; ,  öÿ ð³âí³ñòü âèêîíóºòüñÿ. Çâ³äñè âèïëèâà-
òèìå ¿¿ ñïðàâåäëèâ³ñòü íà âñüîìó ( )T M .  

Çã³äíî ç ð³âí³ñòþ 3 äëÿ òåíçîðíîãî ïîëÿ F  ìàºìî 0iF =γ  ³ i t i
ty FF =γ . 

Âðàõîâóþ÷è âèðàçè (8) äëÿ êîåô³ö³ºíò³â K
I JΓ  ãîðèçîíòàëüíîãî ë³ôòà H∇  â 

³íäóêîâàí³é êàðò³ 1( ( ) )h hU u y−π ; , , ìàòèìåìî  

 C

k k
H k i s i k i s j

s siji iX

F F
F X y X X y F

u u

∂γ ∂γ
∇ γ = + ∂ + Γ =

∂ ∂


 
( )  

 0 0 0 0 ( ) ( )i i i s j k E C k
s XX X X y F F F X= ⋅ + ⋅ + ⋅ = = γ ∇ + ,  

 ( )C
kH k s s j i k k i

X is j isX
FF y y X F F X∇∇ γ = + Γ + ∂ =( )  

 ( ) ( ) ( ) ( )k j k i k i k E C k
X i j i XF F X F X F F X= γ ∇ + Γ + ∂ = γ ∇ + . 

Îòðèìàí³ âèðàçè äîâîäÿòü ïîòð³áíå. ◊ 
 3. Äèôåîìîðô³çìè äîòè÷íèõ ðîçøàðóâàíü, ³íäóêîâàí³ ãåîäåçè÷íèìè 
(ïðîåêòèâíèìè) äèôåîìîðô³çìàìè áàç.  

Îçíà÷åííÿ 15. Äèôåîìîðô³çì : M Mµ →  äâîõ àô³ííî çâ’ÿçíèõ ïðî-

ñòîð³â ( )M, ∇  ³ ( )M, ∇  íàçèâàºòüñÿ ãåîäåçè÷íèì (ïðîåêòèâíèì), ÿêùî äëÿ 
áóäü-ÿêî¿ ãåîäåçè÷íî¿ êðèâî¿ ïåðøîãî ïðîñòîðó ¿¿ îáðàçîì º ãåîäåçè÷íà 
êðèâà äðóãîãî ïðîñòîðó.  
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Ïðîïîçèö³ÿ 4. Òåíçîð àô³ííî¿ äåôîðìàö³¿ P  ãåîäåçè÷íîãî äèôåîìîð-
ô³çìó àô³ííî çâ’ÿçíèõ ïðîñòîð³â áåç êðó÷åíü ó äîâ³ëüí³é ñèñòåì³ êîîðäè-
íàò âèðàæàºòüñÿ ð³âí³ñòþ Ëåâ³-×³â³òà  

 k k k
ij i j j iP = β δ + β δ ,  

äå δ  – îäèíè÷íèé àô³íîð, β  – äåÿêå êîâåêòîðíå ïîëå íà M . Â ³íâàð³-
àíòí³é ôîðì³ öÿ ð³âí³ñòü íàáóâàº âèãëÿäó  
 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )P X Y X Y Y X= β δ + β δ ,  

äå X Y,  – äîâ³ëüí³ âåêòîðí³ ïîëÿ íà M .  
Óñþäè äàë³ ðîçãëÿäàòèìåìî ãåîäåçè÷íèé (ïðîåêòèâíèé) äèôåîìîðô³çì 

: M Mµ →  àô³ííî çâ’ÿçíèõ ïðîñòîð³â ( )M, ∇  ³ ( )M, ∇  áåç êðó÷åíü.  

Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî äîòè÷íå ðîçøàðóâàííÿ ( )T M  íàä³ëåíî ãîðèçîí-

òàëüíèì ë³ôòîì H∇ , à äîòè÷íå ðîçøàðóâàííÿ ( )T M  íàä³ëåíî ãîðèçîíòàëü-

íèì ë³ôòîì H∇ . Äîâåäåìî òàêó äîïîì³æíó ëåìó.  
Ëåìà 4. Íåõàé óçäîâæ ãåîäåçè÷íî¿ êðèâî¿ C , â³äíåñåíî¿ äî êàíîí³÷íîãî 

ïàðàìåòðà t  ³ ÿêà ëåæèòü ó äîòè÷íîìó ðîçøàðóâàíí³ ( )T M , äîâ³ëüíîþ 

ë³í³éíîþ êîìá³íàö³ºþ âåêòîðíèõ ïîë³â ( )δ ξ , ( )Vδ ξ , ( )Eδ ξ , γδ  (òî÷í³øå, ¿õ 

çâóæåíü íà êðèâó C ) çàäàíî âåêòîðíå ïîëå χ  : 

 ( ) ( ) ( )V Ea b c dχ = δ ξ + δ ξ + δ ξ + γδ ,  

äå ξ  – ïîëå äîòè÷íèõ âåêòîð³â óçäîâæ êðèâî¿ C ; a , b , c , d  – äåÿê³ 

ãëàäê³ ôóíêö³¿, çàäàí³ óçäîâæ êðèâî¿ C ; δ  – îäèíè÷íèé àô³íîð íà M  ³ δ  
– îäèíè÷íèé àô³íîð íà äîòè÷íîìó ðîçøàðóâàíí³ ( )T M .  

Òîä³ êîâàð³àíòíà ïîõ³äíà H
t∇ χ  öüîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ìàº òàêèé ñà-

ìèé âèãëÿä:  

 ( ) ( ) ( )H V E
t a b c d′ ′ ′ ′∇ χ = δ ξ + δ ξ + δ ξ + γδ , 

äå ôóíêö³¿ a′ , b′ , c′ , d′  âèçíà÷àþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè  

 2 ( )H V
ta a a′ = ∇ + β ξ , 

 2 ( ) 2 ( ) ( )( ) ( ) ( )H H V V H
tb b a b a a c d′ = ∇ + β ξ + β ξ + γ ∇β ξ + γββ ξ + β ξ + γβ , 

 ( ),        ( ) ( ) ( )H V H V V
t tc c d c d d d a′ ′= ∇ + + β ξ = ∇ + β ξ + ∇β − β ⊗ β ξ, ξ , 

à β  – êîâåêòîðíå ïîëå ç ïðîïîçèö³¿ 4.  
Ä î â å ä å í í ÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ð³âí³ñòü (1), âèðàç äëÿ êîâàð³àíòíî¿ ïî-

õ³äíî¿ H
t∇ χ  çàïèøåìî ó âèãëÿä³  

 ( , )H H
t t P∇ χ = ∇ χ + ξ χ  , (10) 

îñê³ëüêè ë³ôò H∇  çàõâàòà º çàõâàòîì ë³ôòà H∇ .  

Çíàéäåìî âèðàç äëÿ òåíçîðà P  àô³ííî¿ äåôîðìàö³¿ ³íäóêîâàíîãî äèôå-
îìîðô³çìó ∗µ , ñêîðèñòàâøèñü òâåðäæåííÿì 3. Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñò³ ãî-

ðèçîíòàëüíèõ ë³ôò³â (6) ³ ð³âí³ñòü Hδ = δ , îòðèìàºìî  

 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )H C C H C V C V C CP X Y X Y X Y= β δ + β δ +  

 ( ) ( ) ( ) ( )C V C V C H CX Y X Y+ δ β + δ β .  
Âðàõîâóþ÷è ïðàâèëà äèôåðåíö³þâàííÿ, à òàêîæ (4) ³ (5), çíàõîäèìî  

 ( )( , ) ( )( ) ( ) ( ) ( , )C V C V C C
XP Y X Y Y Xγ ∇ ⋅ = γ ∇β δ + γδ ∇β{ } .  

Íåâàæêî ïåðåâ³ðèòè ð³âí³ñòü  
 ( , ( , )) ( , ( , )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P P X Y P X P Y X Y Y X⋅ − ⋅ = β β δ ⋅ − β ⋅ β δ .  
Çâ³äñè, çíîâó âðàõîâóþ÷è (4) ³ (5), ìàòèìåìî  

 ( , ( , )) ( , ( , )) ( ) ( ) ( ) ( )V C V C V C V CP P X Y P X P Y X Y Y Xγ ⋅ − ⋅ = β β γδ − γβ β δ{ } .  
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Íà ï³äñòàâ³ òâåðäæåííÿ 3 îòðèìàºìî  

 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )C C H C V C V C C C V CP X Y X Y X Y X Y= β δ + β δ + δ β +   

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( , )V C H C C V C V C CX Y X Y Y X+ δ β + γ ∇β δ + γδ ∇β −  

 ( ) ( ) ( ) ( )V C V C V C V CX Y Y X− β β γδ + γβ β δ . 
Äëÿ îäèíè÷íîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ δ  òèïó (1,1) íà M  ç îãëÿäó íà òâåðä-

æåííÿ 4, 5 ³ ëåìó 3 çíàéäåìî ð³âíîñò³  

 ( ) ,       ,       0,       E E V V H E H Eδ γδ = γδ δ δ = δ ∇ δ = ∇ γδ = δ .  
Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ðåçóëüòàò, îòðèìàºìî  

 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )H V V V V HP ξ χ = β ξ δ χ + β ξ δ χ + δ ξ β χ + δ ξ β χ +   

 ( )( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )V V V V V V+ γ ∇β ξ δ χ + γδ ∇β χ ξ − β ξ β χ γδ + γβ β χ δ ξ .  
Áåçïîñåðåäí³ì îá÷èñëåííÿì, ç óðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòåé ë³ôò³â ³ 

òâåðäæåííÿ 5, ìàòèìåìî  

 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )V V H V H V HP a a a b a b cξ χ = β ξ + β ξ δ ξ + β ξ + β ξ + β ξ + β ξ + β ξ + ( ) (  

 ( )( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )V V V Ed a a c+ γβ + γ ∇β ξ + γββ ξ δ ξ + β ξ δ ξ +)  

 ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )V V V Vd a a+ β ξ + ∇β ξ ξ − β ξ β ξ γδ( ) . (11) 

Òåïåð çíàéäåìî H
t∇ χ :  

 ( ) ( ) ( ) ( )H H H V H E H E
t t t t ta b c d d∇ χ = ∇ δ ξ + ∇ δ ξ + ∇ δ ξ + ∇ γδ + δ ξ . (12) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ð³âíîñò³ (10), (11) ³ (12), ìàòèìåìî  

 2 ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )H H V H H V H
t t ta a b a b c d∇ χ = ∇ + β ξ δ ξ + ∇ + β ξ + β ξ + β ξ + γβ + ( ) (  

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )V V H V E
ta a c d c+ γ ∇β ξ + γββ ξ δ ξ + ∇ + + β ξ δ ξ +) ( )  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )H V V V V
t d d a a+ ∇ + β ξ + ∇β ξ, ξ − β ξ β ξ γδ( ) . 

Ïîêëàäàþ÷è  

 2 ( )H V
ta a a′ = ∇ + β ξ ,  

 2 ( ) 2 ( ) ( )( ) ( ) ( )H H V V H
tb b a b a a c d′ = ∇ + β ξ + β ξ + γ ∇β ξ + γββ ξ + β ξ + γβ , 

 ( )H V
tc c d c′ = ∇ + + β ξ , 

 ( ) ( ) ( )H V V
td d d a′ = ∇ + β ξ + ∇β − β ⊗ β ξ, ξ , 

îòðèìàºìî ïîòð³áíå. Ëåìó äîâåäåíî. ◊ 
Òåîðåìà 1. Íåõàé : M Mµ →  – ãåîäåçè÷íèé (ïðîåêòèâíèé) äèôåîìîð-

ô³çì àô³ííî çâ’ÿçíèõ ïðîñòîð³â ( , )M ∇  ³ ( , )M ∇  áåç êðó÷åíü. Òîä³ ³íäóêîâà-

íèé äèôåîìîðô³çì : ( ) ( )T M T M∗µ →  ó çàãàëüíîìó âèïàäêó º 4-ãåîäåçè÷íèì 
äèôåîìîðô³çìîì äîòè÷íèõ ðîçøàðóâàíü, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê àô³ííî 
çâ’ÿçí³ ïðîñòîðè ç³ çâ’ÿçíîñòÿìè ãîðèçîíòàëüíèõ ë³ôò³â.  

Ä î â å ä å í í ÿ. Âèêîðèñòîâóºìî ëåìó 4 äëÿ çíàõîäæåííÿ êðèâèí ãåîäå-
çè÷íî¿ êðèâî¿ C  â³äíîñíî ë³ôòà H∇ . Îçíà÷èìî òåíçîðíå ïîëå ω  ïðàâèëîì 
ω = ∇β − β ⊗ β . Î÷åâèäíèì ÷èíîì ïîëå äîòè÷íèõ âåêòîð³â ξ  ïîäàìî ó âè-
ãëÿä³, âêàçàíîìó ó ëåì³ 4 :  

 0 0 0 0( ) ( ) ( )V Ea b c dξ = δ ξ + δ ξ + δ ξ + γδ , 

äå 0 1a = , 0 0b = , 0 0c =  ³ 0 0d = . Òîä³ çã³äíî ç ëåìîþ 4 ïåðøà êðèâèíà 
1ξ  

ìàòèìå âèãëÿä  

 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )H V E
t a b c dξ = ∇ ξ = δ ξ + δ ξ + δ ξ + γδ  ,  

äå ôóíêö³¿ 1a , 1b , 1c , 1d  âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëîì  

 1 0 02 ( ) 2 ( )H V V
ta a a= ∇ + β ξ = β ξ , 

 1 0 0 0 0 0 0 02 ( ) 2 ( ) ( )( ) ( ) ( )H H V V H
tb b a b a a c d= ∇ + β ξ + β ξ + γ ∇β ξ + γββ ξ + β ξ + γβ =  

 2 ( ) ( )( ) ( )H V= β ξ + γ ∇β ξ + γββ ξ , 
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 1 0 0 0 ( ) 0H V
tc c d c= ∇ + + β ξ = , 

 1 0 0 0( ) ( , ) ( , )H V V V
td d d a= ∇ + β ξ + ω ξ ξ = ω ξ ξ .  

 Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 4 äî âåêòîðíîãî ïîëÿ ïåðøî¿ êðèâèíè 1ξ , çíàéäåìî 

äðóãó êðèâèíó 2ξ :  

 2 1 2 2 2 2( ) ( ) ( )H V E
t a b c dξ = ∇ ξ = δ ξ + δ ξ + δ ξ + γδ   ,  

äå ôóíêö³¿ 2a , 2b , 2c , 2d  âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëîì  

 2 1 12 ( ) 2( ) ( , ) 4 ( ) ( )H V V V V
ta a a= ∇ + β ξ = ∇β ξ ξ + β ξ β ξ , 

 2 1 1 1 1 1 1 12 ( ) 2 ( ) ( )( ) ( ) ( )H H V V H
tb b a b a a c d= ∇ + β ξ + β ξ + γ ∇β ξ + γββ ξ + β ξ + γβ =  

 1 1 1 1 1 12 ( ) 2 ( ) ( )( ) ( )H H V V
t b a b a a d= ∇ + β ξ + β ξ + γ ∇β ξ + γββ ξ + γβ , 

 2 1 1 1 1( )H V
tc c d c d= ∇ + + β ξ = , 

 2 1 1 1( ) ( , )H V V
td d d a= ∇ + β ξ + ω ξ ξ =  

 ( ) ( , ) ( , ) ( ) 2 ( ) ( , )V V V V V= ∇ω ξ ξ + ω ξ ξ β ξ + β ξ ω ξ ξ .  

 Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 4 äî âåêòîðíîãî ïîëÿ äðóãî¿ êðèâèíè 2ξ , çíàéäåìî 

òðåòþ êðèâèíó 3ξ : 

 3 2 3 3 3 3( ) ( ) ( )H V E
t a b c dξ = ∇ ξ = δ ξ + δ ξ + δ ξ + γδ   . 

Ùå ðàç çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 4 (äî âåêòîðíîãî ïîëÿ òðåòüî¿ êðèâèíè 3ξ ), 

çíàéäåìî ÷åòâåðòó êðèâèíó 4ξ :  

 4 3 4 4 4 4( ) ( ) ( )H V E
t a b c dξ = ∇ ξ = δ ξ + δ ξ + δ ξ + γδ   .  

Çâ³äñè íåãàéíî îòðèìóºìî ð³âí³ñòü  

 1 2 3 4 0ξ ∧ ξ ∧ ξ ∧ ξ ∧ ξ =    ,  

ÿêå çàâåðøóº äîâåäåííÿ òåîðåìè. ◊ 
Ó ðîáîò³ [1] äîâåäåíî, ùî íåòðèâ³àëüí³ ãåîäåçè÷í³ äèôåîìîðô³çìè áàç 

³íäóêóþòü íåêàíîí³÷í³ 2-ãåîäåçè÷í³ äèôåîìîðô³çìè ïåðøîãî ë³í³éíîãî òèïó 
íà äîòè÷íèõ ðîçøàðóâàííÿõ ïåðøîãî ïîðÿäêó ùîäî çâ’ÿçíîñò³ ïîâíîãî 
ë³ôòà. Ñï³âñòàâëÿþ÷è öåé ðåçóëüòàò ³ç äîâåäåíîþ òåîðåìîþ, áà÷èìî, ÿêèì 
÷èíîì çì³íþþòüñÿ ñïëîùóþ÷³ âëàñòèâîñò³ ³íäóêîâàíîãî äèôåîìîðô³çìó ïðè 
çàì³í³ çâ’ÿçíîñò³ ïîâíîãî ë³ôòà íà çâ’ÿçí³ñòü ãîðèçîíòàëüíîãî ë³ôòà.  

Ïðèðîäíèì ÷èíîì âèíèêàº çàâäàííÿ çíàéòè óìîâè, ïðè ÿêèõ çíèæó-
ºòüñÿ ïîðÿäîê ñïëîùåííÿ ³íäóêîâàíîãî äèôåîìîðô³çìó. Ö³ óìîâè ñôîðìó-
ëüîâàíî â íàñòóïí³é òåîðåì³.  
 Òåîðåìà 2. Íåõàé : M Mµ →  – ãåîäåçè÷íèé (ïðîåêòèâíèé) äèôåîìîð-

ô³çì àô³ííî çâ’ÿçíèõ ïðîñòîð³â ( , )M ∇  ³ ( , )M ∇  áåç êðó÷åíü  (äèâ. ïðîïîçè-

ö³þ 4). Òîä³ ³íäóêîâàíèé äèôåîìîðô³çì ∗µ  äîòè÷íèõ ðîçøàðóâàíü â³äíîñ-

íî ãîðèçîíòàëüíèõ ë³ôò³â H∇  ³ H∇  ìàº òàê³ ñïëîùóþ÷³ âëàñòèâîñò³:  
1°. ∗µ  º ãåîäåçè÷íèì (ïðîåêòèâíèì) äèôåîìîðô³çìîì äîòè÷íèõ ðîç-

øàðóâàíü òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè äèôåîìîðô³çì µ  áóäå àô³í-

íèì. Ïðè öüîìó ∗µ  º àô³ííèì äèôåîìîðô³çìîì.  

2°. ∗µ  º 2-ãåîäåçè÷íèì äèôåîìîðô³çìîì äîòè÷íèõ ðîçøàðóâàíü òîä³ 
é ò³ëüêè òîä³, êîëè (â ïîçíà÷åííÿõ ëåìè 4) äèôåîìîðô³çì µ  íå º 

àô³ííèì ³ ïðè öüîìó êîâåêòîðíå ïîëå β  çàäîâîëüíÿº óìîâó  

 0∇β − β ⊗ β = .  

3°. ∗µ  º 3-ãåîäåçè÷íèì äèôåîìîðô³çìîì äîòè÷íèõ ðîçøàðóâàíü òîä³ 
é ò³ëüêè òîä³, êîëè âèêîíóþòüñÿ óìîâè  

 2
1 1 3 1 2 3 1 2 3 1 30,     0,     0b d d b d c d b c d bβ ≠ ∇β − β ⊗ β ≠ − + − = .  
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Ä î â å ä å í í ÿ. Î÷åâèäíî, ùî óìîâà  

 1 0ξ ∧ ξ =  (13) 

ð³âíîñèëüíà óìîâàì  
 1 10,          0b d= = .  

 Âèáèðàòèìåìî ãåîäåçè÷íó êðèâó C  ó äîòè÷íîìó ðîçøàðóâàíí³ ( )T M  
äîâ³ëüíèì ÷èíîì. Òîä³ îñòàííÿ ð³âí³ñòü ïîâèííà âèêîíóâàòèñÿ äëÿ äîâ³ëüíî-
ãî ξ , ùî ð³âíîñèëüíî òåíçîðí³é ð³âíîñò³  

 2 ( ) 0H Vβ + γ ∇β + γββ = , 

 0Vω = . (13′) 
Âðàõîâóþ÷è âèðàçè äëÿ êîìïîíåíò³â ë³ôò³â â ³íäóêîâàíîìó êîîðäèíàòíîìó 
îêîë³, ç ïåðøî¿ ç ð³âíîñòåé (13′) îòðèìàºìî 0β = , ùî, ó ñâîþ ÷åðãó, òÿãòè-

ìå äðóãó ð³âí³ñòü. Íàâïàêè, ð³âí³ñòü 0β =  ïîòÿãíå ð³âí³ñòü (13′). Òàêèì ÷è-
íîì, ð³âí³ñòü (13) ð³âíîñèëüíà óìîâ³  
 0β = . (13″) 
Óìîâà (13″) ïîêàçóº, ùî ³íäóêîâàíèé äèôåîìîðô³çì ∗µ  áóäå ãåîäåçè÷íèì 
(ïðîåêòèâíèì) ëèøå ó òîìó âèïàäêó, êîëè äèôåîìîðô³çì µ  áóäå àô³ííèì. 

Ïðè öüîìó ñàì ³íäóêîâàíèé äèôåîìîðô³çì ∗µ  òàê ñàìî áóäå àô³ííèì.  
 Î÷åâèäíî, óìîâà  

 1 2 0ξ ∧ ξ ∧ ξ =   (14) 
ð³âíîñèëüíà óìîâàì  

 1 1 11 1 1

2 2 2 2 2 2
0,      0,      0

b c c d b d
b c c d b d

= = = ,  

òîáòî  

 1 1

22 22

0 0 ( , ) ( , )
0,    0,    0

( , ) ( , )

V V

V V

b b
b b dd

ω ξ ξ ω ξ ξ
= = =

ω ξ ξ ω ξ ξ
. (14′) 

Äðóãà ð³âí³ñòü ç óìîâ (14′) ð³âíîñèëüíà ð³âíîñò³ 2( ) 0Vω ξ, ξ = . Îñê³ëüêè 

ãåîäåçè÷íà êðèâà C  ó äîòè÷íîìó ðîçøàðóâàíí³ ( )T M  âèáèðàºòüñÿ äî-
â³ëüíî, òî öÿ ð³âí³ñòü âèêîíóºòüñÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî ξ , ùî º ð³âíîçíà÷íèì 

òåíçîðí³é ð³âíîñò³ 0Vω = , ÿêà, ó ñâîþ ÷åðãó, ð³âíîçíà÷íà äî ð³âíîñò³  
 0ω = ∇β − β ⊗ β = . (14″) 
Ç ³íøîãî áîêó, ð³âí³ñòü (14″) çàáåçïå÷óº âèêîíàííÿ óñ³õ ð³âíîñòåé óìîâè 
(14′). Òàêèì ÷èíîì, óìîâà (14) ð³âíîñèëüíà ç óìîâîþ (14″). Öå ïîêàçóº, ùî 
³íäóêîâàíèé äèôåîìîðô³çì ∗µ  áóäå 2-ãåîäåçè÷íèì ëèøå ó òîìó âèïàäêó, 

êîëè êîâåêòîðíå ïîëå β  çàäîâîëüíÿº óìîâó (14″).  
 Î÷åâèäíî, ùî óìîâà  

 1 2 3 0ξ ∧ ξ ∧ ξ ∧ ξ =    (15) 
ð³âíîñèëüíà ç óìîâîþ  

 
1 11

2 2 2

3 3 3

0
b c d
b c d
b c d

= , (15′) 

òîáòî  

 2
1 1 3 1 2 3 1 2 3 1 3 0b d d b d c d b c d b− + − = . (15″) 

 Öå ïîêàçóº, ùî ³íäóêîâàíèé äèôåîìîðô³çì ∗µ  áóäå 3-ãåîäåçè÷íèì ëè-

øå â òîìó âèïàäêó, ÿêùî âèêîíóºòüñÿ óìîâà (15″).  
Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
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Ç òåîðåì 1 ³ 2, à òàêîæ äðóãî¿ òåîðåìè Ë³ [6, ðîçä 1, ï. 15, ñ. 68] âèïëè-
âàº íàñòóïíà  

Òåîðåìà 3. ßêùî r  – ëîêàëüíà r-÷ëåííà ãðóïà Ë³ íåòðèâ³àëüíèõ ãåî-

äåçè÷íèõ (ïðîåêòèâíèõ) ïåðåòâîðåíü ìíîãîâèäó M  ç àô³ííîþ çâ’ÿçí³ñòþ 
∇  áåç êðó÷åííÿ ³ ÿêà â³äïîâ³äàº îïåðàòîðàì iX , 1,2, ,i r=  , òî â äîòè÷-

íîìó ðîçøàðóâàíí³ ( )T M  ç³ çâ’ÿçí³ñòþ ãîðèçîíòàëüíîãî ë³ôòà H∇  ïîâí³ 

ë³ôòè C
iX  ïîðîäæóþòü r-÷ëåííó ãðóïó Ë³ H

r  p-ãåîäåçè÷íèõ ïåðåòâîðåíü, 

äå p  ìîæå íàáóâàòè çíà÷åíü 2,3, 4p = .  
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р-ГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ ДИФФЕОМОРФИЗМЫ КАСАТЕЛЬНЫХ РАССЛОЕНИЙ 
СО СВЯЗНОСТЬЮ ГОРИЗОНТАЛЬНОГО ЛИФТА, ИНДУЦИРОВАННЫЕ ГЕОДЕЗИЧЕСКИМИ 
(ПРОЕКТИВНЫМИ) ДИФФЕОМОРФИЗМАМИ БАЗ  
 
Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ð-ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé èññëåäîâàíû äèôôåîìîð-
ôèçìû êàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ ñî ñâÿçíîñòüþ ïîë-
íîãî ëèôòà, èíäóöèðîâàííûå ãåîäåçè÷åñêèìè (ïðîåêòèâíûìè) äèôôåîìîðôèçìàìè 
áàçèñíûõ ìíîãîîáðàçèé. Èçó÷åíû óïëîùàþùèå ñâîéñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ êàñà-
òåëüíûõ ðàññëîåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñî ñâÿçíîñòüþ ãîðèçîíòàëüíîãî ëèôòà, èí-
äóöèðîâàííûå ãåîäåçè÷åñêèìè (ïðîåêòèâíûìè) äèôôåîìîðôèçìàìè áàçèñíûõ ìíî-
ãîîáðàçèé.  
 
р-GEODESIC DIFFEOMORPHISMS OF TANGENT BUNDLES WITH CONNECTIONS OF THE 
HORIZONTAL LIFT, INDUCED GEODESIC (PROJECTIVE) DIFFEOMORPHISMS OF BASIS  
 
From the point of view of the theory p-geodesic mappings, diffeomorphisms of tangent 
bundles of the first and second orders with connections of the complete lift are inves-
tigated. They are induced by geodesic (projective) diffeomorphisms of basic manifolds. 
In the given job the flattening properties of diffeomorphisms of tangent bundles of or-
der one with connections of the horizontal lift are studied. They are induced by geodesic 
(projective) diffeomorphisms of basic manifolds.  
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