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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îáû÷íî çàäà÷à îïòèìèçàöèè íàäåæíîñòè è, â ÷àñòíîñòè, îïòèìàëüíîãî ðåçåð-
âèðîâàíèÿ ñòàâèòñÿ êàê çàäà÷à ìèíèìèçàöèè âåðîÿòíîñòè îòêàçà ñèñòåìû ïðè
îãðàíè÷åíèè íà ñòîèìîñòü ðåñóðñîâ (ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ), ïðåäíàçíà÷åííûõ
äëÿ ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè [1–3]. Åñëè îòêàçû ïîäñèñòåì èëè ýëåìåíòîâ ïðî-
èñõîäÿò íåçàâèñèìî, òî äëÿ çàäàííîé òîïîëîãèè ñèñòåìû è çàêîíîâ åå ôóíê-
öèîíèðîâàíèÿ âåðîÿòíîñòü îòêàçà âñåé ñèñòåìû ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà êàê íå-
ëèíåéíàÿ è íåâûïóêëàÿ ôóíêöèÿ âåðîÿòíîñòåé îòêàçà ýëåìåíòîâ. Âåðîÿòíîñòü
îòêàçà êàæäîãî ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîëè÷åñòâà ðåñóðñîâ, âëîæåííûõ
â ïîâûøåíèå íàäåæíîñòè ýòîãî ýëåìåíòà, è ìîæåò áûòü êàê íåïðåðûâíîé, òàê
è äèñêðåòíîé çàâèñèìîñòüþ, â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, íàïðèìåð, îò ÷èñëà íàõîäÿ-
ùèõñÿ â ðåçåðâå ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó, â öåëîì, çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðåçåðâè-
ðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé íåëèíåéíîé íåïðåðûâíîé èëè äèñêðåòíîé
îïòèìèçàöèè. Äëÿ åå ðåøåíèÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû íåëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ è äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, òàêèå êàê ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âåòâåé è ãðàíèö, ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíàëèçà âàðèàíòîâ,
ðàçëè÷íûå ýâðèñòè÷åñêèå ïðîöåäóðû. Äëÿ ñïåöèàëüíûõ çàäà÷ ðàçâèâàþòñÿ
ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ñîêðàùåíèÿ ïåðåáîðà.

Â ñëó÷àå çàâèñèìûõ îòêàçîâ ïîäñèñòåì âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå âåðîÿòíîñòü

îòêàçà âñåé ñèñòåìû êàê ôóíêöèþ âåðîÿòíîñòåé îòêàçà îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ, êàê

ïðàâèëî, íå óäàåòñÿ, ïîýòîìó ïðàêòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è òîãäà ïðåäñòàâëÿ-

åò ïðîáëåìó. Íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü ïîêàçàòåëü íàäåæíîñòè êàê ôóíêöèþ íå-

ïðåðûâíûõ èëè äèñêðåòíûõ îïòèìèçèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ. Îäíàêî çàäà÷ó îïòè-

ìèçàöèè íàäåæíîñòè ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ âðåìåíè æèçíè ñèñ-

òåìû è åå ïîäñèñòåì. Îêàçûâàåòñÿ, ñëó÷àéíîå âðåìÿ æèçíè âñåé ñèñòåìû

ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñëó÷àéíûå âðåìåíà æèçíè ýëåìåíòîâ, êî-

òîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ÷èñëà ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ è èõ

âðåìåíà æèçíè. Òåïåðü çàäà÷ó îïòèìèçàöèè íàäåæíîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè ñðåäíåãî âðåìåíè æèçíè ñèñòåìû ïðè îãðàíè÷åíèè íà ñòî-

èìîñòü ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ [1, 2]. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ â ýòîé çàäà÷å, êàê ïðàâèëî,

íå âû÷èñëÿåòñÿ â ÿâíîì âèäå, ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì

(ìíîãîìåðíûì èíòåãðàëîì) ñëîæíîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, à ïàðàìåòðû

ýòîé ôóíêöèè — âðåìåíà æèçíè ýëåìåíòîâ — ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè

ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Òàêàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü îöåíåíà òîëüêî

ñòàòèñòè÷åñêè. Ïîýòîìó äàííàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê êëàññó íåëèíåéíûõ çàäà÷

äèñêðåòíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Â ñëó÷àå òàê íàçûâàåìûõ âûñîêîíàäåæíûõ ñèñòåì, êîãäà âðåìÿ ïðàêòè÷åñ-

êîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñèñòåìû ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ âðåìåíåì åå æèçíè, ïîñëåäíåå

íå ÿâëÿåòñÿ àäåêâàòíûì ïàðàìåòðîì îöåíêè íàäåæíîñòè. Òîãäà èñïîëüçóþò âåðî-
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ÿòíîñòü îòêàçà ñèñòåìû íà çàäàííîì èíòåðâàëå âðåìåíè [4, 5], ò.å. âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî ñëó÷àéíîå âðåìÿ æèçíè ñèñòåìû ìåíüøå, ÷åì çàäàííàÿ ãðàíèöà. Ïîëó-

÷èòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ýòîé âåðîÿòíîñòè â âèäå ôóíêöèè îò ïàðàìåò-

ðîâ ñèñòåìû, êàê ïðàâèëî, íå óäàåòñÿ, ïîýòîìó çíà÷èòåëüíûå óñèëèÿ èññëåäîâà-

òåëåé íàïðàâëåíû íà ïîëó÷åíèå äåòåðìèíèðîâàííûõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ îöåíîê

âåðîÿòíîñòè îòêàçà [4, 5]. Çàäà÷à îïòèìèçàöèè âûñîêîíàäåæíûõ ñèñòåì òàêæå

îòíîñèòñÿ ê êëàññó çàäà÷ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íî óæå ñ

âåðîÿòíîñòíûìè ôóíêöèÿìè öåëè èëè îãðàíè÷åíèé [4, 6].

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò è äðóãèå âåðîÿòíîñòíûå è íåâåðîÿòíîñòíûå ïîä-

õîäû ê îïòèìèçàöèè íàäåæíîñòè ñëó÷àéíûõ ñåòåé [7, 8].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðåçåðâèðîâàíèÿ

íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ â ñëîæíîé ñèñòåìå ñ çàâèñèìûìè îòêàçàìè ýëåìåíòîâ â

òåðìèíàõ âðåìåíè æèçíè ñèñòåìû è ïîäñèñòåì. Â êà÷åñòâå ìàêñèìèçèðóåìîé õà-

ðàêòåðèñòèêè íàäåæíîñòè èñïîëüçóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè æèç-

íè ñèñòåìû, ò.å. íå ðàññìàòðèâàåòñÿ îïèñàííûé âûøå ñëó÷àé âûñîêîíàäåæíûõ

ñèñòåì. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèé ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö, ó÷èòûâà-

þùèé ñïåöèôèêó çàäà÷è. À èìåííî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê âåòâåé èñïîëüçóåòñÿ

ïðèåì ïåðåñòàíîâî÷íîé ðåëàêñàöèè [9, 10] (ïåðåñòàíîâêè îïåðàöèé ìàêñèìèçàöèè è

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ) è ñòîõàñòè÷åñêèå ìèíîðàíòû è ìàæîðàíòû öåëåâîé

ôóíêöèè [11]. Ýòî ïîçâîëÿåò ñâåñòè ïîëó÷åíèå îöåíîê âåòâåé ê ìíîãîêðàòíîìó

ðåøåíèþ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ çàäà÷ äèíàìè÷åñêîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Â òî æå âðåìÿ íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ èëëþñòðàöèåé ïðèìåíåíèÿ ìèíî-

ðàíòíî-ìàæîðàíòíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè. Äëÿ ðå-

øåíèÿ çàäà÷ íåïðåðûâíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè äàííûé ìåòîä áûë îáîñíî-

âàí â [12] è çàòåì ïåðåîòêðûâàëñÿ è èñïîëüçîâàëñÿ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ. Íåñìîòðÿ

íà òî ÷òî ýòîò ìåòîä â îñíîâíîì èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ ðåøåíèÿ íåïðåðûâíûõ çàäà÷,

î÷åâèäíî, ÷òî, â ïðèíöèïå, îí ïðèìåíèì è äëÿ ðåøåíèÿ äèñêðåòíûõ çàäà÷. Êëþ-

÷åâûì ïîíÿòèåì ìèíîðàíòíî-ìàæîðàíòíîãî ìåòîäà îïòèìèçàöèè ÿâëÿþòñÿ êàñà-

òåëüíûå ìèíîðàíòû (ìàæîðàíòû) ôóíêöèè, êîòîðûå ñëóæàò èñòî÷íèêîì ãëîáàëü-

íîé èíôîðìàöèè îá îïòèìèçèðóåìîé ôóíêöèè. Ïîýòîìó â ðÿäå ðàáîò ðàçâèâà-

ëîñü èñ÷èñëåíèå êàñàòåëüíûõ ìèíîðàíò ñëîæíûõ ôóíêöèé [11–15], â ÷àñòíîñòè,

â [11, 15] óêàçàí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ êàñàòåëüíûõ ìèíîðàíò ôóíêöèé ìèíèìóìà,

ôóíêöèé ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è âåðîÿòíîñòè. Ýòî îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü

ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ìèíîðàíò äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñòîõàñòè÷åñêîé ãëîáàëüíîé

îïòèìèçàöèè [11] è, â ÷àñòíîñòè, êàê ïîêàçàíî â íàñòîÿùåé ñòàòüå, çàäà÷

îïòèìèçàöèè íàäåæíîñòè.

1. ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ È ÌÀÊÑÈÌÈÇÀÖÈß ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÈ
(ÑÐÅÄÍÅÃÎ ÂÐÅÌÅÍÈ ÆÈÇÍÈ) ÑÅÒÈ

Ðàññìîòðèì íàäåæíîñòü ñåòè (ñèñòåìû) ñ òî÷êè çðåíèÿ âðåìåíè åå æèçíè.

Ñåòü ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà óçëîâ, ñîåäèíåííûõ äóãàìè. Ñîîáùåíèÿ âõîäÿò â

ñåòü â íåêîòîðûõ óçëàõ âõîäà è ïðîõîäÿò ïî ñåòè ê íåêîòîðûì óçëàì íàçíà÷å-

íèÿ. Äóãè è óçëû ìîãóò âûõîäèòü èç ñòðîÿ, â òàêîì ñëó÷àå ñîîáùåíèå íå ìî-

æåò ïðîéòè ÷åðåç íèõ. Ñåòü ñ÷èòàåòñÿ ðàáîòîñïîñîáíîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïóòü

îò êàæäîãî óçëà âõîäà ê êàæäîìó óçëó íàçíà÷åíèÿ. Î÷åâèäíî, ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü òîëüêî âûõîäû èç ñòðîÿ äóã. Äåéñòâèòåëüíî, âûõîäû èç ñòðîÿ óçëîâ

ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê âûõîäû èç ñòðîÿ âñåõ ñìåæíûõ ñ íèìè äóã.

Ñ÷èòàåì, ÷òî êàæäàÿ äóãà èìååò ñëó÷àéíîå âðåìÿ æèçíè. Òîãäà íàäåæíîñòü

ñåòè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âðåìåíà æèçíè äóã. Åñëè èìååòñÿ òîëüêî îäèí âõîä è

îäèí âûõîä, òî ñëó÷àéíîå âðåìÿ æèçíè ðàâíÿåòñÿ
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f fi I j i ij� � �max min ,

ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî ïóòÿì i I� , ñîåäèíÿþùèì âõîä è âûõîä, à ìèíè-

ìóì — ïî âðåìåíàì æèçíè äóã j, âõîäÿùèõ â ïóòü i. Åñëè åñòü íåñêîëüêî ïàð

âõîä-âûõîä, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ âðåìåíè æèçíè âñåé ñèñòåìû íóæíî âçÿòü ìè-

íèìóì ïî âñåì ïàðàì.

Ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íåñêîëüêî òèïîâ îòêàçîâ äóã, íàïðèìåð îáðûâû è êî-

ðîòêèå çàìûêàíèÿ. Ðàçëè÷àåì òàêæå îòêàçû â äóãàõ è îòêàçû, âûçâàííûå ïîëîì-

êîé óçëîâ. Îòêàçû â ðàçíûõ äóãàõ è ðàçíûå îòêàçû â îäíîé äóãå ìîãóò áûòü

çàâèñèìûìè.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ îïòèìèçàöèÿ íàäåæíîñòè ïî ïàðàìåòðàì x xij� { }, ïîý-

òîìó íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü íåêîòîðóþ ìîäåëü, îïðåäåëÿþùóþ çàâèñèìîñòü

ìåæäó âðåìåíåì æèçíè è ïàðàìåòðàìè ðåøåíèÿ. Ïîëàãàåì, ÷òî âñå âðåìåíà æèç-

íè f ij çàâèñÿò îò âåêòîðà xij è ñëó÷àéíû, òàêèì îáðàçîì, îíè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿ-

ìè îò ñîîòâåòñòâóþùåé àáñòðàêòíîé ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé � ij èëè îáùåé ñëó-

÷àéíîé ïåðåìåííîé �, îïðåäåëåííûõ íà èíäèâèäóàëüíîì èëè îáùåì âåðîÿòíîñ-

òíîì ïðîñòðàíñòâå, ò.å. íà ( , , )� �ij ij ijP èëè ( , , )� � P .

Îáû÷íî ââåäåíèå ðåçåðâíûõ äóã îãðàíè÷åíî íàëè÷íûìè ðåñóðñàìè, ÷òî âû-

ðàæàåòñÿ â âèäå íåðàâåíñòâà c x Ciji j R ij( , )�� � , ãäå R îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî

äóã, êîòîðûå ïîòåíöèàëüíî ìîæíî çàðåçåðâèðîâàòü. Îáîçíà÷èì F x( ) îæèäàåìîå

âðåìÿ æèçíè ñåòè, íàïðèìåð

� 	F x E f x f xi I j i ij ij( ) ( , ) ( , )� � � �� �max min .

Òîãäà òèïè÷íàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ðåçåðâà èìååò âèä

F x
x n( )

,

 �max

{ }0 1

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ c x Ciji j R ij( , )�� � .

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü öåëåâàÿ ôóíêöèÿ — ýòî ôóíêöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-

äàíèÿ ñ îïåðàöèÿìè max / min ïîä çíàêîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, à îãðàíè-

÷åíèÿ ìîãóò ñîäåðæàòü íåñêîëüêî âèäîâ ðåñóðñîâ.

1.1. Íàäåæíîñòü çàðåçåðâèðîâàííîãî ýëåìåíòà. Îáîçíà÷èì t ( )� ñëó÷àé-

íîå âðåìÿ æèçíè äóãè (ýëåìåíòà). Åñëè óâåëè÷èâàòü íàäåæíîñòü ñîîòâåòñòâóþ-

ùåãî ñîåäèíåíèÿ ðåçåðâíîé (íå ðàáîòàþùåé) äóãîé ñ âðåìåíåì æèçíè � �( ), òî

âðåìÿ æèçíè ýòîãî ñîåäèíåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì t ( ) ( )� � �� . Åñëè èñïîëüçî-

âàòü ïåðåìåííóþ x�{ }0 1, äëÿ îáîçíà÷åíèÿ íàëè÷èÿ (x �1) èëè îòñóòñòâèÿ (x � 0)

ðåçåðâíîé äóãè, òî âðåìÿ æèçíè áóäåò ðàâíî f x t x( , ) ( ) ( )� � � �� � . Åñëè èñ-

ïîëüçîâàòü â õîëîäíîì ðåçåðâå íåñêîëüêî òèïîâ ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ k n�1, . . . ,

(ðåçåðâíûå ýëåìåíòû âêëþ÷àþòñÿ ïî ìåðå âûõîäà èç ñòðîÿ îñíîâíîãî ïðèáîðà è

ðàíåå çàäåéñòâîâàííûõ ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ) ñ âðåìåíàìè æèçíè � �k ( ) â êîëè-

÷åñòâàõ xk �{ }0 1, , òî ñîîòâåòñòâóþùåå âðåìÿ æèçíè äóãè îïðåäåëÿåòñÿ

âåëè÷èíîé

f x t xkk

n
k( , ) ( ) ( )� � � �� � �� 1

,

ãäå âåêòîð x x xn� ( , . . ., )1 èìååò 0-1 êîìïîíåíòû. Â äàííîé ìîäåëè èìååì ëè-

íåéíóþ çàâèñèìîñòü âðåìåíè æèçíè äóãè îò ïàðàìåòðîâ ðåøåíèÿ

x x xn
n� �( , . . ., ) ,1 0 1{ } . Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðåçåðâèðîâàíèÿ ñ ðàçíîòèïíûìè

íåçàâèñèìûìè ðåçåðâíûìè ýëåìåíòàìè ðàññìàòðèâàëàñü â [16].

Ìîäåëü çàâèñèìîñòè âðåìåíè æèçíè ýëåìåíòà îò âëîæåííûõ ðåñóðñîâ ìîæåò

áûòü ââåäåíà ñ äðóãîé òî÷êè çðåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âðåìÿ æèçíè f x( ) äóãè

èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå,
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P f x t e t x{ }( ) / ( )� � 
 � ,

ãäå ñðåäíåå âðåìÿ æèçíè �( )x äóãè çàâèñèò îò èíâåñòèöèè íåêîòîðîãî ðåñóðñà

â ðàçìåðå x â íàäåæíîñòü äóãè. Ââåäåì ñëó÷àéíóþ ïåðåìåííóþ �, ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííóþ íà [ , ]0 1 . Òîãäà ñëó÷àéíîå âðåìÿ æèçíè äóãè ìîæåò áûòü

âûðàæåíî â âèäå

f x x( , ) ( ) .� �
�

�



ln
1

1
1.2. Íàäåæíîñòü âîññòàíàâëèâàåìîãî ýëåìåíòà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îñíîâ-

íîé íåíàäåæíûé, íî âîññòàíàâëèâàåìûé ýëåìåíò äóáëèðóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì,

òàêæå íåíàäåæíûì ýëåìåíòîì. Åñëè îñíîâíîé ýëåìåíò íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè

ïîëîìêè, îí âðåìåííî çàìåíÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì. Ïîñëå âîññòàíîâëåíèÿ

îñíîâíîé ýëåìåíò íà÷èíàåò ðàáîòàòü, à ðåçåðâíûé ïåðåõîäèò â ðåæèì îæèäàíèÿ.

Òàêèå öèêëû ðåãåíåðàöèè ïîâòîðÿþòñÿ äî òîãî ìîìåíòà, ïîêà ðåçåðâíûé ýëåìåíò

íå âûéäåò èç ñòðîÿ ðàíüøå, ÷åì îñíîâíîé ýëåìåíò âîññòàíîâèòñÿ. Ñîñòàâèì ìî-

äåëü âðåìåíè æèçíè çàðåçåðâèðîâàííîãî ýëåìåíòà. Ïóñòü t k è �k — ñëó÷àéíîå

âðåìÿ ðàáîòû è ñëó÷àéíîå âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ îñíîâíîãî ýëåìåíòà íà k-ì öèê-

ëå ðåãåíåðàöèè, T k — ñëó÷àéíîå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ðåçåðâíîãî ýëåìåíòà

íà k-ì öèêëå ðåãåíåðàöèè. Ñëó÷àéíîå âðåìÿ æèçíè âîññòàíàâëèâàåìîãî çàðåçåð-

âèðîâàííîãî ýëåìåíòà � ìîæåò áûòü ëåãêî ïðîìîäåëèðîâàíî ïóòåì ïîñëåäîâà-

òåëüíîé èìèòàöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí { }t T kk k k, , , , , . . .� �1 2 Ââåäåì áèíàðíóþ

ïåðåìåííóþ x�{ }0 1, òàêóþ, ÷òî x �1, åñëè ðåçåðâíûé ýëåìåíò ñóùåñòâóåò, è

x � 0 — â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òîãäà ñëó÷àéíîå âðåìÿ æèçíè âîññòàíàâëèâàåìîãî

ýëåìåíòà, êàê ôóíêöèÿ îò x, çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

f x x t x t T
k

k k k k( ) ( ) ( )
* *

� 
 � � ��

�
�

�

�
��

��1 1
1

1� ,

ãäå k k T i ki i* : [ , . . ., ]� � � �
�
�
�

��

�
�
�

��
sup � 1 — ÷èñëî óñïåøíûõ öèêëîâ ðåãåíåðàöèè.

Òàêèì îáðàçîì, f x( ) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò áèíàðíîé ïåðåìåííîé x ñî

ñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ôîðìàëüíî îáîçíà÷èì ýòè ïîêàçàòåëè ñëó÷àéíîé

ïåðåìåííîé � òàê, ÷òî âðåìÿ æèçíè ðåçåðâíîãî ýëåìåíòà ðàâíÿåòñÿ f x( , )� .

1.3. Íàäåæíîñòü ïàðàëëåëüíîé/ïîñëåäîâàòåëüíîé ñõåìû. Çàäàíî n

óñòðîéñòâ ñî ñëó÷àéíûìè âðåìåíàìè æèçíè ti ( )� , ñâÿçàííûõ ïàðàëëåëüíî è, òà-

êèì îáðàçîì, ãàðàíòèðóþùèõ âñåé ñõåìå âðåìÿ æèçíè max1� �i n it ( )� . Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî êàæäîå óñòðîéñòâî â ñëó÷àå îòêàçà ìîæåò áûòü ïîòåíöèàëüíî çàìåíå-

íî ðåçåðâíûì óñòðîéñòâîì ñî ñëó÷àéíûì âðåìåíåì æèçíè � �i ( ) è ñòîèìîñòüþ

ci . Ââåäåì áèíàðíóþ ïåðåìåííóþ xi , îáîçíà÷àþùóþ â ñëó÷àå xi �1, ÷òî ñîîòâå-

òñòâóþùåå óñòðîéñòâî èìååò ðåçåðâ, è xi � 0 — â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òîãäà âðåìÿ

æèçíè f x x x xn( , ), ( , . . ., )� � 1 , â ïàðàëëåëüíîé ñõåìå ñ ðåçåðâàìè áóäåò

f x t xi n i i ipar max( , ) ( ( ) ( ))� � � �� �� �1 .

Îïòèìàëüíûé ïëàí ðåçåðâèðîâàíèÿ x x xn� ( , . . ., )1 ïðè ñòîèìîñòíîì îãðàíè-

÷åíèè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

F x Ef x E t xi n i i i xpar par {
max max( ) ( , ) ( ( ) ( ))� � � 
� � �� � � �1 0 1, }n

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ cx c x Cii

n
i� ��� 1

.

Àíàëîãè÷íî îïòèìèçèðóåòñÿ îæèäàåìîå âðåìÿ æèçíè ïîñëåäîâàòåëüíîé

ñõåìû:
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� 	F x E f x t xi n i i i xseq seq {
min max( ) ( , ) : ( ( ) ( ))� � � 
� � �� � � �1 0 1, :

.
}n cx C�

Â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè { }p� âåëè÷èíû � ïîñëåä-

íÿÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî. À èìåííî, ââîäèì íîâûå ïåðåìåííûå

z� �, ��, òîãäà ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å

p z x z�� � ��� 
� max { },

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

z t x i n cx C xi i i
n

� � � � �� � � � � �( ) ( ), , , . . ., ; ; ,� 1 0 1{ } .

Â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-

íèå ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíî äèñêðåòíûì ýìïèðè÷åñêèì ñðåäíèì, íî ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ñìåøàííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ öåëî÷èñëåííîé çàäà÷è ìîæåò áûòü

÷ðåçìåðíî ãðîìîçäêîé.

1.4. Íàäåæíîñòü ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíîé ñõåìû. Ðàññìîòðèì ïà-

ðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíóþ ñõåìó, ñîñòîÿùóþ èç m ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûõ

ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåïåé (ïóòåé), i-ÿ öåïü ñîäåðæèò ni ýëåìåíòîâ. Çàìåòèì, ÷òî

âñÿêàÿ îáùàÿ ñõåìà ñ îäíèì óçëîì âõîäà è îäíèì óçëîì âûõîäà ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà êàê ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ñõåìà (ñ çàâèñèìûìè îòêàçàìè).

Îáîçíà÷èì tij ( )� âðåìÿ æèçíè j-ãî ýëåìåíòà â i-é öåïè. Òîãäà âðåìÿ æèçíè âñåé

ñèñòåìû ðàâíÿåòñÿ

� �f ti m j n iji
( ) ( )� �� � � � �max min1 1 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ( , )i j -ãî ýëåìåíòà ñõåìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü

ðåçåðâíûé ýëåìåíò ñ âðåìåíåì æèçíè � �ij ( ) è ñòîèìîñòüþ cij . Ââåäåì áèíàðíóþ

ïåðåìåííóþ xij , ïðè ýòîì åñëè xij �1, òî ( , )i j -é ýëåìåíò èìååò ðåçåðâíûé ïðèáîð,

è xij � 0 — â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ðåçåðâíàÿ ñõåìà èìååò âðåìÿ æèçíè

f x f xi m i i( , ) ( , )� �� � �max1 ,

f x f x x xi i j n ij ij i ij j

n

i

i( , ) ( , ),� �� �� � �min { }1 1
,

f x t x x xij ij ij ij ij ij( , ) ( ) ( ),� � � �� � � { }.

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè âðåìåíè æèçíè èìååò âèä

F x Ef x x X( ) ( , )� 
 �� max ,

ãäå

� �X x c x Cij i

m

j

n
ij ij

i� � �� �� �{ }0 1
1 1

, : .

1.5. Íàäåæíîñòü ñõåìû ñ äâóìÿ âèäàìè îòêàçîâ ýëåìåíòîâ. Äîïóñòèì

â ïðåäïîëîæåíèÿõ ï. 1.4, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ìîæåò èñïûòàòü äâà âèäà îòêàçîâ:

ïîëîìêà è êîðîòêîå çàìûêàíèå. Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî âðåìÿ æèçíè ( )ij -ãî ýëåìåí-

òà áåç ïîëîìêè ðàâíî f ij
b

( )� , à âðåìÿ æèçíè áåç êîðîòêîãî çàìûêàíèÿ — f ij
s ( )� .

Ñõåìà æèçíåñïîñîáíà, åñëè åñòü ïóòü èç ðàáî÷èõ ýëåìåíòîâ è íåò ïóòè, ñîñòîÿ-

ùåãî èç çàêîðî÷åííûõ ýëåìåíòîâ. Äàííàÿ ñõåìà ìîæåò áûòü ñìîäåëèðîâàíà ñõå-

ìîé ñ òîëüêî îäíèì âèäîì îòêàçà (ïîëîìêîé). Ýêâèâàëåíòíàÿ ñõåìà ñîñòîèò èç

( )m �1 -é ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííîé ñåêöèè: ñíà÷àëà èäåò îðèãèíàëüíàÿ ñõåìà

òîëüêî ñ îøèáêàìè-ïîëîìêàìè, ñëåäóþùèå m êîìïîíåíòîâ ñîîòâåòñòâóþò ïà-

ðàëëåëüíûì ïóòÿì îðèãèíàëüíîé ñõåìû, êàæäûé ñîñòîèò èç ïàðàëëåëüíî

ñîåäèíåííûõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ, íî òîëüêî ñ êîðîòêèìè çàìûêàíèÿìè.

Âðåìÿ æèçíè òàêîé ñõåìû ðàâíÿåòñÿ
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f f f fi m j n ij
b

ij
s

j n j
s

i
� � � � � � �min max min min max1 1 1 11

( , );� �, . . ., max1� �j n mj
s

m
f ,

ãäå f x t x f x tij
b

ij ij
b

ij ij
b

ij
s

ij ij
s( , ) ( ) ( ), ( , ) ( )� � � � � �� � � � x tij ij

s
ij
b� � �( ), ( ) è tij

s ( )�

— âðåìåíà æèçíè ( )ij -ãî ýëåìåíòà, � �ij
b ( ) è � �ij

s ( ) — âðåìåíà æèçíè ( )ij -ãî ðå-

çåðâíîãî ýëåìåíòà, ñîîòâåòñòâåííî áåç ïîëîìêè è áåç êîðîòêîãî çàìûêàíèÿ.

1.6. Íàäåæíîñòü ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíîé ñõåìû, ñîñòîÿùåé èç n

èäåíòè÷íûõ ýëåìåíòîâ (èëè êàê ìàêñèìóì èç n èäåíòè÷íûõ ýëåìåíòîâ). Äî-

ïóñòèì, â ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíîé ñõåìå m n� è n ni � . Äëÿ âñåõ

i n xij� �1 1, ,� , åñëè j-é ýëåìåíò ïðèñóòñòâóåò â i-é öåïè, è xij � 0 — â ïðîòèâ-

íîì ñëó÷àå, x n niji j

n

,
( )�� � �

1
. Âðåìÿ æèçíè äàííîé ñõåìû ðàâíÿåòñÿ

f x T x t xi n j n ij ij ij ij( , ) ( ( ) ( ) )� �� 
 �� � � �max min1 1 1 ,

ãäå T — î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî (ïëþñ áåñêîíå÷íîñòü), tij ij( )� — âðåìÿ æèçíè

( )ij -ãî ýëåìåíòà, çàâèñÿùåå îò ñîáñòâåííûõ ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ

� � �ij ij ijx x, ,� �{ } { }. Â ðàáîòàõ [1, 3, 17] èçó÷àëàñü ïîäîáíàÿ ìîäåëü, íî ñ

äâóìÿ òèïàìè îòêàçîâ è â òåðìèíàõ âåðîÿòíîñòåé îòêàçîâ ýëåìåíòîâ è ñõåìû

â öåëîì.

2. ÌÅÒÎÄ ÂÅÒÂÅÉ È ÃÐÀÍÈÖ ÄËß ÌÀÊÑÈÌÈÇÀÖÈÈ
ÑÐÅÄÍÅÃÎ ÂÐÅÌÅÍÈ ÆÈÇÍÈ ÑÅÒÈ

Â ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö èñõîäíàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ðàçáèâàåòñÿ íà

ïîäçàäà÷è ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîé ôèêñàöèè íåêîòîðûõ êîìïîíåíò âåêòîðà

x íà èõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ 0 èëè 1, îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ

ñâîáîäíûìè (ìîãóò ïðèíèìàòü îáà çíà÷åíèÿ — 0 èëè 1). Ñ òå÷åíèåì èòåðà-

öèé êàæäàÿ ïîäçàäà÷à ìîæåò ðàçáèâàòüñÿ òàêèì æå îáðàçîì íà ïîäçàäà÷è

ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè ïóòåì ôèêñàöèè íåêîòîðûõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ

ýòîé ïîäçàäà÷è íà èõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ 0 èëè 1. Ïîðîæäàåìûå â ýòîì

ïðîöåññå ïîäçàäà÷è íàçûâàþòñÿ òàêæå âåòâÿìè. Äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî íå-

êîòîðîé âåòâè ìîæåò îêàçàòüñÿ ïóñòûì, òàêàÿ âåòâü çàâåäîìî èñêëþ÷àåòñÿ

èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîé èòåðàöèè ìåòîäà

íåêîòîðûå ïåðåìåííûå i I k� èìåþò ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå xi , à îñòàâøèå-

ñÿ i I I Ik k� � \ — ñâîáîäíûå. Îáîçíà÷èì x x i Ik
i k

nk� � �{ } { }, ,0 1 . Òîãäà ïðè

îïòèìèçàöèè íàäåæíîñòè ïàðàëëåëüíîé ñõåìû ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö

ðåøàþòñÿ ïîäçàäà÷è

F x E t x t xk
k

i I
i i i

i I
i i

k k

( ) ( ( ) ( )), ( ( )� � �
� �

max max max� � � � � �i ( ))
�
�
�

�
�
�





�

max
{ }xk nk0 1,

(1)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

c x C c xii I i ii I i
k k� �� �� 
 . (2)

Ïåðåïèøåì (1), (2) â âèäå

� 	F x E f x xk
k

k
i I i i xk

k nk( ) ( , ) ( , ), ,
� � 
� �

� � �max max{ } { }0 0 1
(3)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

c x Cii I i k
k�� � , (4)

ãäå � � � � � � � � �i i i i i i I i i ix t x x t x
k

( , ) ( ) ( ), ( , ) ( ( )� � � ��0 0 max ( )),� C Ck � 



 ��i I i i
k

c x , x0 — ôèêòèâíàÿ ïåðåìåííàÿ, ââåäåííàÿ äëÿ óäîáñòâà çàïèñè.
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Àíàëîãè÷íî, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäçàäà÷è äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé ñõåìû

èìåþò âèä

� 	F x E f x xk
k

k
i I i ik

( ) ( , ) ( , ),� � 
�� � �min { }0



�� ��

max
{ }x c x Ck nk

ii Ik i k0 1, :
. (5)

Â ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ñîêðàùåíèÿ ïåðåáîðà (îòñå÷åíèÿ áåñïåðñïåê-

òèâíûõ ïîäçàäà÷/âåòâåé) èñïîëüçóþòñÿ òàêæå îöåíêè ñâåðõó è ñíèçó îïòèìàëü-

íûõ çíà÷åíèé ïîäçàäà÷.

2.1. Îöåíêà ñâåðõó äëÿ ïàðàëëåëüíîé ñõåìû. Îáîçíà÷èì Fk
* îïòèìàëüíîå

çíà÷åíèå â (3), (4), â ñèëó ïåðåñòàíîâî÷íîé ðåëàêñàöèè îíî ìàæîðèðóåòñÿ âåëè-

÷èíîé Ef k
* ( )� , ãäå f k

* ( )� — îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå â çàäà÷å

f x xk
k

i I i i x x i Ik
k

i k
( , ) ( , ), :

� � �� 
� � �max max{ } { }0

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
i I i i k

k
c x C�� � .

Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà äëÿ íåáîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé ïîëíûì

ïåðåáîðîì, à äëÿ áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé — ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

� �( ) ( )y yi m i i y� 
� �max max1

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
i

m
i ic y C�� �

1
, ãäå � �i i i i iy t y( ) � � . Îáîçíà÷èì

� ��i y j i j i j j jj

i
jz y c y z

j
( ) ( ) |:� �� � � � ��max max{ }1 1 1

� ,

�1

1 1

1 1

0

1

( )
( ), ,

( ), ,

z
z c

z c

�
 

�

�
�
�

��

�

�
0� �z C.

Òîãäà äëÿ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå èìååò

âèä

� ��i y j i j i j j jj

i
jz y c y z

j
( ) ( ) |:� � �� � � � ��max max{ }1 1 1

�

� �� � � 
 � � 
 �



max max max max{ }y j i i j i j j j

i

j
y: ( ), ( ) |1 1 1 1 1

0� �� �� 1� �c y zj j ,

� �max max max{ }y j i i j i j j j

i
jj

y c: ( ), ( ) |1 1 1 1 1

1
1� � 
 � � 
 �


�� �� ��y z cj i� 
 �

�

 
 �
 
max{ }

max{

� �

�

i i i i i iz z c z c( ), ( ), ( ), ( ) , ,0 1 01 1� �

i i iz z c( ), ( ) , .0 01� 
 
  

�
�
�

�� }

Ïîñêîëüêó � �i i( ) ( )0 1� è �i z
 1 ( ) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî z, ïîñëåäíÿÿ

ôîðìóëà ïðèíèìàåò âèä

�
�

�
i

i i i

i i

z
z c z C

z
( )

( ), ( ) , ,

( ), ( )
�

� �





max{ }

max{

�

�

1

0

1

1 }, .0 �  

�
�
�

�� z ci

Ïðîíàáëþäàâ çíà÷åíèÿ { }t i mi i, , , . . .,� �1 , íàõîäèì, òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿ

{ }� � �i i i i it t i m( ) , ( ) , , . . .,0 1 1� � � � . Ïîëó÷åííîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå
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ïîçâîëÿåò ýêîíîìíî è áûñòðî íàéòè çíà÷åíèÿ �i z z C( ), 0 � � , ïîäïðàâëÿÿ çíà-

÷åíèÿ �i z
 1 ( ) íà ÷àñòè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ z C�[ , ]0 , è â êîíöå êîíöîâ íàéòè

îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è �m C( ).

2.2. Îöåíêà ñâåðõó äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé ñõåìû. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

� �( ) ( )y yi m i i y� 
� �min max1

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ c y Cii

m
i�� �

1
, ãäå � �i i i i iy t y( ) � � .

Âî-ïåðâûõ, äàííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ñìåøàííîãî öåëî÷èñëåííîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ

z y z
 �max , 0

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

z t y i m c y C yi i i i

m
i i

m� � � � ���( ) ( ), , . . ., ; ; ,� � � 1 0 1
1

{ } ,

è, òàêèì îáðàçîì, ìîæåò áûòü ðåøåíà ëþáûì ïîäõîäÿùèì ìåòîäîì öåëî÷èñ-

ëåííîé îïòèìèçàöèè.

Âî-âòîðûõ, èñõîäíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà òàêæå ìåòîäîì äèíàìè÷åñ-

êîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîé ñõåìû ñîîòâåòñòâóþùåå ðå-

êóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå èìååò àíàëîãè÷íóþ ôîðìó:

� ��i y j i j i j j jj

i
jz y c y z

j
( ) ( ) |:� � �� � � � ��max min1 1 1

�

� �� � � 
 � � 
 �



max max min min{ }y j i i j i j j j

i

j
y: ( ), ( ) |1 1 1 1 1

0� �� �� 1� �c y zj j ,

� �max min min{ }y j i i j i j j jj

i

j
y c: ( ), ( ) |1 1 1 1 1

1
1� � 
 � � 
 �


�� �� ��y z c z cj i i� 
 � �,

�
�  





min { }

max min{ }

�

�

i i i

i i

z z c

z

( ), ( ) , ,

( ), ( )

0 0

0

1

1

�

�� �, ( ), ( ) , ,min { }� i i i iz c c z C1 1� 
 
 � �

�
�
�

��

�1
1 1

1 1

0

1
( )

( ), ,

( ), .
z

z c

z c
�

 

�
�
�
�

�

�

Åùå îäíà îöåíêà ñâåðõó äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé ñõåìû ñëåäóåò èç íåðàâå-

íñòâà Èåíñåíà

max min
{ }x c x C x i I i i ik

i Ik i i k i k
Et x E

: , ,
( ( ) ( )

��
�� � �0 1

� � �� �) �

�
�

�
� � � �max min

{ }x c x C x i I i i ik
i Ik i i k i k

E t x
: , ,

( ( ) ( )
0 1

� � � ).

2.3. Îöåíêè ñíèçó äëÿ îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé ïîäçàäà÷. Îòìåòèì, ÷òî

îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè âñåãäà ìèíîðèðóåòñÿ çíà÷åíèåì öå-

ëåâîé ôóíêöèè â ëþáîé äîïóñòèìîé òî÷êå. Ýòó òî÷êó íóæíî ýâðèñòè÷åñêè âû-

áðàòü òàê, ÷òîáû çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè â íåé áûëî, ïî âîçìîæíîñòè,

ìàêñèìàëüíûì.

Äëÿ îöåíêè îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé ïîäçàäà÷ â ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö ìîæ-

íî èñïîëüçîâàòü ñòîõàñòè÷åñêèå êàñàòåëüíûå ìèíîðàíòû (è ìàæîðàíòû) öåëåâîé

ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 1 [13]. Ïóñòü X — òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ôóíêöèè

F x x X( ), � , è �( , ), ,x y x X y X� � , ñâÿçàíû ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:
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à) F x x y( ) ( , )� � äëÿ âñåõ x X y X� �, ;

á) F y y y( ) ( , )� � äëÿ âñåõ y X� ;

â) ôóíêöèÿ �( , )x y íåïðåðûâíà ïî x ðàâíîñòåïåííî ïî y.

Òîãäà ôóíêöèè { }�( , ),! �y y X íàçûâàþòñÿ êàñàòåëüíûìè (â òî÷êàõ y) ìèíî-

ðàíòàìè äëÿ F x( ).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ êàñàòåëüíûå ìàæîðàíòû. Îòìåòèì, ÷òî ïðîñòðà-

íñòâî X â îïðåäåëåíèè 1 ìîæåò áûòü è äèñêðåòíûì.

Íàïðèìåð, ïóñòü f x x z
z Z

( ) ( , )�
�

inf � è ôóíêöèè �( , )! z äëÿ âñåõ z Z� äîïóñ-

êàþò (âîãíóòûå) êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ y ìèíîðàíòû " ( , , )x y z . Òîãäà ôóíêöèÿ

�( , ) ( , , )x y x y zz Z� "�inf ÿâëÿåòñÿ (âîãíóòîé) êàñàòåëüíîé â y ìèíîðàíòîé äëÿ

f x( ) [15].

Îïðåäåëåíèå 2[11]. Ôóíêöèè { } }" ! � �( , , ) , ,y y X� � # , ãäå # — íîñèòåëü

íåêîòîðîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà ( , , )# � P , íàçûâàþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèìè

êàñàòåëüíûìè ìèíîðàíòàìè äëÿ F x( ), åñëè ôóíêöèè " ( , , )x y � èçìåðèìû ïî �,

à ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ � �( , ) ( , , )x y E x y� " êîíå÷íû è äëÿ êàæäîãî y X� ÿâ-

ëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè â òî÷êå y ìèíîðàíòàìè äëÿ F x( ) (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî â êà÷åñòâå ñòîõàñòè÷åñêèõ êàñàòåëüíûõ

ìèíîðàíò ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ F x Ef x( ) ( , )� � ìîæíî áðàòü êà-

ñàòåëüíûå ìèíîðàíòû ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè f x( , )� . Çäåñü ñèòóàöèÿ àíàëî-

ãè÷íà âû÷èñëåíèþ ñòîõàñòè÷åñêèõ ãðàäèåíòîâ ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-

íèÿ [7]. Íàõîæäåíèå äåòåðìèíèðîâàííûõ ãðàäèåíòîâ, êàê è äåòåðìèíèðîâàííûõ

ìèíîðàíò ôóíêöèé ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ìîæåò áûòü ïðîáëåìàòè÷íî,

îäíàêî âû÷èñëåíèå è èñïîëüçîâàíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ êâàçèãðàäèåíòîâ è

ñòîõàñòè÷åñêèõ ìèíîðàíò âïîëíå âîçìîæíî.

Ëåììà 1[11]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f ( , )! � äîïóñêàåò êàñàòåëüíûå ìè-

íîðàíòû " ( , , )x y � â òî÷êàõ y X� , ò.å. ïî÷òè äëÿ âñåõ � âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

1) f x x y( , ) ( , , )� �� " äëÿ âñåõ x X y X� �, ;

2) f y y y( , ) ( , , )� �� " äëÿ âñåõ y X� ;

3) ôóíêöèÿ " ( , , )x y � íåïðåðûâíà ïî ( , )x y ïî÷òè äëÿ âñåõ �;

4) " ( , , )x y � èçìåðèìà ïî � äëÿ ëþáûõ x y X, � ;

5) | ( , , )| ( )" �x y M� � äëÿ âñåõ x y X, � ñ íåêîòîðîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé

M ( )� .

Òîãäà ôóíêöèè � �( , ) ( , , )x y E x y� " íåïðåðûâíû è ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè

ìèíîðàíòàìè äëÿ ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ F x Ef x( ) ( , )� � .

Ïîñòðîèì ìèíîðàíòíóþ îöåíêó ñíèçó äëÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â çàäà÷å

(1), (2) èëè (3), (4) äëÿ ïàðàëëåëüíîé ñõåìû. Çàäàäèì y y i Ik
i k� � ${ }, 0 — ôèê-

ñèðîâàííóþ òî÷êó, óäîâëåòâîðÿþùóþ îãðàíè÷åíèÿì (2). Îáîçíà÷èì

i y yk
k

i I i ik
( , ) ( , )� � �� � $arg max { }0 ,

1( ( , ))
, ( , ),

, ( , ).

i i y
i i y

i i y
k

k k
k

k
k

� �
�

%

�
�
�

��
�

�

�

1

0

Ôóíêöèÿ

&( , ) ( , ) ( ( , ))
( , ) (

x y E x E i i yk k
i y

k
i I k

k
i yk

k
k k

� � ���� � � �
�

1 k x k
, )

( , )
�

�

ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé (â òî÷êå yk ) ìèíîðàíòîé äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè F xk
k( )

çàäà÷è (1), (2).
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Â ñëó÷àå ëèíåéíûõ ñîñòàâëÿþùèõ � �i iy( , ) ôóíêöèÿ &( , )x yk k òàêæå ëè-

íåéíà. Òîãäà âåëè÷èíà

� �F x y c x Ck x
k k

ii I i kk
k

*
( , ) |� ���max &

ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ñíèçó äëÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ Fk
* è ìîæåò áûòü íàéäåíà

ýëåìåíòàðíî. Ýòà íèæíÿÿ îöåíêà ìîæåò áûòü óëó÷øåíà ïîâòîðåíèåì óêàçàí-

íûõ âûøå øàãîâ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ êàñàòåëüíûõ ìèíîðàíò è ìàêñèìèçàöèè

ìèíîðàíòíûõ ôóíêöèé.

2.4. Ãðàíèöû îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé äëÿ ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíîé
ñõåìû. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûå äîïóñòèìûå ïëàíû, x x x xij ij� �{ } { }, è íàéäåì

êðèòè÷åñêèé ïóòü i x f xi m i i
* ( ) ( , )� � �arg max1 � è êàñàòåëüíóþ ìèíîðàíòó

f x f x f x
i x i x j n i x j i xi x

( , ) ( , ) (* *
* ( )

* *( ) ( ) ( ) (
� �� � � �min1 )

, )
j

�

äëÿ âðåìåíè æèçíè âñåé ñõåìû. Î÷åâèäíî, f x f x( , ) ( , )� �� è

f x f x( , ) ( , )� �� äëÿ âñåõ x.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ x íàéäåì êðèòè÷åñêèé ýëåìåíò â i-ì ïóòè

j i x f xj n ij iji

* ( , ) min ( , )� � �arg 1 � è êàñàòåëüíóþ ìàæîðàíòó f xi i( , )� �

� f x
ij i x ij i x* *( , ) ( , )

( , )� äëÿ âðåìåíè æèçíè i-ãî ïóòè. Î÷åâèäíî, f xi i( , )� �
� f xi i( , )� äëÿ âñåõ x è f x f xi i i i( , ) ( , )� �� . Ôóíêöèÿ f x( , )� �

� � �max1 i m if x( , )� ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ìàæîðàíòîé äëÿ f x( , )� .

Òîãäà äëÿ êàæäîãî äîïóñòèìîãî x

min1� � �j n i x j i x ji x

f x
* ( )

* *( ) ( )
( , )�

� � � � � �f x f x f x f xi m ij i x ij i x
( , ) ( , ) ( , ) ( ,* *( , ) ( , )

� � � max1 �)

è, ñëåäîâàòåëüíî, E f x F x Ef x( , ) ( ) ( , )� �� � .

Òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ æèçíè ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíîé ñõåìû ìèíîðè-

ðóåòñÿ âðåìåíåì æèçíè íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîé ñõåìû è ìàæîðèðóåòñÿ âðå-

ìåíåì æèçíè íåêîòîðîé ïàðàëëåëüíîé ñõåìû.

Îáîçíà÷èì

� �X x x c x Cj i x j j

n

i x j i x j
i x� � � ���*
* ( ) * *( ) ( ) ( )

, :{ }0 1
1

,

� �X x x c x Ci ij i x ij i xi

m

ij i x
� � � ���* * *( , ) ( , ) ( , )

, :{ }0 1
1

.

Ïîëó÷èì

max minx X j n
i x i x j i x

E t x
i x

� � � ��
�
�

�
1 * ( )

* * *
( ) ( ) ( )

( ) ( )� � �
�
� � �F *

� � � �E f xx X i m ij i x ij i x
max max1 * *( , ) ( , )

( , )� .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñíèçó çàìåíÿåì îðèãèíàëüíóþ ñõåìó

íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîé, ñîñòîÿùåé èç èñõîäíûõ ýëåìåíòîâ

{ ( ), [ , ]}*
( )*i i x j n

i x
' � 1 , à äëÿ âû÷èñëåíèÿ îöåíîê ñâåðõó çàìåíèì îðèãèíàëüíóþ

ñõåìó íåêîòîðîé ïàðàëëåëüíîé, ñîñòîÿùåé èç êîìïîíåíòîâ { }( [ , ], ( , )*i m j i x� 1

èñõîäíîé ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíîé ñõåìû.
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3. ×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÛ

Ðàáîòà ìåòîäà âåòâåé èëëþñòðèðóåòñÿ íà çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè íàäåæíîñòè

(ñðåäíåãî âðåìåíè æèçíè) òðåõ âèäîâ ñåòåé:

1) ñåòü ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûõ ýëåìåíòîâ;

2) ñåòü ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ ýëåìåíòîâ;

3) ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ñåòü.

Ðåçóëüòàòû è âðåìÿ ðàáîòû ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ñðàâíèâàþòñÿ ñ ìåòîäîì

ïîëíîãî ïåðåáîðà.

Ïàðàëëåëüíàÿ è ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ñåòè ñîñòîÿò èç 20 óçëîâ, êàæäûé èç êîòî-

ðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ:

— ïàðàìåòðîì, îáóñëîâëèâàþùèì ñëó÷àéíîå âðåìÿ æèçíè îñíîâíîãî ýëå-

ìåíòà ( )� t ;

— ïàðàìåòðîì, îáóñëîâëèâàþ-

ùèì ñëó÷àéíîå âðåìÿ æèçíè ðåçåð-

âíîãî ýëåìåíòà (� � );

— ñòîèìîñòüþ (ñ) ââåäåíèÿ ðå-

çåðâíîãî ýëåìåíòà.

Õàðàêòåðèñòèêè ñåòåé ïðèâåäå-

íû â òàáë. 1.

Ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíàÿ

ñåòü èìååò òîïîëîãèþ, ïîêàçàííóþ

íà ðèñ. 1, è ñóììàðíî ñîñòîèò èç 22

óçëîâ ñ õàðàêòåðèñòèêàìè, ïðåäñòàâ-

ëåííûìè â òàáë. 2.

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïðî-

âîäèëèñü íà ÏÊ Celeron 1,1 ÃÃö,

256 Ìá ÎÇÓ. Àëãîðèòìû äëÿ ÷èñ-

ëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ðåàëèçîâàíû

â ñðåäå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Borland

Delphi 6. Â ÷àñòíîñòè, ðåàëèçîâàí

âàðèàíò ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ñ

îöåíêàìè ñâåðõó, îïèñàííûìè â

ïï. 2.1 (ïàðàëëåëüíàÿ ñõåìà),

2.2 (ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ñõåìà), 2.4

(ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíàÿ

ñåòü), è ñïîñîáîì âûáîðà äëÿ âåò-

âëåíèÿ î÷åðåäíîé ñâîáîäíîé êîìïî-

íåíòû âåêòîðà ðåøåíèé ñ ìèíèìàëü-

íîé öåíîé ðåçåðâèðîâàíèÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî ýëåìåíòà. Äëÿ îöåíêè

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé âðåìåíè

æèçíè, åãî íèæíèõ è âåðõíèõ ãðàíèö

èñïîëüçîâàëîñü 100 íåçàâèñèìûõ ðå-

àëèçàöèé âåêòîðíîãî ñëó÷àéíîãî ïà-

ðàìåòðà ñ íåçàâèñèìûìè ðåàëèçàöèÿ-

ìè êîìïîíåíò. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû

àëãîðèòìîâ ïðèâåäåíû â òàáë. 3.

Èç ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà âèä-

íî, ÷òî ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì îïòèìè-

çàöèè ñðåäíåãî âðåìåíè æèçíè ñóùåñ-

òâåííî ñîêðàùàåò ïåðåáîð âàðèàíòîâ.
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Ðèñ. 1. Ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ñåòü

Íîìåð
óçëà

�
t

�� c
Íîìåð
óçëà

�
t

�� c

1 20 40 30 11 20 40 30

2 10 10 20 12 10 10 20

3 20 10 10 13 20 10 10

4 20 10 40 14 20 10 40

5 30 20 30 15 30 20 30

6 20 10 20 16 20 10 20

7 40 20 50 17 40 20 50

8 20 20 20 18 20 20 20

9 10 30 30 19 10 30 30

10 10 30 10 20 10 30 10

Tàáëèöà 1. Õàðàêòåðèñòèêè óçëîâ ïà-
ðàëëåëüíîé è ïîñëåäîâàòåëüíîé ñåòåé

Íîìåð
óçëà

�
t

�� c
Íîìåð
óçëà

�
t

�� c

1 20 40 30 12 10 20 30

2 10 10 20 13 10 10 20

3 20 10 10 14 10 10 10

4 20 10 40 15 20 30 30

5 30 20 30 16 10 30 20

6 20 10 20 17 30 30 10

7 40 20 50 18 40 30 20

8 20 20 20 19 20 30 30

9 10 30 30 20 40 20 50

10 10 30 10 21 20 20 20

11 20 10 20 22 10 30 30

Ò à á ë è ö à 2 . Õàðàêòåðèñòèêè óçëîâ ïà-

ðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ñåòü



ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå çàäà÷à îïòèìèçàöèè íàäåæíîñòè ñëîæíîé ñèñòåìû ïîíè-

ìàåòñÿ êàê çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñðåäíåãî âðåìåíè æèçíè (ðàáîòîñïîñîáíîñòè)

ñîîòâåòñòâóþùåé ñåòè íåíàäåæíûõ è, âîçìîæíî, çàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ. Âðå-

ìÿ æèçíè ýëåìåíòà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ôóíêöèè âëîæåííûõ â íåãî ðåñóð-

ñîâ, â ÷àñòíîñòè, ÷èñëà äóáëèðóþùèõ ýëåìåíòîâ. Ñëó÷àéíîå âðåìÿ æèçíè

âñåé ñåòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ìàêñèìèííàÿ ôóíêöèÿ âðåìåí æèçíè ýëåìåí-

òîâ. Äëÿ îïòèìèçàöèè íàäåæíîñòè ìàêñèìèçèðóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-

íèå âðåìåíè æèçíè ñåòè ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà çàòðàòû ðåñóðñîâ. Ýòî çàäà÷à

(äèñêðåòíîãî) ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, öåëåâîé ôóíêöèîíàë êîòî-

ðîé íå âû÷èñëÿåòñÿ â ÿâíîì âèäå. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñïåöèàëèçèðîâàííûì ñòî-

õàñòè÷åñêèì ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö, ïîñêîëüêó îöåíêè âåòâåé, âîîáùå ãî-

âîðÿ, ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê âåòâåé èñ-

ïîëüçóþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèå ìèíîðàíòû è ìàæîðàíòû öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà

êàê èñòî÷íèêè ãëîáàëüíîé èíôîðìàöèè î öåëåâîé ôóíêöèè. Ðàáîòîñïîñîá-

íîñòü àëãîðèòìà ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè ïàðàëëåëü-

íî-ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñåòåé ñ 22 çàðåçåðâèðîâàííûìè ýëåìåíòàìè.

Îòìåòèì, ÷òî èçëîæåííûé ïîäõîä ïðèìåíèì òàêæå äëÿ îïòèìèçàöèè íàäåæíîñòè

ñèñòåì, îòêàçû êîòîðûõ ìîäåëèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ äåðåâüåâ îòêàçîâ [19]. Â ýòîì

ñëó÷àå âðåìÿ æèçíè ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ äåðåâà îòêàçîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

ìàêñèìèííóþ ôóíêöèþ îò âðåìåí æèçíè ýëåìåíòîâ (ëèñòüåâ äåðåâà). Äëÿ ïîäîáíûõ

ôóíêöèé â [11] ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ êàñàòåëüíûõ

ìèíîðàíò è ìàæîðàíò, à â íàñòîÿùåé ñòàòüå íà ýòîé îñíîâå ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà

ïîëó÷åíèÿ îöåíîê íàäåæíîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ñåòåé.

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè âûñîêîíàäåæíûõ ñèñòåì îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìîòðåííîé

ïîñòàíîâêè òåì, ÷òî â íåé îïòèìèçèðóåòñÿ âåðîÿòíîñòü îòêàçà ñèñòåìû äî

îïðåäåëåííîãî ìîìåíòà âðåìåíè, çíà÷èòåëüíî ìåíüøåãî, ÷åì ñðåäíåå âðåìÿ æèçíè

ñèñòåìû. Îöåíêà âåðîÿòíîñòè êàê ôóíêöèè îïòèìèçèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ ïðåäñòàâëÿåò

áîëüøóþ ïðîáëåìó, òî÷å÷íûì îöåíêàì è îöåíêàì ÷óâñòâèòåëüíîñòè âåðîÿòíîñòè

ïîñâÿùåíû ðàáîòû [4, 5]. Îäíàêî êîíöåïòóàëüíî ýòî òàêæå çàäà÷à (äèñêðåòíîãî èëè

íåïðåðûâíîãî) ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñî ñïåöèôè÷åñêèì öåëåâûì

ôóíêöèîíàëîì — âåðîÿòíîñòüþ. Â ïðèíöèïå, îïòèìèçèðîâàòü òàêóþ âåðîÿòíîñòü

ìîæíî ìåòîäàìè äèñêðåòíîé ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè.
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Network type
Àëãîðèòì Ìåòîä ïîëíîãî ïåðåáîðà

×èñëî èòåðàöèé Âðåìÿ ðàáîòû ×èñëî èòåðàöèé Âðåìÿ ðàáîòû

Ïàðàëëåëüíàÿ 4146 13 ñ 1048576 2 ìèí 9 ñ

Ïîñëåäîâàòåëüíàÿ 508 1 ìèí 6 ñ 1048576 2 ìèí 9 ñ

Ïàðàëëåëüíî-

ïîñëåäîâàòåëüíàÿ
7072 1 ìèí 50 ñ 4194304 8 ìèí 29 ñ

T à á ë è ö à 3 . Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìåòîäîâ âåòâåé è ãðàíèö è ìåòîäîâ ïîëíî-

ãî ïåðåáîðà
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