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We present a method for optimization of Tarjan’s algorithm for the detection of strongly

connected components in a direct graph. The approach to its parallel implementation is offered,

and the theoretical synthesis of the respective formula of the algorithm is formulated in systems

of the modified algorithmic algebras of V.M. Glushkov. The theoretical estimations of increasi-

ng the productivity of the algorithm are obtained. These estimations have been checked up and

confirmed in the experiment.

Розглянемо орiєнтований граф G(V,E), де V — множина вершин i E ⊆ V × V — множина
ребер.

Шляхом з вершини v0 у вершину vk в графi G(V,E) називається послiдовнiсть вершин
та ребер [v0 (v0, v1), v1 (v1, v2), . . . , vk−1 (vk−1, vk)].

Двi вершини v та w називаються еквiвалентними за шляхом, якщо iснує шлях з вершини
v у вершину w i з вершини w у вершину v.

Граф G1(V,E) називається сильно зв’язаним, якщо довiльнi вершини v, w ∈ V еквiва-
лентнi за шляхом. Iншими словами, у сильно зв’язаному графi кожна вершина є досяжною
з будь-якої iншої вершини цього графа.

Довiльний граф можна роздiлити на множину компонент, що не перерiзаються мiж со-
бою. Кожна така компонента називається сильно зв’язаною компонентою — SCC (Strongly
Connected Component) i являє собою максимальну множину еквiвалентних за шляхом вер-
шин вихiдного графа (максимальну в тому розумiннi, що якщо до цiєї множини додати
будь-яку iншу вершину з V, то отримана компонента вже не буде сильно зв’язаною). Силь-
но зв’язана компонента, яка мiстить лише одну вершину, називається тривiальною сильно
зв’язаною компонентою.

Задача роздiлення графа на множину SCC є однiєю з основних в теорiї графiв. Iснує
декiлька класичних алгоритмiв для її розв’язання [1, 2], якi неодноразово пiдлягали опти-
мiзацiї та удосконаленню [3]. Одним з напрямкiв ефективного розв’язання вищезгаданої
задачi є паралельна реалiзацiя вiдповiдних алгоритмiв [4, 5]. Нижче запропоновано метод
пiдвищення швидкодiї класичного алгоритму Тар’яна для пошуку SCC шляхом формаль-
ного розпаралелювання.

Формалiзацiя алгоритму Тар’яна. Послiдовна регулярна схема алгоритму. Ро-
берт Тар’ян (Robert Tarjan) запропонував алгоритм [6], який знаходить сильнi компоненти
графа G(V,E) за час O(|V |+ |E|), де |V | — кiлькiсть вершин i |E| — кiлькiсть ребер у вихiд-
ному графi. Вiн складається з двох логiчних частин, кожна з яких виконує вiдповiднi дiї.
Перша частина за допомогою пошуку в глибину (DFS) будує лiс DFS графа. Друга частина
алгоритму виконує дiї щодо видiлення сильної компоненти, а саме:

маркує вiдповiднi вершини як належнi до певної компоненти;
видаляє зi стеку вершини знайденої компоненти.
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Одним iз потужних методiв теоретичного дослiдження алгоритмiв є математичний апа-
рат модифiкованих систем алгоритмiчних алгебр (САА-М) [7] В.М. Глушкова та заснований
на ньому багаторiвневий структурний синтез алгоритмiв.

Використовуючи САА-М, сформуємо регулярну схему алгоритму (РСА) для алгоритму
Тар’яна, викладеного на теоретико-множинному рiвнi у [6]. Для ясностi записiв вводяться
такi позначення для операторiв, а також для даних:

1) Ni — елемент масиву nodes[i];
2) Gvi — елемент матрицi сумiжностi g[v][i] (ребро графа);
3) E — порожнiй оператор.
Вiдповiдна схема для функцiї VISIT має вигляд

VISIT(v)=(Nv.visit=1) ∗ (Nv.incomp=0) ∗ PUSH(v,SP)∗ i>N{Gvi(!Nv.visit(VISIT(i)VE)∗

∗ !Nv.incomp((Ni.root=MIN(Nv.root,Ni.root))VE) ∗ VE) ∗ i + +}

∗Nv.root==v({(w = POP(SP)) ∗ (Nw.incomp = 1)}w==vVE) (1)

(тут i далi знак ! означає заперечення умови).
Отриману РСА умовно можна розбити на двi логiчнi частини, кожна з яких виконує

вiдповiднi дiї:
перша частина виконує пошук в глибину по графу та селекцiю вершини-кореня для

поточної вершини (1 та 2 рядки);
друга частина виконує безпосереднє видiлення сильної компоненти шляхом видалення

вершин поточної SCC зi стека та встановлення для них маркера належностi до компоненти
в логiчну одиницю (3 рядок).

Метод розпаралелювання алгоритму Тар’яна для деяких типiв графiв та фор-

мування вiдповiдної ПРСА. Алгоритм Тар’яна грунтується на методi обходу графа
в глибину (DFS), який в свою чергу реалiзований з використанням рекурсивної процедури.
Процес рекурсiї як такий є природно послiдовним з точки зору розпаралелювання i ви-
кликає доволi значнi труднощi. Проте алгоритм в цiлому можна розглядати фактично як
алгоритм пошуку в глибину, на який накладено ще додатковi дiї (робота зi стеком, селекцiя
кореня для вiдповiдної вершини Ni.root = MIN(Nv.root,Ni.root), видiлення сильної компо-
ненти Nv.root==v({(w = POP(SP)) ∗ (Nw.incomp = 1)}w==vVE)). Очевидно, що зазначенi дiї
займають значну частину ресурсiв пiд час виконання алгоритму. Роздiлити цi дiї i пошук
в глибину та сумiстити їх у часi є однiєю з головних iдей паралельної реалiзацiї, яка буде
розглянута нижче.

В роботi пропонується розпаралелювання за даними, що полягає у розбиттi графа на
пiдграфи та подальшiй обробцi кожного з них. Розбити граф довiльно неможливо, оскiльки
може статися ситуацiя, коли вершини однiєї компоненти потраплять в рiзнi частини i iсну-
вання цiєї SCC не буде встановлено взагалi. Тому при розбиттi графа слiд враховувати
систему зв’язкiв мiж вершинами i вибрати частини так, щоб виключити вищезгадане роз-
биття сильної компоненти. На перший погляд ця задача є нетривiальною i досить складною.
Проте для певної категорiї графiв вона вирiшується з використанням того ж таки абстра-
ктного пошуку в глибину. Як уже вiдзначалося, пiд час виконання останнього формується
лiс DFS, що складається з багатьох дерев DFS. Саме цi дерева DFS i є роздiленням графа
на шуканi частини. Для реальних практичних задач, кiлькiсть дерев у лiсi DFS є значною
i, як наслiдок, граф може бути роздiлений на достатню кiлькiсть частин, в кожнiй з яких
потрiбно виконати видiлення сильних компонент.
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Запропонований метод має змiст, коли виконується таке твердження: для орiєнтованого
графа G(V,E) вершини кожної сильної компоненти знаходяться в межах одного дерева
DFS. Це твердження доводиться з використанням методу вiд супротивного.

Припустимо, що двi вершини v та w графа G(V,E) мiстяться у рiзних деревах лiсу
DFS i належать однiй сильнiй компонентi С цього ж графа. Тодi, внаслiдок означення
сильної компоненти, iснують шляхи з вершини v в w та з w у v. Якщо такi шляхи iснують,
то в процесi пошуку в глибину неодмiнно можна досягнути вершини v з w або навпаки
в межах одного дерева DFS. Таким чином, ми дiйшли протирiччя. Отже, вершини v та w,
якi належать сильнiй компонентi С, мiстяться в одному деревi лiсу DFS для графа G(V,E).

Спираючись на доведене твердження, за допомогою DFS можна роздiлити граф на мно-
жину пiдграфiв, що не мають спiльних вершин. Далi в кожнiй з цих частин треба застосу-
вати алгоритм Тар’яна для знаходження сильних компонент. Причому останнi дiї можуть
бути виконанi у паралельному варiантi одночасно для декiлькох пiдграфiв. Таке розпарале-
лювання за даними є дещо специфiчним i застосовується для графiв з достатньою кiлькiстю
дерев у лiсi DFS. Також слiд вiдзначити, що обробку пiдграфа (дерева DFS) можна почи-
нати одразу ж пiсля його знаходження.

Алгоритм рекурсивної процедури звичайного пошуку в глибину для графа G(V,E) фор-
малiзовано у такий спосiб:

DFS(v) = (Nv.dfs = 1) ∗ (dfs[clk + +] = v) ∗ i>N{Gvi(!Nv.dfs(DFS(i)VE)VE) ∗ i + +} (2)

вектор dfs[N] вiдтворює порядок вiдвiдування вершин графа в процесi пошуку в глибину;
глобальна змiнна clk є лiчильником вiдвiданих вершин. Початкове значення clk = 0.
Основна гiлка програми, яка буде виконувати пошук в глибину на графi, по мiрi знахо-

дження дерев DFS повинна передавати iнформацiю про них задачам, що безпосередньо за-
йматимуться видiленням компонент. Ця iнформацiя являє собою два числа ind1 та ind2, що
iндексуватимуть у векторi dfs першу та останню вершини (вiдповiдно dfs[ind1] та dfs[ind2])
знайденого дерева DFS. Для забезпечення такого зв’язку мiж паралельними гiлками ал-
горитму введемо деякий спiльний ресурс — спiльну область пам’ятi. Його найзручнiше
спроектувати у виглядi черги типу FIFO (First In First Out).

Запропонована черга легко реалiзується у виглядi двонаправленого списку (подiбно до
реалiзацiї стека для алгоритму Тар’яна). Така структура даних є головним каналом обмiну
даними мiж задачами i є критичним спiльним ресурсом для всiх задач. Тому при роботi
з цим об’єктом необхiдно забезпечити синхронiзацiю. В загальному випадку черга повiдом-
лень пов’язана з такими об’єктами:

вмiст черги (черга з повiдомлень, що являють собою значення змiнних ind1 та ind2);
черга задач, якi чекають на появу повiдомлень;
механiзм синхронiзацiї, який забезпечує вза’ємовиключення задач при роботi з чергою

повiдомлень.
Для роботи з чергою повiдомлень визначено дiї, якi можливо виконувати над нею:
PUSH_FIFO(FIFO, ind1, ind2) — додати повiдомлення (ind1 та ind2) в кiнець черги.

У розглядуваному методi дану операцiю викликатиме лише задача, що здiйснює розбиття
графа на частини;

POP_FIFO(FIFO, &ind1, &ind2) зчитати повiдомлення у змiннi ind1 та ind2 з черги.
Задача, яка викликала дану операцiю, може бути поставлена в кiнець черги задач, що
чекають повiдомлення, в тому разi, якщо черга повiдомлень порожня; при надходженнi
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повiдомлення в чергу активiзуються всi задачi черги очiкування i при цьому реалiзується
механiзм взаємовиключення задач при зверненнi до черги повiдомлень;

KILL(FIFO) знищити чергу повiдомлень. Пiсля того як виконана дана операцiя, черга
повiдомлень припиняє iснування. Всi задачi, якi перебували в черзi очiкування, завершую-
ться; будь-яка задача, яка викличе одну з двох попереднiх операцiй, буде завершена.

Враховуючи все викладене вище та використовуючи формулу для рекурсивної про-
цедури пошуку в глибину (2), запишемо формулу для задачi, що виконує пошук в глибину
на графi та додає iнформацiю про знайденi дерева DFS до черги повiдомлень:

GLOB = i>N{(ind1 = clk) ∗ Gvi(DFS(i)VE) ∗ (ind2 = clk − 1) ∗ PUSH_FIFO

(FIFO, ind1, ind2) ∗ i + +} (3)

Змiннi ind1 та ind2 є локальними i видимi лише всерединi процедури GLOB.
Тепер приступимо до реалiзацiї формули задач, якi будуть обробляти знайденi дерева

та знаходити сильнi компоненти. Функцiї такої задачi полягають у тому, щоб зчитувати
з черги повiдомлень iндекси ind1 та ind2 по мiрi їх надходження та обробляти за алгорит-
мом Тар’яна вiдповiднi дерева DFS. Для цього рекурсивну процедуру VISIT(v), яка подана
формулою (1), потрiбно модифiкувати таким чином:

VISIT[k](v, ind1, ind2) = (Nv.visit = 1) ∗ (Nv.incomp = 0) ∗ PUSH(v,SP[k]) ∗

∗ !(ind2=>m>=ind1){(i = dfs[m]) ∗ Gvi(!Nv.visit(VISIT[k](i, ind1, ind2)VE) ∗

∗ !Nv.incomp((Ni.root = MIN(Nv.root,Ni.root))VE)VE) ∗ i + +} ∗

∗ Nv.root==v({(w = POP(SP[k])) ∗ (Nw.incomp = 1)}w==vVE) (4)

Головною вiдмiннiстю спiввiдношення (4) формули вiд послiдовної схеми алгоритму є та,
що тепер цикл внутрiшнього пошуку в глибину виконується не по всьому графу, а лише по
певному дереву DFS. Вершини цього дерева розташованi у топологiчному порядку у частинi
вектора dfs, що починається з вершини dfs[ind1] i закiнчується вершиною dfs[ind2]. Обробка
в такому порядку займає найменший час. Оскiльки задач, що використовують формулу (4),
буде декiлька, то кожна з них повинна мати свiй стек. Для цього введено вектор вказiвникiв
SP[k] на стеки всiх задач.

Користуючись модифiкованою схемою процедури VISIT[k] (4), отримуємо формулу для
задачi клiєнта:

TAR[k] = 0{POP_FIFO(FIFO,&ind1,&ind2) ∗

∗ ind2==N−1(KILL(FIFO)VE) ∗ VISIT[k](dfs[ind1], ind1, ind2)} (5)

Процедуру реалiзовано у виглядi нескiнченного циклу. Альтернатива перевiряє повiдом-
лення, i якщо воно останнє (ind2 == N − 1), знищує чергу повiдомлень, термiнуючи тим
самим всi задачi, якi перебувають в черзi очiкування. Задача, яка викликала KILL(FIFO),
завершується пiд час наступної спроби зчитати повiдомлення iз вже не iснуючої черги по-
вiдомлень. Слiд зазначити, що задача TAR стає у чергу очiкування i не займає ресурсiв
у тому разi, коли черга повiдомлень порожня.

Взаємодiя задачi GLOB та низки задач TAR є асинхронною, що формалiзується за допо-

могою асинхронної диз’юнкцiї (
•
∨

) з сигнатури операцiй САА-М. Таким чином, спираючись
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на формули (3) та (5), отримуємо розгорнуту формулу запропонованого методу паралель-
ної реалiзацiї алгоритму Тар’яна:

PAR_TARJAN = 0{POP_FIFO(FIFO,&ind1,&ind2) ∗

∗ ind2==N−1(KILL(FIFO)VE) ∗ VISIT [1](dfs[ind1], ind1, ind2)}
•
∨

. . .

•
∨

0{POP_FIFO(FIFO,&ind1,&ind2)∗

∗ ind2==N−1(KILL(FIFO)VE) ∗ VISIT[k](dfs[ind1], ind1, ind2)}
•
∨

•
∨

i>N{(ind1 = clk) ∗ Gvi(DFS(i)VE) ∗ (ind2 = clk − 1)∗

∗ PUSH_FIFO(FIFO, ind1, ind2) ∗ i + +} (6)

Формули (1) та (6) є еквiвалентними в тому розумiннi, що забезпечують однаковий
результат роботи при iдентичних вхiдних даних.

Теоретична оцiнка приросту швидкодiї. Проведемо теоретичну оцiнку приросту
швидкодiї алгоритму Тар’яна в паралельному виконаннi, наведеного формулою (6), порiв-
няно з послiдовною схемою (1). Припустимо, що граф

G(V,E) має n однакових дерев лiсу пошуку в глибину, кожне з яких мiстить V/n вершин;
густина ребер є сталою в усiх n деревах та визначається як ρ = En2/V 2.
Час виконання в межах одного дерева пошуку в глибину (2), модифiкованої (4) та по-

слiдовної (1) схем процедури VISIT, лiнiйно залежить вiд величини V + E. Вiдповiдно для
цих часових iнтервалiв маємо таку оцiнку:

τ1 = α1

(

V

n
+ ρ

V 2

n2

)

+ α2, τ2 = β1

(

V

n
+ ρ

V 2

n2

)

+ β2, τ3 = γ1

(

V

n
+ ρ

V 2

n2

)

+ γ2, (7)

де α1,2, β1,2, γ1,2 — деякi додатнi константи. Спiввiдношення мiж часами виконання вище-
згаданих формул алгоритму зображено на рис. 1, а. На рис. 1, б наведено часову дiаграму
виконання алгоритму Тар’яна, що реалiзований вiдповiдно за формулами (1) та (6), де
припущено, що τ1 < τ2 < 2τ1.

У загальному випадку для ефективної реалiзацiї паралельної схеми (6) достатньо k задач
TAR[i] (5), якщо τ1 < τ2 < kτ1.

Враховуючи все сказане вище, можемо оцiнити повний час роботи послiдовної (1) та
паралельної (6) схем алгоритму Тар’яна:

Tmono = nτ3 = γ1

(

V + ρ
V 2

n

)

+ nγ2, (8)

Tpar = nτ1 + τ2 = α1

(

V + ρ
V 2

n

)

+ nα2 + β1

(

V

n
+ ρ

V 2

n2

)

+ β2. (9)

Перевага у часi виконання паралельної схеми над послiдовною становить

∆T = V 2

(

γ1 − α1 −
β1

n

)

ρ

n
+ V

(

γ1 − α1 −
β1

n

)

+ n(γ1 − α1) − β2, (10)
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Рис. 1. Спiввiдношення мiж часами виконання формул алгоритму (а) та часова дiаграма виконання алго-
ритму Тар’яна (б )

звiдки видно, що при постiйнiй кiлькостi дерев лiсу DFS та постiйнiй густинi ребер графа
множники при степенях V є сталими. Тодi формула для часового приросту набуде вигляду

∆T = AV 2 + BV + C. (11)

Як бачимо, прирiст у швидкодiї ПРСА (6) порiвняно з послiдовною РСА квадратично
залежить вiд V при сталiй густинi ρ ребер графа. Також з (10) видно, що при V = const
має мiсце лiнiйна залежнiсть приросту швидкодiї вiд ρ.

Часовi оцiнки (8), (9) та (10) було перевiрено експериментально на кластерi Київського
нацiонального унiверситету iм. Тараса Шевченка.
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