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Èìïóëüñíûå ïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû
ðåëàêñàöèîííîãî è òóðáóëåíòíîãî òèïîâ
â îãðàíè÷åííûõ äèáëîê-ñîïîëèìåðíûõ ñèñòåìàõ

Ðàññìîòðåíî ëèíåéíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ íåñîõðàíÿþùåãîñÿ ïàðàìåòðà
ïîðÿäêà â äèáëîê-ñîïîëèìåðíîé öåïè ñ íåëèíåéíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè, êîòîðûå ìîäåëèðóþò ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ óïîðÿäî÷åííîé ôàçû íà ïëîñêèõ
ñòåíêàõ, îãðàíè÷èâàþùèõ áèíàðíóþ ñìåñü (ðàñïëàâ). Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ èäåàëüíûõ ïîëè-
ìåðíûõ ñèñòåì â ðàñïëàâå âîçíèêàþò (ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå íà÷àëüíûõ óñëîâèé)
àñèìïòîòè÷åñêè ïåðèîäè÷åñêèå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ñ
êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâoì òî÷åê ðàçðûâà íà ïåðèîäå. Ïîñòðîåíà áèôóð-
êàöèîííàÿ äèàãðàììà íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé, äîïóñêàþùèõ ðåäóêöèþ çàäà÷è ê ëîãèñòè÷åñêîìó (èëè êâàäðàòè÷íîìó) ðàçíîñòíîìó
óðàâíåíèþ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè âîçìóùåíèÿìè.

Ðîçãëÿíóòî ë³í³éíå ã³ïåðáîë³÷íå ð³âíÿííÿ äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêó, ùî íå çáåð³ãàºòüñÿ, â
äèáëîê-ñîïîë³ìåðíîìó ëàíöþãó ç íåë³í³éíèìè äèôåðåíö³àëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè,
ÿê³ ìîäåëþþòü ïðîöåñ óòâîðåííÿ óïîðÿäêîâàíî¿ ôàçè íà ïëîñêèõ ñò³íêàõ, îáìåæóþ÷èõ
á³íàðíó ñóì³ø (ðîçïëàâ). Ïîêàçàíî, ùî äëÿ ³äåàëüíèõ ïîë³ìåðíèõ ñèñòåì ó ðîçïëàâ³ âè-
íèêàþòü (ïðè ñïåö³àëüíîìó âèáîð³ ïî÷àòêîâèõ óìîâ) àñèìïòîòè÷í³ ïåð³îäè÷í³ êóñêîâî-
ñòàë³ ðîçïîä³ëåííÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêó ç ê³íöåâîþ àáî íåñê³í÷åííîþ ìíîæèíîþ òî÷îê
ðîçðèâó íà ïåð³îä³. Ïîáóäîâàíî á³ôóðêàö³éíó ä³àãðàìó ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷³ ïðè
ñïåö³àëüíîìó âèáîð³ ïî÷àòêîâèõ óìîâ, çã³äíî ç ÿêèìè ìîæëèâà ðåäóêö³ÿ çàäà÷³ äî ëîã³ñ-
òè÷íîãî (àáî êâàäðàòè÷íîãî) ð³çíèöåâîãî ð³âíÿííÿ ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì ³ êâàç³ïåð³îäè÷-
íèìè çáóðåííÿìè.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: äèáëîê-ñîïîëèìåðû, ñòðàííûé íåõàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð, ðàç-
íîñòíîå óðàâíåíèå ñ êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè âîçìóùåíèÿìè, áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà
íà òîðå.

Èññëåäóåì äèáëîê-ñîïîëèìåðíûå ñèñòåìû íåñîõðàíÿþùåãîñÿ ïàðàìåòðà

ïîðÿäêà, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîñòü ìåæäó ïëîòíîñòÿìè äèáëîê-

ñîïîëèìåðíûõ öåïåé òèïà A è B. Åñëè ïàðàìåòð ïîðÿäêà ðàâåí íóëþ, òî

ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûé ïîëèìåð, ðàñïëàâ èëè íåóïîðÿäî÷åííàÿ

ôàçà äèáëîê-ñîïîëèìåðíûõ öåïåé. Åñëè ïàðàìåòð ïîðÿäêà íå ðàâåí íóëþ,
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òî òàêîå «íàðóøåíèå ñèììåòðèè» ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ çàðîäûøåé

óïîðÿäî÷åííîé ôàçû â ðàñïëàâå, ò.å. ïðè êðèñòàëëèçàöèè ðàñïëàâà â íåì

ïðîèñõîäèò ôîðìèpîâàíèå êðèñòàëëèòîâ [1, 2].
Ðàññìîòðèì ìîäåëüíîå óðàâíåíèå, âûòåêàþùåå èç ôóíêöèîíàëà ýíåð-

ãèè äëÿ äèáëîê-ñîïîëèìåðíûõ öåïåé [2] è ãèïîòåçû Ôóðüå [3—5], êîòî-
ðóþ áóäåì èñïîëüçîâàòü â òàê íàçûâàåìîì �-ïðèáëèæåíèè [6]. Äàííîå
óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà è ìîäåëèðóåò ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â äèáëîê-ñîïîëèìåðíûõ öåïÿõ. Îãðàíè÷èìñÿ
èññëåäîâàíèåì ëèíåàðèçîâàíîé âåðñèè ýòîãî óðàâíåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè
u x t( , ) �0, ãäå u — ïàðàìåòð ïîðÿäêà. Òàêîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñîîòâåòñò-
âóåò íåóïîðÿäî÷åííîé ôàçå (ðàñïëàâó). Ïðèìåì íåëèíåéíûå äèíàìè÷åñêèå
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âèäà [2, 7, 8]
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ãäå F0 è Fl — çàäàííûå îòîáðàæåíèÿ.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1) îïèñûâàþò ïðîöåññ ïîâåðõíîñòíîãî ïðîíèê-

íîâåíèÿ çàðîäûøåé ÷åðåç ïëîñêèå ñòåíêè, îãðàíè÷èâàþùèå áèíàðíóþ
ñìåñü. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è
â âèäå äâóõ ïðîñòûõ áåãóùèõ âîëí:

u x t f t x V g t x V( , ) ( / ) ( / )� � � 	 , 0
 
x l , t �0, (2)

ãäå f è g — ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè; V �0 — ôàçîâàÿ ñêîðîñòü áåãóùåé
âîëíû. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ
óñëîâèé çàäà÷à äîïóñêàåò ðåäóêöèþ (ïî Øàðêîâñêîìó [8]) ê ðàçíîñòíîìó
óðàâíåíèþ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì:

f x V F F f Yl( / ) ( ( ( )) (� � ��� � �	1
0 , 	 
 
 l V/ � , (3)

ãäå � � �t x V/ . Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü ïî ïåðåìåííîé
�� 	t x V/ äëÿ ôóíêöèè g.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå �:� 	F Fl
1

0� , ãäå (�) — ñóïåðïîçèöèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ îòîáðàæåíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå îòîáðàæàåò
íåêîòîðûé îòêðûòûé îãðàíè÷åííûé èíòåðâàë â ñåáÿ (íåîáõîäèìîå, íî íå
äîñòàòî÷íîå òðåáîâàíèå ïðîäîëæàåìîñòè ðåøåíèé) è ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè-
÷åñêèì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå èìååò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íåïîä-
âèæíûõ òî÷åê è åãî ïðîèçâîäíûå â ýòèõ òî÷êàõ ïî ìîäóëþ íå ðàâíû åäèíèöå.
Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü îòîáðàæåíèÿ.

Ïóñòü P� , P	 ñóòü ìíîæåñòâà ïðèòÿãèâàþùèõ è îòòàëêèâàþùèõ íå-
ïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ ïðèòÿãè-
âàþùåé, åñëè ïðîèçâîäíàÿ îòîáðàæåíèÿ â ýòîé òî÷êå ïî ìîäóëþ ìåíüøå
åäèíèöû. Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ÿâëÿåò-
ñÿ îòòàëêèâàþùåé, åñëè îíà íå ïðèòÿãèâàþùàÿ.
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Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé íåàâòîíîìíîãî ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ (3) èçâåñòíî â äâóõ ñëó÷àÿõ: äëÿ èäåàëüíûõ ïëåíîê ïðè Y (�� �0
è äëÿ íåèäåàëüíûõ ïëåíîê ïðè Y (�� �� , ãäå Y (�� — èçâåñòíàÿ êâàçèïå-
ðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîãî ëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ, ìîäåëèðóþùåãî îáðàçîâàíèå çàðîäûøåé óïîðÿäî÷åííîé (â ÷àñò-
íîñòè, êðèñòàëëè÷åñêîé) ôàçû â îäíîðîäíîì ïîëèìåðíîì ðàñïëàâå.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðè ��  ñóùåñòâóåò ñõîäèìîñòü f P(��� � ïî÷òè
âñþäó â ìåòðèêå Õàóñäîðôà äëÿ ãðàôèêîâ [8], çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðîãî
ìíîæåñòâà òî÷åê ðàçðûâà ïðåäåëüíîãî ðåøåíèÿ, ìåðà Ëåáåãà êîòîðîãî
ðàâíà íóëþ [9]. Ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ f (��, îïðåäåëÿþùàÿ ïðîìåæóòî÷íóþ
àñèìïòîòèêó ïî Áàðåíáëàòòó ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è, ÿâëÿåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêè ïåðèîäè÷åñêîé êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé, ò.å. îáîá-
ùåííûì ðåøåíèåì. Â òî÷êàõ ðàçðûâà � ïðîèçâîäíàÿ � � f ( )� ïðè�� ,
íî ñàìî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñêîëü óãîäíî ãëàäêèì ïðè ñêîëü óãîäíî ãëàäêèõ
íà÷àëüíûõ ôóíêöèÿõ.

Ïðè êîíå÷íîì çíà÷åíèè � íàáëþäàþòñÿ ïðåäåëüíûå ïåðèîäè÷åñêèå
êîëåáàíèÿ ðåëàêñàöèîííîãî òèïà (ðèñ. 1). Åñëè ìíîæåñòâî � áåñêîíå÷íî, òî
òàêèå êîëåáàíèÿ íàçûâàþò êîëåáàíèÿìè ïðåäòóðáóëåíòíîãî òèïà ïðè �
ñ÷åòíîì è êîëåáàíèÿìè òóðáóëåíòíîãî òèïà ïðè � íåñ÷åòíîì è íèãäå íå
ïëîòíîì ìíîæåñòâå (âòîðîé êàòåãîðèè ïî Áýðó) [9]. Ðàçóìååòñÿ, ïðè âîç-
ðàñòàþùåé ïðîèçâîäíîé ñõîäèìîñòü â îêðåñòíîñòè òî÷åê ðàçðûâà íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé, ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü ìåò-
ðèêó Õàóñäîðôà äëÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé èëè ìåòðèêó Ñêîðîõîäà [9], óäîá-
íóþ â ñëó÷àå êîëåáàíèé òóðáóëåíòîãî òèïà, êîãäà âåêòîðíîå ïîëå åñòü
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå çàäàíî èíâàðèàíò-
íîé ìåðîé [9, ñ. 265].

Äëÿ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè ãðàíè÷íîé çàäà÷è â äîïîëíåíèå ê ãðàíè÷-
íûì óñëîâèÿì (2) íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü íóëåâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
Íåéìàíà, ñîãëàñíî êîòîðûì [8, 10], åñëè f P(��� � , òî g P c(��� �� ïðè
�� , ãäå c — ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè êðàåâîé çàäà÷è. Èòàê, äëÿ èäåàëüíûõ ñèñòåì ñóùåñòâóåò ñõîäè-
ìîñòü u x t P c( , �� ��2 ïðè t� ïî÷òè äëÿ âñåõ 0
 
x l . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
èäåàëüíûå ñèñòåìû îáëàäàþò ïðåäåëüíûìè ïåðèîäè÷åñêèìè êîëåáàíèÿ-
ìè ðåëàêñàöèîííîãî, ïðåäòóðáóëåíòíîãî è òóðáóëåíòíîãî òèïîâ. Èñïîëüçóÿ
ðåçóëüòàòû ðàáîòû [11], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè íåàâòîíîìíûå êîëåáàíèÿ â
ðàçíîñòíîì óðàâíåíèè äîñòàòî÷íî ìàëû, òî, ïî êðàéíåé ìåðå, ñöåíàðèé áè-
ôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà ñîõðàíÿåòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ñîõðàíÿþòñÿ êîëåáàíèÿ ðåëàêñàöèîííîãî òèïà. Ïîäðîáíîå îáñóæäå-
íèå ýòèõ âîïðîñîâ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [12].

Äëÿ íåèäåàëüíûõ ñèñòåì àíàëîãîì óäâîåíèÿ ïåðèîäà íà èíòåðâàëå

ÿâëÿåòñÿ ñöåíàðèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà íà òîðå, ò.å. êîãäà ó÷èòûâàåòñÿ ôàçà
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îáúåìíûõ êîëåáàíèé. Ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ âîçíèêíîâåíèå àñèìï-

òîòè÷åñêè êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3) [13]. Â îòëè÷èå îò

èäåàëüíûõ ñèñòåì òàêèå ïðåäåëüíûå êâàçèïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ íå

èìåþò òî÷åê ðàçðûâà ïðè t�, ò.å. íå ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè

ôóíêöèÿìè è, ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò êîëåáàíèé

ðåëàêñàöèîííîãî òèïà.

Êðîìå êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé êàê ýëåìåíòîâ àòòðàêòîðà

íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ñóùåñòâóþò äåòåðìèíèðîâàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ,

ÿâëÿþùèåñÿ ýëåìåíòàìè ñòðàííîãî íåõàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà (ÑÍÀ). Ãðà-

ôèêè òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé ñóòü ôðàêòàëüíûå ìíîæåñòâà: âïåðâûå ïðèìåð

ÑÍÀ ïîñòðîåí â ðàáîòå [14]. Íåñìîòðÿ íà ñëîæíóþ ñòðóêòóðó ïðåäåëüíûõ
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â

Ðèñ. 1 [9]. Ãðàôèêè ïðåäåëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé ðåëàêñàöèîííîãî òèïà: a —
êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå �� è åãî òðåòüÿ èòåðàöèÿ ïðè çíà÷åíèè ïîâåðõíîñòíîãî ïàðà-
ìåòðà (íîðìèðîâàííîé òåìïåðàòóðû) 	 
 
	5 4 3 4/ /� ; á — îòîáðàæåíèå ��

� ïðè ÷èñëå
èòåðàöèé, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè; â — ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îäíîé èç áå-
ãóùèõ âîëí, ïðåäñòàâëÿþùèõ ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2), ãäå t t x V� 	 / ; �2 è �3 —
ïðèòÿãèâàþùèå íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ; �1 — îòòàëêèâàþùàÿ íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà; ïðè ïîâåðõíîñòíîé êðèñòàëëèçàöèè ðàñïëàâà ïðÿìàÿ g ��1 ðàçäåëÿåò æèäêóþ è
òâåðäóþ ôàçû



òðàåêòîðèé, ìàêñèìàëüíûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà äëÿ òàêèõ òðàåêòîðèé ÿâ-

ëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì: òðàåêòîðèè ñáëèæàþòñÿ ïðè t� [13]. Íàêîíåö,

ñóùåñòâóþò ïðåäåëüíûå óñëîâèÿ êðàåâîé çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùèå êëàñ-

ñè÷åñêîìó ñòðàííîìó àòòðàêòîðó (ÑÀ) ñ ìàêñèìàëüíûì ïîëîæèòåëüíûì

ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà è òðàåêòîðèÿìè, êîòîðûå ðàñõîäÿòñÿ ïðè t�.
Áèôóðêàöèîííîå ìíîæåñòâî äëÿ èäåàëüíûõ ñèñòåì ïîêàçàíî íà ðèñ. 1,

à äëÿ íåèäåàëüíûõ ñèñòåì — íà ðèñ. 2, ãäå � è à — îáúåìíûé è ïîâåðõ-
íîñòíûé ïàðàìåòðû. Òèïè÷íûå òðàåêòîðèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîðîæ-
äàåìîé ãèïåðáîëè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì (êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîðîæ-
äàåòñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè èäåàëüíîé ñèñòåìû) ïðèâåäåíû â [10, ðèñ. 3].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì äèáëîê-cîïîëèìåðíóþ öåïü, ñîñòîÿ-
ùóþ èç N A ñåãìåíòîâ òèïà A è N B ñåãìåíòîâ òèïà B. Äèáëîê-ñîïîëèìåð
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàêðîìîëåêóëó, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç õèìè÷åñêè ðàç-
ëè÷íûõ ìîíîìåðîâ, êîâàëåíòíî ñâÿçàííûõ (íà îäíîì êîíöå). Äàííûå ñåã-
ìåíòû âçàèìíî ïðèòÿãèâàþòñÿ èëè îòòàëêèâàþòñÿ: AB — ïðèòÿãèâàþùåå
âçàèìîäåéñòâèå, à BB è AA — îòòàëêèâàþùèå âçàèìîäåéñòâèÿ.

Êàê èçâåñòíî, â áèíàðíûõ ïîëèìåðíûõ ñìåñÿõ ïðè îõëàæäåíèè ðàñ-

ïëàâà íàáëþäàåòñÿ ôàçîâûé ïåðåõîä «áåñïîðÿäîê �ïîðÿäîê», à â äèáëîê-

ñîïîëèìåðàõ — ìèêðîôàçîâûé ïåðåõîä, ò.å. âîëíû ðàññëîåíèÿ ôîðìè-

ðóþòñÿ â ìàñøòàáàõ: q Rg* / , /� �2 19456 2� � . Çäåñü R Nag
2 2 6� / , ãäå a —

ñðåäíåå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñòàòèñòè÷åñêîé äëèíû ñåãìåíòà Êóíà;

N — ñòåïåíü ïîëèìåðèçàöèè [2, 11]. Òèï ïàðàìåòðà äàëüíåãî ïîðÿäêà

çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ f N NA� / , ãäå N N NA B� � ; N A — ÷èñëî ìîíîìå-
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Ðèñ. 2. Îáîáùåííàÿ áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà Êóçíåöîâà—Ïèêîâñêîãî [17]:D — îá-
ëàñòü íåîãðàíè÷åííûõ êîëåáàíèé; T1, T2, T4 — áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ òîðà



ðîâ ñîðòà A. Ïî îïðåäåëåíèþ ïàðàìåòð ïîðÿäêà åñòü ïëîòíîñòü  ( , )x t �
� 	( ( , ) ( , )) /  A Bx t x t m .

Ðàññìîòðèì íåñæèìàåìûå ñìåñè, äëÿ êîòîðûõ m�1. Äëÿ äèáëîê-ñî-

ïîëèìåðíûõ öåïåé (â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè) ýôôåêòèâíûé ôóíê-

öèîíàë ñâîáîäíîé ýíåðãèè â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ èìååò âèä [2]

N

k T
e q

u dx

B

l

![ ] ( ( ( ) )
!

| | )*  �   � � " � �#
$
%

&
'
() 0 0

2 2 2 0 4

0
4 2

,

îòêóäà ñëåäóåò

N

k T
e q u e q

B

xxx xx

*  
* 

�     
![ ]

( )
!

| | ( )* *� � � � �0 0
4

0
3

0
21

3
2 , (4)

ãäå T — òåìïåðàòóðà; kB — ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà;*+* — âàðèàöèîííàÿ

ïðîèçâîäíàÿ îò ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàäèåíòíûé ïîòîê E
N

k TB

� ![ ] 

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàíäàó—Õàëàòíèêîâà [15, 16]:

� 
�

,
*
* t

E
� 	 , (5)

ãäå , �0— ïîñòîÿííàÿ, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü ÷àñòîòû. Èç âàðèàöèîííîãî

óðàâíåíèÿ (5) ñ ó÷åòîì (4) âûòåêàåò óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

 ,  �     t xx xxxe q
u

e B� 	 	 �#
$
%

&
'
( �0

2
0

0 3
0

3
2*

!
| | , (6)

ãäå B — îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé íà ìíîæåñòâå ãëàäêèõ ôóíêöèé. Ëèíåà-

ðèçîâàííàÿ âåðñèÿ óðàâíåíèÿ (6) â òî÷êå �0 èìååò âèä

 ,  �   t xx xxxe q e� 	 �( )*0
2

0 02 . (7)

Óðàâíåíèå (7) ñ ëèíåéíûìè ñòàöèîíàðíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

âèäà (1) ðàññìîòðåíî â ðàáîòå [2], ãäå ÷èñëåííî îïðåäåëåíû ìíîæåñòâà

çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, äîïóñêàþùèå ñóùåñòâîâàíèå àñèìïòîòè-

÷åñêè ñòàöèîíàðíûõ îñöèëëèðóþùèõ ðàñïðåäåëåíèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà.

Òàêàÿ ìîäåëü íå äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèÿ àòòðàêòîðà çàäà÷è, êîòîðûé

ñîñòîèò èç ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò àâòîìîäåëüíûõ ïåðåìåííûõ � è �.

Îäíàêî ó÷åò ýôôåêòîâ ïàìÿòè â ïîëèìåðíûõ öåïÿõ ïðèâîäèò ê ñóùåñò-

âîâàíèþ àòòðàêòîðà êðàåâîé çàäà÷è, ñîñòîÿùåãî èç ôóíêöèé, äîïóñêàþ-

ùèõ àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå äâóõ áåãóùèõ âîëí (2).

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàí àòòðàêòîð êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ôóíêöèè f ( )� . Èç

óñëîâèé Íåéìàíà ñëåäóåò, ÷òî f t g t c( ) ( )� � , ãäå c f g� 	( ) ( )0 0 îïðåäå-
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ëÿåòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé êðàåâîé çàäà÷è â óãëîâîé òî÷êå ( , ): ( , )x t � 0 0 .

Îòñþäà âûòåêàåò, ñëåäóþùåå: åñëè àòòðàêòîð êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ôóíêöèè

f ( )� èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 2, òî ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ôóíêöèè

g ( )� àòòðàêòîð ïîëó÷àåòñÿ c ïîìîùüþ ñäâèãà çàäàííîé îáëàñòè G ñ çàäàí-

íûì ïîâåäåíèåì ðåøåíèé íà íåêîòîðóþ ïîñòîÿííóþ c, îïðåäåëÿåìóþ èç

íà÷àëüíûõ äàííûõ êðàåâîé çàäà÷è. Åñëè äëÿ êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ g G-
÷èñëî c íå ñëèøêîì âåëèêî, òî íå ïðîèñõîäèò âûõîäà èç îáëàñòè G è,

ñëåäîâàòåëüíî, ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ íå èçìåíÿåòñÿ. Îäíàêî, åñëè çíà÷åíèå

c äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî âîçìîæíû ñëåäóþùèå ïåðåõîäû: T T T1 2 4� � ,

T SNA1� , T C1� , T C2 � , T C4 � , C D� . Â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñÿ

èññëåäîâàíèåì ñëó÷àÿ c �0 .

Ââåäåì ôóíêöèþ J t( ), íàçûâàåìóþ ôóíêöèåé ïîäàòëèâîñòè (èëè ïîë-

çó÷åñòè) ïîëèìåðà [17]. Äëÿ ðàñïëàâà äëèííûõ öåïåé ýòà ôóíêöèÿ èç-

âåñòíà [17, ðèñ. 8.1]. Ñóùåñòâóåò èíòåðâàë t t
 � , â òå÷åíèå êîòîðîãî öåïè

îñòàþòñÿ çàöåïëåííûìè îäíà çà äðóãóþ è ñèñòåìà âåäåò ñåáÿ ïîäîáíî

óïðóãîé ñåòêå. Ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ t äåôîðìàöèÿ âûõîäèò íà ïëàòî

J t J e( )� 0.

Ïðè î÷åíü áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t ìîæíî çàïèñàòü J t / ., ãäå .—

âÿçêîñòü. Ýòî ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ñòàöèîíàðíûì ïîâåäåíèåì æèäêîñòè,

â êîòîðîé ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ äåôîðìàöèè d dt* / ïðîïîðöèîíàëüíà íà-

ïðÿæåíèþ /. Ïîýòîìó . *d dt/ �/ ïðè t t�� . Âðåìÿ � t , ñîîòâåòñòâóþùåå

ïåðåõîäó îò ïëàòî ê ëèíåéíîìó âîçðàñòàíèþ ôóíêöèè J t( ), íàçûâàåòñÿ

ìàêñèìàëüíûì âðåìåíåì ðåëàêñàöèè. Âÿçêîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñêåéëèíãî-

âûì ñîîòíîøåíèåì � .t E� / , ãäå E ìîæíî íàçâàòü óïðóãèì ìîäóëåì êâà-

çèñåòêè çàöåïëåíèé, E J e�1 0/ [17, ñ. 249].

Òåïåðü âìåñòî (6) ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå ñ çàïàç-

äûâàþùèì àðãóìåíòîì:

 �  t tx t B x t( , ) ( , )� � . (8)

Ââåäåì ïåðåìåííûå t t diff� /� , x x l� / è ðàçëîæèì ëåâóþ ÷àñòü óðàâ-

íåíèÿ (8) â ðÿä â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïðè óñëîâèè, ÷òî � �t diff/ 

1. Â

ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå

 �  �   t tt xx xxxa e� � 	 �0 02 . (9)

Çäåñü âûïîëíåíà ëèíåàðèçàöèÿ íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà Â â òî÷êå �0:

B e q
u

e exx xxx xxx:
!

| | (*� 	 	 � �#
$
%

&
'
(,  �     0

2
0

0 3
0 0

3
2 .

Ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ (9): a e q ldiff�� 0
2 2
* / , b e ldiff� �	2 0

4/ , � �� �relax diff/ ,

� �� , �diff 0. Çäåñü � diff R D� 2 / , ãäå R b N� — ðàäèóñ êëóáêà; N — ÷èñëî

ìîíîìåðîâ; b — êîýôôèöèåíò ñàìîäèôôóçèè [2].
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Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (9) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (1) è íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè

 ( , ) ( )x h x0 0� , t x h x( , ) ( )0 1� , 0
 
x l , (10)

è èññëåäóåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâîé

çàäà÷è (1), (10).

Îïðåäåëåíèå îáúåìíûõ êîëåáàíèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Áóäåì èñ-

êàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2), ãäå V a2 � /�. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (2) â (10)

ïîëó÷èì (â ñèëó ëèíåéíîñòè (2)) äâà íåçàâèñèìûõ îáûêíîâåííûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ:

bV f f f	 ���� 	 � 	 �4 0( ) ( ) ( )� � � � , (11)

bV g g g	 ���� 	 � 	 �4 0( ) ( ) ( )� � � � . (12)

Èíòåãðèðîâàíèå (11) îò� 0 � t äî � l t l v� � / ïðèâîäèò ê èíòåãðî-äèôôåðåí-

öèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì:

bV f t l V f t f t l V f t f s ds

t

	 ��� � 	 ��� 	 � 	 	4[ ( / ) ( )] [ ( / ) ( )] ( )�
t l V�

) �
/

0. (13)

Èíòåãðèðîâàíèå (12) îò �0 � t äî �l t l v� 	 / ïðèâîäèò ê àíàëîãè÷íîìó

óðàâíåíèþ:

bV g t l V g t g t g t l V g s ds

t

	 ��� � 	 ��� 	 	 	 	4[ ( / ) ( )] [ ( ) ( / )] ( )�
t l V	

) �
/

0 .

Äèôôåðåíöèðîâàíèå (12) è (13) ïî ïåðåìåííîé t ïðèâîäèò ê äâóì íåçà-

âèñèìûì äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûì óðàâíåíèÿì ñ çàïàçäûâàþùèì

àðãóìåíòîì:

bV f t l V f t f t l V f t	 ���� � 	 ���� 	 � � 	 � 	4[ ( / ) ( )] [ ( / ) ( )]

	 � 	 �� [ ( / ) ( )]f t l V f t 0, (14)

bV g t g t l V g t g t l V	 ��� 	 ���� 	 	 � 	 � 	 	4[ ( ) ( / )] [ ( ) ( / )]

	 	 	 �� [ ( ) ( / )]g t g t l V 0 . (15)

Îïðåäåëèì ôóíêöèè Y t f t l V f t( ): ( / ) ( )� � 	 , Z t g t g t l V( ): ( ) ( / )� 	 	 è

çàïèøåì óðàâíåíèÿ (14), (15) â âèäå

bV Y t Y t Y t	 ���� 	 � 	 �4 0( ) ( ) ( )� , bV Z t Z t Z t	 ���� 	 � 	 �4 0( ) ( ) ( )� .

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ïåðâîãî èç íèõ â âèäå Y t Cekt( ) � , ãäå C — êîìï-

ëåêñíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à ïàðàìåòð k óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ bV k	 	4 4
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	 	 �k � 0. Ýòî óðàâíåíèå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó êàíîíè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé y py qy r4 2 0� � � � , ãäå p �0, q V b� 	 4 / ; 	 � 	r V b� 4 / . Ñëåäîâàòåëüíî,

k
z

z z
q

1 2
2

1

2
2 4

2 27
, � 0 	 �#

$
%

&
'
( , k

z
z z

q
3 4

2

1

2
2 4

2 27
, � 0 	 	#

$
%

&
'
( ,

ãäå z — êîðåíü óðàâíåíèÿ

z pz
p r

z
q3 2

2 24

4 8
0� �

	
	 � .

Ïóñòü z z p� 	( / )3 . Òîãäà z p z q3 0� � � , ãäå p r� 	 ; q q� 	 ( / )2 8 . Ïóñòü

S
q

�
2

4
�

p3

27
. Åñëè S 
 0, òî óðàâíåíèå èìååò ðàçëè÷íûå êîðíè:

z
p F n

k � 	 �#
$
%

&
'
(2

3 3

2

3
cos

�
, n �0 1 2, , .

Âûáåðåì

z
p F

� 	 #
$
%

&
'
(2

3 3
cos , n �0 .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî tg F � 0 ïðè V � 0, ò.å. F �� /2 ïðè q �0. Òîãäà èç

äàííûõ ôîðìóë âûòåêàåò, ÷òî z� 0, åñëè V � 0, ò.å. z z, � 0 ïðè óñëîâèè,

÷òî ôàçîâàÿ ñêîðîñòü áåãóùåé âîëíû ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïðè z �0 êîðíè

èìåþò âèä

k
q

1 2

1

2

2

27
, � 0 	#

$
%

&
'
( , k

q
3 4

1

2

2

27
, � 0 #

$
%

&
'
( .

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ z � 0

k
z

i1 2 1 2
2

, ,� 0 � , k
z

i3 4 3 4
2

, ,� 	 0 � ,

ãäå

�1 2 3 4

1

2
2 4

2 27
, , , � 0 	 #

$
%

&
'
(z z

q
� .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

Y t C e t i t C e

z
t

z
t

( ) (cos sin ) (cos, , , , ,� 0 �
	

1 2
2

1 2 1 2 3 4
2

3� � � 4 3 4t i t0 sin ),� ,
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ãäå C1 2, ,C 3 4, — êîìïëåêñíûå ïîñòîÿííûå. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàïèñàòü

Y t C C e t i t

z
t

( ) (Re Im ) (cos sin ), , , ,� � 0 �1 2 1 2
2

1 2 1 2� �

� � 0
	

(Re Im ) (cos sin ), , , ,C C e t i t

z
t

3 4 3 4
2

3 4 3 4� � .

Âûäåëÿÿ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü, ïîëó÷àåì

Re ( ) (Re cos Im sin ), , , ,Y t e C t C t

z
t

� 0 �2
1 2 1 2 1 2 1 2� �

� 0
	

e C t C t

z
t

2
3 4 3 4 3 4 3 4(Re cos Im sin ), , , ,� � .

Çäåñü z z V: ( )� , ãäå z V( )� 0 , êàê òîëüêî V � 0. Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî

ìàëûõ ôàçîâûõ ñêîðîñòÿõ ýêñïîíåíòû â âûðàæåíèÿõ äëÿ Re ( )Y t èìåþò

ïîðÿäîê åäèíèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè äîñòàòî÷íî

îãðàíè÷èòüñÿ âîçìóùåíèÿìè âèäà

Re ( ) (Re cos Im sin ), , , ,Y t C t C t� 0 �1 2 1 2 1 2 1 2� �

� 0(Re cos Im sin ), , , ,C t C t3 4 3 4 3 4 3 4� � .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

cos
Re

Re Im
,

,

, ,

11 2
1 2
2

1 2
2

1 2
2

�
�

C

C C
, sin

Re

Re Im
,

,

, ,

1 3 4
3 4
2

3 4
2

3 4
2

�
�

C

C C
.

Òîãäà çàïèøåì

Re ( ) Re Im cos ( ), , , ,Y t C C t� � 0 �1 2
2

1 2
2

1 2 1 2� 1

� � 0Re Im cos ( ), , , ,C C t3 4
2

3 4
2

3 4 3 4� 1 .

Îïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòíûõ êîëåáàíèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Ââå-

äåì îáîçíà÷åíèÿ Y t f t l V f t( ) ( / ) ( )� � 	 è Z t g t g t l V( ) ( ) ( / )� 	 	 . Òîãäà

Y t Z t f t l V g t l V f t g t( ) ( ) ( / ) ( / ) ( ( ) ( ))	 � � � 	 	 � , 	 
 
 l V t/ . (16)

Ðàññìîòðèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1) è

u tx ( , )0 0� , u l tx ( , ) �0, t �0 . (17)

Èç (16) âûòåêàåò

� 	 � � � � � � 	 	 � � �Y t Z t f t l V g t l V f t g t( ) ( ) ( / ) ( / ) ( ( ) ( )),
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îòêóäà â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (1) ñëåäóåò

� 	 � � � � 	 	 �Y t Z t F f t l V g t l V F f t g t( ) ( ) ( ( / ) ( / (( (( ( ) ( ))1 2 . (18)

Èç (17) è (2) íàõîäèì ñîîòîøåíèå

� � � �� �f
d

dx
g

d

dx
x x2 �

2 �
| |0 0 0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, v f v gt t
	

�
	

�� 	 � �1 1 02 2 � �2 �( )| ( )| .

Ïîñêîëüêó d dt2+ �1 è d dt�+ �1, ìîæíî ïåðåéòè ê ïåðåìåííîé ïî âðå-

ìåíè. Èíòåãðèðîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ îò îäíîé ïåðåìåííîé

ïðèâîäèò ê ôóíêöèîíàëüíîìó ñîîòíîøåíèþ f t g t c( ) ( )� � 0, ãäå c f0 0� 	( )

	 g ( )0 . Àíàëîãè÷íî èç ñîîòíîøåíèÿ v f v gl V l V
	

�
	

�� 	 � �1 1 02 2 � �� �( )| ( )|/ / âûòå-

êàåò ôóíêöèîíàëüíîå ðàâåíñòâî f t l v g t l v c( / ) ( / )� � 	 � 1. Çäåñü ïîñòîÿí-

íûå c f g0 0 0� 	( ) ( ), c f l V g l V1 � 	 	( / ) ( / ) îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñ-

ëîâèé êðàåâîé çàäà÷è â óãëîâûõ òî÷êàõ.

Â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ýòè ïîñòîÿííûå ÿâëÿþòñÿ áèôóðêà-

öèîííûìè ïàðàìåòðàìè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò èçâåñòíîìó ïîðÿäêó

Øàðêîâñêîãî [18]: â ÷àñòíîñòè, âîçìîæíû áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà

ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåõîäîì ê õàîñó (ñì., íàïðèìåð, [19, 20]). Îäíàêî â

äàííîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü c c0 1 0� � . Òîãäà óðàâíåíèå (18) ìîæ-

íî çàïèñàòü â âèäå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì:

Re ( ) Re ( ) ( ( / ) ( ( )))� 	 � � � 	Y t Z t F f t l V F f t1 22 2 . (19)

Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ âîçìîæíîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé

íåàâòîíîìíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (19) äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó-

÷àåì F Id f f2: :� � , ò.å. òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì. Òîãäà èç (19) ïîëó-

÷àåì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ñ íåàâòîíîìíûìè âîçìóùåíèÿìè:

2 22f t l V F f t Z t Y t( / ) ( ( )) Re ( ) Re ( )� � � � 	 � . (20)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå f f�2 è çàìåòèì, ÷òî F f I I2( ): � îòîáðàæàåò

íåêîòîðûé îòêðûòûé îãðàíè÷åííûé èíòåðâàë I R3 â ñåáÿ. Åñëè ïîñëåä-

íåå òðåáîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ, òî ðåøåíèÿ íåâîçìóùåííîãî ðàçíîñòíîãî

óðàâíåíèÿ íåîãðàíè÷åííî ïðîäîëæèìû äëÿ âñåõ t �0. Ïðè ýòîì ãðàôèê

ðåøåíèÿ íå âûõîäèò èç èíòåðâàëà I.

Äåéñòâèòåëüíî, ðåøåíèÿ íåâîçìóùåííîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

ìîæíî îïðåäåëèòü ïî øàãàì, çàäàâàÿ íà èíòåðâàëå 	 
 
l V t/ 0 íà÷àëüíóþ

ôóíêöèþ, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ ïî íà÷àëüíûì äàííûì

êðàåâîé çàäà÷è ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê [9]. Äëÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ôóíê-
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öèé � �Y t Z t( ), ( ) è äëÿ êëàññà òàê íàçûâàåìûõ óíèìîäàëüíûõ îòîáðàæåíèé

[20] (ãîìåîìîðôíûõ êâàäðàòè÷íîìó îòîáðàæåíèþ) àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäå-

íèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (19) èçâåñòíî â ñëó÷àå, êîãäà âîçìóùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ

êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè ñèíóñîèäàëüíûìè ôóíêöèÿìè [11, 13, 21].

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

C C C1 2 1 2
2

1 2
2

, , ,Re Im� � , C C C3 4 3 4
2

3 4
2

, , ,Re Im� � .

Òîãäà Re ( ) cos ( ) cos ( ), , , , , ,Y t C t C t� 0 � 01 2 1 2 1 2 3 4 3 4 3 4� 1 � 1 . Àíàëîãè÷íî èçëî-

æåííîìó âûøå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

Re ( ) cos ( ), , ,Z t C t� 0 �1 2 1 2 1 2� 1 C t3 4 3 4 3 4, , ,cos ( )� 10 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

Re ( ) sin ( ), , , ,� � 	 0 	Y t C t1 2 1 2 1 2 1 2� � 1 C t3 4 3 4 3 4 3 4, , , ,sin cos ( )� � 10 ,

Re ( ) sin ( ), , , ,� � 	 0 	Y t C t1 2 1 2 1 2 1 2� � 1 C t3 4 3 4 3 4 3 4, , , ,sin cos ( )� � 10 .

Âûáðàâ íà÷àëüíûå äàííûå êðàåâîé çàäà÷è [8], ìîæíî ïîëîæèòü C1 2, �

� � �C C3 4 2 3 4 0, , , . Òîãäà Re ( ) sin� � 	Y t C t1 1 1� � , Re ( )� �Z t 0, ÷òî ïðèâîäèò ê

ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ

2 2 22 1 1 1 1f t l V F f t C t( / ) ( ( )) cos ( / )� � 	 	 	 �� � 1 � . (21)

Âûáåðåì F f f a f f2
2 2: :� �	 � , � �� 	C1 1, 1 1 �1 1 2� 	 � / , � �1 1� 	 .

Òîãäà óðàâíåíèå (21) óäîáíî çàïèñàòü â âèäå

f t l V f a t( / ) cos ( )� � 	 � � 02
1 1� � 1 . (22)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå 1
�
� 1n n� 	

1

2
1 1( ) è îãðàíè÷èìñÿ èññëåäîâàíèåì

äèñêðåòíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà ïðè t �1 2, , ... óðàâíåíèå (22)

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

f t l V f a n( / ) cos ( )� � 	 � �2 � ��1 ,

1 1
�

�
n l V n

V
� � �/

1

2

1. (23)

Ñèñòåìà (23) çàïèñàíà â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè t n� -{ , , , ...}0 1 2 .

Ïàðàìåòð w
V

n l V� ��1
�

�
/

1

2

1 íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì âðàùåíèÿ [13]. Åñëè ýòî
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÷èñëî ðàöèîíàëüíî, òî êîëåáàíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè-

÷åñêè ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Åñëè ÷èñëî âðàùåíèÿ èððàöèîíàëüíî,

òî âîçíèêàþò àñèìïòîòè÷åñêè êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ.

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ïîêàçàíî íà ðèñ. 2. Â ÷àñòíîñòè,

ñóùåñòâóåò îáëàñòü D íà äèàãðàììå òàêàÿ, ÷òî àìïëèòóäû ðåøåíèé ïðè

t� ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Äàëåå, ñóùåñòâóåò òîð T1, çàäàííûé

åäèíñòâåííîé èíâàðèàíòíîé êðèâîé [13, ðèñ. 2.4], êîòîðûé îïèñûâàåò (ïî

ïåðåìåííîé1) êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè ýòîì

ñóùåñòâóþò áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà: íàïðèìåð, íà òîðå T2 âîçíè-

êàþò ïðåäåëüíûå êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ óäâîåííûì ïåðèî-

äîì (ïðè íàëè÷èè äâóõ èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ). Íà òîðå T4ñóùåñòâóþò ÷å-

òûðå èíâàðèàíòíûå êðèâûå è òàê äàëåå, âïëîòü äî âîçíèêíîâåíèÿ ÑÍÀ. Íà

èíòåðâàëå I óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà ïðèâîäèò ê áèôóðêàöèÿì óäâîåíèÿ ïåðèîäà

c ïîñëåäóþùèì ïåðåõîäîì ê õàîòè÷åñêèì ïðåäåëüíûì ðàñïðåäåëåíèÿì.

Íà òîðå òàêîé ñöåíàðèé ìîäèôèöèðóåòñÿ âîçíèêíîâåíèåì (íà ïðîìå-

æóòî÷íîì ýòàïå) ÑÍÀ, õàðàêòåðèçóåìîãî ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé Ëÿ-

ïóíîâà. Òåì íå ìåíåå, ïðåäåëüíûé ãðàôèê ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôðàêòàëüíûì

ìíîæåñòâîì: âïåðâûå ÑÍÀ ïîñòðîåí â ðàáîòå [14]. Òåðìèíû õàîòè÷åñ-

êèé è íåõàîòè÷åñêèé îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèåì ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà � �
�
 �ln /dG df îòîáðàæåíèÿ G, ïîðîæäàåìîãî ñèñòåìîé (22), â êîòîðîé

óñðåäíåíèå
 �� âêëþ÷àåò â ñåáÿ óñðåäíåíèå ïî ïåðåìåííîé1, ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå 0
 
1 l V/ .

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ðåøåíèÿ íà èíòåðâàëå I, âîîá-

ùå ãîâîðÿ, àñèìïòîòè÷åñêè íåóñòîé÷èâû, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóþò òîëüêî

ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà 0 2 1
 

( / )zt . Åñëè V � 0, òî z V( )� 0 è,

ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ãîâîðèòü î «ïðîìåæóòî÷íîì» àòòðàêòîðå èëè î òîì,

÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîé ôàçîâîé ñêîðîñòè ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ

èìåþò ñîáñòâåííûå «âðåìåíà æèçíè». Ïðè ýòîì áèôóðêàöèîííàÿ äèà-

ãðàììà íà ðèñ. 2 òåì òî÷íåå îòðàæàåò ðåàëüíîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé, ÷åì

ìåíüøå ôàçîâàÿ ñêîðîñòü áåãóùèõ âîëí.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåí ëèøü îäèí îáúåìíûé ïàðàìåòð çàäà÷è

e C� 1 1� , ÷òî âîçìîæíî ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Òà-

êîå ïðèáëèæåíèå ìîæíî íàçâàòü îäíîìîäîâûì. Ïðè áîëåå îáùèõ íà-

÷àëüíûõ óñëîâèÿõ îáúåìíûå ìîäû, ïîìèìî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîâåðõíîñò-

íûìè ìîäàìè, âçàèìîäåéñòâóþò òàêæå ìåæäó ñîáîé. Òàêàÿ çàäà÷à òðåáóåò

äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Âîçìîæíîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé (ïî-ñóùåñòâó, âûáîð ñïåöèàëüíûõ

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé), ïðåäñòàâëåííîå íà ðèñ. 2, óäîáíî ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî

â ñèëó íåëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé � �1 1� ( , )z q , q q V b� ( , ), b b e ldiff� ( , )� 0

ôóíêöèÿ � � �� ( , , )1 q b ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé ôóíêöèåé îáúåìíûõ ïàðà-
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ìåòðîâ çàäà÷è. Àíàëîãè÷íî ïàðàìåòð a a h h a a� ( , , , , )1 2 1 2, ÿâëÿåòñÿ ôóíê-

öèåé ïîâåðõíîñòíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [7, 8, 15]

ðàññìîòðåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

�
� ,
u

t
t

h
a u t( , ) ( ( , ))0 01

1� 	 � ,
�
� ,
u

t
l t

h
a u l t( , ) ( ( , ))� �2

2 ,

ãäå h1, h2 — ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå ïàðàìåòðû, èìåþùèå ðàçìåðíîñòü äëè-

íû; , — îáúåìíûé êîððåëÿöèîííûé ðàäèóñ; a u1( ) è a u2( ) — çàäàííûå

íåëèíåéíûå ôóíêöèè. Åñëè ýòè ôóíêöèè ëèíåéíû ñîîòâåòñòâåííî ñ êîýô-

ôèöèåíòàìè a1 è a2, òî äëÿ äèáëîê-ñîïîëèìåðíûõ öåïåé [2]

a
a

c
N1

1 4
1

1� 	 	/ � ,

ãäå�
1

21
2 3� 
 �

Nc
Rg / . Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü�2. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïàðàìåòð a íà ðèñ. 2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé ôóíêöèåé ïîâåðõíîñòíûõ

ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Ïóñòü, íàïðèìåð, � � �� ( )1 , a a h� ( )1 äëÿ ðàññìàòðè-

âàåìîé êðàåâîé çàäà÷è. Îñòàëüíûå ïàðàìåòðû ïðåäïîëàãàþòñÿ ôèêñè-

ðîâàííûìè. Òîãäà äèàãðàììå íà ðèñ. 2 ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå

äèàãðàììó íà ïëîñêîñòè ( , )�1 1h . Î÷åâèäíî, óêàçàííóþ ïðîöåäóðó ìîæíî

ïðîäîëæèòü. Íàêîíåö, òîò ôàêò, ÷òî â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ âûá-

ðàíî êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå, íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì, ïîñêîëüêó

êâàäðàòè÷íîå (èëè ëîãèñòè÷åñêîå) îòîáðàæåíèå ãîìåîìîðôíî íåêîòî-

ðîìó óíèìîäàëüíîìó îòîáðàæåíèþ, à äëÿ òàêèõ îòîáðàæåíèé ñóùåñòâóåò

ñòðîãàÿ òåîðèÿ êà÷åñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñîîòâåòñòâóþùèõ

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [13, 18].

Âûâîäû

Âïåðâûå ðàññìîòðåíà íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à, ïîçâîëÿþùàÿ ìîäåëèðî-

âàòü îáðàçîâàíèå àâòîìîäåëüíûõ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâåííî-

âðåìåííûõ ñòðóêòóð. Òàêèå ñòðóêòóðû îïèñûâàþò ðàñïðåäåëåíèÿ êîí-

öåíòðàöèè â äèáëîê-ñîïîëèìåðíûõ ñìåñÿõ ïðè èõ îõëàæäåíèè. Â ñòàöèî-

íàðíîì ñëó÷àå èõ íàçûâàþò ëàìåëëÿðíûìè ñòðóêòóðàìè. Â íåñòàöèîíàð-

íîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ áåãó-

ùèõ âîëí, êîòîðûå äîïóñêàþò áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà (íà òîðå) ñ

ïîñëåäóþùèì ïåðåõîäîì ê õàîñó.
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The paper deals with a linear hyperbolic equation for a nonconserved order parameter in the
diblock copolymer system with nonlinear differential boundary conditions which models the
evolution of an ordered phase in a nonordered phase (in the melt). It is shown that for the ideal
polymer systems the asymptotic periodic piecewise constant distributions of the order parameter
with a finite or infinite set of points of discontinuities on a period appear in the melt (when bulk
perturbations in the melt are small and, hence, surface perturbations are dominating). For the non-
ideal systems there are limit quasi-periodic distributions that admits the period doubling bifurca-
tions as the problem parameters are changing. Particularly, these distributions are the elements of
the strange unchaotic attractor.
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