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Ðàññìîòðåíû áàçîâûé è ãðàäèåíòíûé èòåðàöèîííî-âàðèàöèîííûå àëãîðèòìû àïïðîêñè-
ìàöèè ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ â âèäå áèëèíåéíîãî ðÿäà è èõ ïðèìåíåíèå äëÿ ðåøåíèÿ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà II ðîäà ìåòîäîì âûðîæäåííûõ ÿäåð.

Ðîçãëÿíóòî áàçîâèé ³ ãðàä³ºíòíèé ³òåðàö³éíî-âàð³àö³éí³ àëãîðèòìè àïðîêñèìàö³¿ ôóíêö³é
äâîõ çì³ííèõ ó âèãëÿä³ á³ë³í³éíîãî ðÿäó òà ¿õ çàñòîñóâàííÿ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ³íòåãðàëüíèõ
ð³âíÿíü Ôðåäãîëüìà II ðîäó ìåòîäîì âèðîäæåíèõ ÿäåð.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: àïïðîêñèìàöèÿ, àëãîðèòì, âûðîæäåííîå ÿäðî, èíòåãðàëüíîå óðàâ-
íåíèå.

Îäíèì èç àêòóàëüíûõ íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è àëãî-
ðèòìîâ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ èõ îðèåíòèðîâàíèå íà
ýôôåêòèâíóþ êîìïüþòåðíóþ ðåàëèçàöèþ. Â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ýòî îòíî-
ñèòñÿ ê óðàâíåíèÿì Ôðåäãîëüìà, ÷èñëåííîå ðåøåíèå êîòîðûõ òðåáóåò
ó÷åòà òàêîé îñîáåííîñòè êàê íàëè÷èå ïîñòîÿííûõ ïðåäåëîâ èíòåãðèðî-
âàíèÿ (â îòëè÷èå îò óðàâíåíèé òèïà Âîëüòåððû). Ïðè ðåøåíèè çàäà÷
äèíàìèêè òàêèå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿþò âðåìåííîé èíòåð-
âàë, íà êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ ïîèñê ðåøåíèÿ è èñêëþ÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü
ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïðèíöèïó «øàã çà øàãîì». Èçâåñòíûì àíàëîãîì
òàêîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ, êðàåâûå óñëîâèÿ êîòîðûõ ïðèâîäÿò ê òàêîé æå îñîáåííîñ-
òè ïðè ñðàâíåíèè ñ çàäà÷åé Êîøè.

Ïðåîäîëåòü âîçíèêàþùèå òðóäíîñòè ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà

âûðîæäåííûõ (ðàçäåëÿþùèõñÿ) ÿäåð, êîòîðûé â íàñòîÿùåå âðåìÿ åùå íå

ïîëó÷èë øèðîêîãî ïðèìåíåíèÿ. Ýòîò ìåòîä äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü

ýêîíîìíûå âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ, íî åãî
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ïðèìåíåíèå ñâÿçàíî ñ îãðàíè÷åíèÿìè, îáóñëîâëåííûìè êîíêðåòíûì âè-

äîì ÿäðà, ò.å. ÿäðî äîëæíî áûòü âûðîæäåííûì, ïðåäñòàâëåííûì â âèäå

îïðåäåëåííîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé, ÷òî äîâîëüíî ðåä-

êî âñòðå÷àåòñÿ íà ïðàêòèêå. Â ñâÿçè ñ ýòèì êîìïüþòåðíî ðåàëèçîâàííûé

âàðèàíò ìåòîäà âûðîæäåííûõ ÿäåð äîëæåí ñîäåðæàòü ýôôåêòèâíûé ÷èñ-

ëåííûé àëãîðèòì àïïðîêñèìàöèè ÿäåð êàê ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ.

Èñïîëüçóåìûå â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè

ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ [1] îñíîâàíû, êàê ïðàâèëî, íà àíàëèòè÷åñêèõ

ìåòîäàõ ðàçëîæåíèÿ èñõîäíîé ôóíêöèè â êîíå÷íûå ðÿäû èëè ñîñòîÿò â

ïðåäâàðèòåëüíîì âûáîðå ñèñòåìû ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàòíûõ

ôóíêöèé ñ ïîñëåäóþùèì îïòèìèçàöèîííûì îïðåäåëåíèåì ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ êîýôôèöèåíòîâ âëèÿíèÿ. Ïîëó÷åííûé íàáîð êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé

ïðèãîäåí äëÿ àïïðîêñèìàöèè øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ.

Äëÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ àïïðîêñèìàöèè ìîæåò èçìåíÿòüñÿ òîëüêî èõ êîëè-

÷åñòâî. Ïðè ýòîì ðåçóëüòàòîì àïïðîêñèìàöèè ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìîñòè, êîòî-

ðûå ìîãóò ñîäåðæàòü çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ, ÷òî ÷àñòî çíà÷èòåëüíî

óñëîæíÿåò âû÷èñëèòåëüíûå ïðîöåññû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ñóùåñòâåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò àëãîðèòìû àïïðîêñèìàöèè ôóíê-

öèé äâóõ ïåðåìåííûõ, ïîçâîëÿþùèå ÷èñëåííî ôîðìèðîâàòü êîîðäèíàò-

íûå ôóíêöèè, ôîðìà êîòîðûõ ñâîéñòâåííà ëèøü äàííîé êîíêðåòíîé çàäà-

÷å àïïðîêñèìàöèè è îáåñïå÷èâàåò íåçíà÷èòåëüíîå èõ êîëè÷åñòâî. Äëÿ

ëþáîé äðóãîé àïïðîêñèìèðóåìîé ôóíêöèè íàáîð êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé

òàêæå áóäåò äðóãèì. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå âàðèàíòû àëãîðèòìîâ, ðåàëè-

çóþùèõ äàííûé ïîäõîä.

Áàçîâûé èòåðàöèîííî-âàðèàöèîííûé àëãîðèòì [2]. Áóäåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü çàäà÷ó ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ â ñëåäóþùåì

âèäå. Ïóñòü çàäàíà èíòåãðèðóåìàÿ â êâàäðàòå [ , ]a x s b� � ôóíêöèÿ K x s( , ).

Íåîáõîäèìî àïïðîêñèìèðîâàòü åå áèëèíåéíîé ñóììîé
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òàê: çàäàåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå �
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Íàèáîëåå òî÷íîå ïðèáëèæåíèå � �
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ãäå i — íîìåð ñëàãàåìîãî ñóììû; j — íîìåð øàãà èòåðàöèè. Èòåðàöèîí-

íûé ïðîöåññ (5), (6) ïðîäîëæàåòñÿ äî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé
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ãäå � — ïîêàçàòåëü çàäàííîé òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé �1( )x è �1( )s .

Çàòåì òàêóþ æå ïðîöåäóðó âûïîëíÿåì äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé

K x s K x s x si i i i� � 
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èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (5) è (6) äî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (7). Âåñü èòåðàöèîí-

íî-âàðèàöèîííûé ïðîöåññ (3)—(8) ïðîäîëæàåòñÿ äî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

K x s x s
i

l

i i( , ) ( ) ( )
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1

� � � apr , (9)

ãäå � apr — çàäàííûé ïîêàçàòåëü òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè. Òàêèì îáðàçîì,

ïîëó÷àåì âûðàæåíèå (1), ñ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìèðóþùåå

èñõîäíóþ ôóíêöèþ K x s( , ).

Ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì. Äëÿ óñêîðåíèÿ ïðîöåññà àïïðîêñèìàöèè

ãëàäêèõ ôóíêöèé K x s( , ) [3] öåëåñîîáðàçíî âìåñòî òðàäèöèîííîãî êðèòå-

ðèÿ îïòèìàëüíîñòè ïðèáëèæåíèÿ (2) ðàññìîòðåòü ôóíêöèîíàë, ó÷èòûâàþ-

ùèé ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ (ãðàäèåíòû) ôóíêöèè K x s( , ) ïî ïåðåìåííûì x è

s. Â ýòîì ñëó÷àå êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
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ãäå n è m — âåñîâûå êîýôôèöèåíòû ïðè ñëàãàåìûõ, ó÷èòûâàþùèõ ïåðâóþ

ïðîèçâîäíóþ ñîîòâåòñòâåííî ïî x è s. Çíà÷åíèÿ n è m âûáèðàåì (îïðåäå-

ëÿåì) ëèáî íà îñíîâå àïðèîðíûõ äàííûõ î ôóíêöèè K x s( , ), ëèáî â

ïðîöåññå ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ïðèðàâíèâàíèå ê íóëþ ëåâîé ÷àñòè ôóíêöèîíàëà (9) (èäåàëüíûé ñëó-

÷àé àïïðîêñèìàöèè) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå ýêâèâàëåíòíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé îïðåäåëÿþùåå âûðàæåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ èñêîìûõ çíà÷å-

íèé � i x( ) â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
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Ðåøåíèå óðàâíåíèé (11) è (13) ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ èñêîìûõ ôóíê-

öèé �
i

j x( ) ( ) è �
i

j s( ) ( ), à èñïîëüçîâàíèå âûðàæåíèé (7)—(9) ïîçâîëÿåò ïîëó-

÷èòü èñêîìîå ïðèáëèæåíèå. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî äàííàÿ

ïðîöåäóðà òðåáóåò ìíîãîêðàòíîãî âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè äèôôåðåíöèðî-

âàíèÿ. Ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê áîëüøèì ïîãðåø-

íîñòÿì, à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ è ê íåâîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà ñ

íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ÷åòíûõ ôîðìóë è ïîâûøåíèÿ óñòîé÷èâîñòè âû÷èñ-

ëåíèé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âûðàæåíèÿìè �� �� �
�

i i
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çíà÷åíèÿõ n è m. Òîãäà èç (11) è (13) ïîëó÷àåì ðàñ÷åòíûå âûðàæåíèÿ â

ÿâíîì âèäå äëÿ i l� 0, :
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�

� �� �

� � �( ( ) ( ))

.

( ) ( )� �
i

j

i

jx x dx2

(16)

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ (15) è (16) íå òîëüêî áîëåå óäîáíû äëÿ âû÷èñëåíèé,

íî è ïðè çàìåíå èìè âûðàæåíèé (5) è (6) â áàçîâîì àëãîðèòìå çàâåðøàþò

ïîñòðîåíèå íîâîãî àëãîðèòìà, ïîçâîëÿþùåãî óñêîðèòü âû÷èñëèòåëüíûé ïðî-

öåññ è óìåíüøèòü ÷èñëî ñëàãàåìûõ àïïðîêñèìèðóþùåãî ðÿäà.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ïðèâåäåííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ

òåñòîâîé çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè îñöèëëèðóþùåé ôóíêöèè K x s x s( , ) sin ( )�
(ðèñ. 1, ñì. âêëåéêó) â êâàäðàòå[ , ]0 � �x s � ñ òî÷íîñòüþ� apr � 
0 1 5, ,� � 
0 1 4,

è øàãîì h �0 01, . Äëÿ âûïîëíåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ èñïîëü-

çóåòñÿ ñðåäà MATLAB ñ ðàçðàáîòàííûìè ìîäóëÿìè, ðåàëèçóþùèìè àëãî-

ðèòìû àïïðîêñèìàöèè.

Ïîñðåäñòâîì áàçîâîãî àëãîðèòìà ïîëó÷åí àïïðîêñèìèðóþùèé ðÿä èç

âîñüìè ñëàãàåìûõ çà 90,8 ñ. Ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà ïîëó÷åí

ðÿä èç ñåìè ñëàãàåìûõ çà 24,5 ñ ïðè n m� �005, . Äàííûå ðåçóëüòàòû ñâè-

äåòåëüñòâóþò î ðàáîòîñïîñîáíîñòè àëãîðèòìîâ è ïîäòâåðæäàþò îæèäàåìûå

ñâîéñòâà ãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà. Ãðàôèêè ôóíêöèé ïîãðåøíîñòè áàçîâîãî è

ãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2 (ñì. âêëåéêó).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäà. Ðàññìîòðèì ìåòîä âûðîæ-

äåííûõ ÿäåð [4] ïðèìåíèòåëüíî ê ðåøåíèþ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî

èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäà

y x f x K x s y s ds

a

b

( ) ( ) ( , ) ( )� �� . (17)

Åñëè ÿäðî èìååò âèä (1), òî óðàâíåíèå (17) ïðèíèìàåò âèä

y x f x x s y s dsi

i

l

i

a

b

( ) ( ) ( ) ( ) ( )� �
�
� �� �

1

. (18)
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Åñëè ïîëîæèòü

c s y s dsi i

a

b

� � � ( ) ( ) , d x s dsij j i

a

b

� � � �( ) ( ) , f s f s dsi i

a

b

� � � ( ) ( ) ,

òî ìîæíî ñôîðìèðîâàòü àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-

íûõ ci :

c d c fi ij i

i

l

i
 �
�
�

1

,

èëè áîëåå ïîäðîáíî

( ) ,

( ) .

1

1

11 1 1 1

1 1


 
 �


 
 �

d c d c f

d c d c f

l l

l ll l l

�

� � �

�

(19)

Ïðè íàéäåííûõ çíà÷åíèÿõ ci èç ñèñòåìû (19) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18)

ìîæíî ïîëó÷èòü â âèäå âûðàæåíèÿ

y x f x c xi i

i

l

( ) ( ) ( )� �
�
� �

1

,

êîòîðîå óäîáíî èñïîëüçîâàòü êàê â êà÷åñòâå àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ, òàê è ïðè âûïîëíåíèè âû÷èñëeíèé.
Ïðèìåíåíèå ìåòîäà âûðîæäåíûõ ÿäåð ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèâåäåíûõ

âûøå àëãîðèìîâ àïðîêñèìàöèè ÿäðà ìîæíî ðàññìîòðåòü íà ïðèìåðå ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ

y x e
x x x

x
e

x

x
xsy sx( )

sin cos
sin ( )�

�

�
�
�
�

�
�
� � 


�
�
 
� � �

1 12 2
ds

0

�

� (20)

(òî÷íîå ðåøåíèå e x
 ), ïðåäâàðèòåëüíî àïïðîêñèìèðîâàâ ôóíêöèþ

K x s xs( , ) sin� . Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (20)

òðåìÿ ìåòîäàìè ñ øàãîì h � 001, íà îòðåçêå [ , ]0 � .

Ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì áèëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè ÿäåð
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Ìåòîä
Âðåìÿ, çàòðà÷åííîå

íà ðåøåíèå, ñ
Ìàêñèìàëüíàÿ

àáñîëþòíàÿ îøèáêà

Êâàäðàòóðíûé ìåòîä òðàïåöèé 0,0482 0,0011

Âûðîæäåííûõ ÿäåð ñ áàçîâîé
àïïðîêñèìàöèåé 0,0117 0,00072967

Âûðîæäåííûõ ÿäåð ñ ãðàäèåíòíîé
àïïðîêñèìàöèåé 0,0021 0,00072916



Âûâîäû

Ïðèìåíåíèå ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ àïïðîêñèìàöèè ÿäåð èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé êàê ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü ýôôåê-

òèâíîñòü è ðàñøèðèòü îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà âûðîæäåííûõ ÿäåð.

Ïðèìåíåíèå ãðàäèåíòíîãî ïðèíöèïà ê ôîðìèðîâàíèþ ôóíêöèîíàëà òî÷-

íîñòíîé îïòèìèçàöèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè áèëèíåéíûì ðÿäîì ïðèâî-

äèò ê ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìà àïïðîêñèìàöèè ñ ãèáêèì ó÷åòîì ñâîéñòâ

èñõîäíîé ôóíêöèè è âîçìîæíîñòüþ óñêîðåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåñ-

ñà, à òàêæå ìèíèìèçàöèè ÷èñëà êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé, íàáîð êîòîðûõ

îòíîñèòñÿ ëèøü ê êîíêðåòíîé àïïðîêñèìèðóåìîé ôóíêöèè. Ïðîãðàììû,

ðåàëèçóþùèå ðàññìîòðåííûå àëãîðèòìû ïðèáëèæåíèÿ, ìîãóò áûòü âêëþ-

÷åíû â ñóùåñòâóþùèå òèïîâûå ñðåäñòâà êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, òðåáóþùèõ âûñîêîé ñêîðîñòè âû÷èñëåíèé ïðè ðåøå-

íèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (îáðàáîòêà ñèãíàëîâ, óïðàâëåíèå, äèàãíîñ-

òèêà è äð.) ýòàï àïïðîêñèìàöèè ÿäðà äîëæåí áûòü ïðåäâàðèòåëüíûì, ÷òî

íå ïðîòèâîðå÷èò ñóùåñòâóþùèì òåõíîëîãèÿì ðàçðàáîòêè ñðåäñòâ îáðà-

áîòêè ñèãíàëîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.

The article investigates the basic and gradient iteration-variational algorithms to approximate the
function of two variables in a form of a bilinear series, as well as their application to the solution
of the Fredholm integral equations of the second kind by the method of degenerate kernels.
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