
ÓÄÊ 519.6

Î. Í. Ëèòâèí, ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê,
Î. Ï. Íå÷óéâèòåð, êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê
Óêðàèíñêàÿ èíæåíåðíî-ïåäàãîãè÷åñêàÿ àêàäåìèÿ
(Óêðàèíà, 61003, Õàðüêîâ, óë. Óíèâåðñèòåòñêàÿ 16,
òåë. (057) 7710545, 0501894738,
e-mail: academ@kharkov.ua, olesia_nechuiviter@mail.ru)

Îáîñíîâàíèå òî÷íîñòè êóáàòóðíûõ
ôîðìóë äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ
3D èíòåãðàëîâ îò áûñòðîîñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé
ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåðôëåòàöèè

Äîêàçàíà îïòèìàëüíîñòü ïî ïîðÿäêó òî÷íîñòè êóáàòóðíûõ ôîðìóë ïðèáëèæåííîãî âû÷èñ-
ëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò áûñòðîîñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðîâ êóñî÷íî-
ïîëèíîìèàëüíîé ñïëàéí-èíòåðôëåòàöèè íà êëàññå äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.

Äîâåäåíî îïòèìàëüí³ñòü çà ïîðÿäêîì òî÷íîñò³ êóáàòóðíèõ ôîðìóë íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ
³íòåãðàë³â â³ä øâèäêîîñöèëþþ÷èõ ôóíêö³é ç âèêîðèñòàííÿì îïåðàòîð³â êóñêîâî-ïîë³íî-
ì³àëüíî¿ ñïëàéí-³íòåðôëåòàö³¿ íà êëàñ³ äèôåðåíö³éîâíèõ ôóíêö³é.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: èíòåãðàëû îò áûñòðîîñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé òðåõ ïåðåìåííûõ,
êóáàòóðíûå ôîðìóëû, èíòåðôëåòàöèÿ ôóíêöèé.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ öèôðîâîé îáðàáîòêè ìíîãîìåðíûõ ñèãíàëîâ, ìàòåìàòè-

÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ïðîöåññîâ, êîì-

ïüþòåðíîé òîìîãðàôèè, êàðòîãðàôèè ïîâåðõíîñòè ïî äàííûì åå ðàäèîëî-

êàöèè, íåðàçðóøàåìîãî êîíòðîëÿ íà òàìîæíÿõ, çàùèòû èíôîðìàöèè (ïî-

âûøåíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñèñòåì äâóêëþ÷åâîé êðèïòîãðàôèè è

êîìïüþòåðíîé ñòåãàíîãðàôèè) è äðóãèõ øèðîêî èñïîëüçóþò ïðåîáðàçî-

âàíèå Ôóðüå, èíòåãðàëû îò áûñòðîîñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé, áûñòðûå

îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïîýòîìó îäíîé èç àêòóàëüíûõ ïðîáëåì

ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå êóáàòóðíûõ ôîðìóë âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò áûñòðî-

îñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé íà îïðåäåëåííûõ êëàññàõ ïðè èñïîëüçîâàíèè

ðàçëè÷íûõ èíôîðìàöèîííûõ îïåðàòîðîâ î íåîñöèëëèðóþùåì ìíîæèòåëå

ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè.

Â êà÷åñòâå äàííûõ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â

óçëîâûõ òî÷êàõ, ñëåäû ôóíêöèè íà ñèñòåìå ëèíèé èëè ïëîñêîñòåé, èíòå-
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ãðàëû îò ïðèáëèæàåìîé ôóíêöèè âäîëü èçáðàííîé ñèñòåìû ëèíèé èëè

ïëîñêîñòåé, ïåðåñåêàþùèõ èññëåäóåìûé îáúåêò. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò

íåîáõîäèìîñòü îáîñíîâàíèÿ îïòèìàëüíîñòè ïî òî÷íîñòè è áëèçîñòè ê íèì

êóáàòóðíûõ ôîðìóë ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè èíòåãðàëîâ

îò áûñòðîîñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé íà îïðåäåëåííûõ êëàññàõ ïîäûí-

òåãðàëüíûõ ôóíêöèé ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ èíôîðìàöèîííûõ

îïåðàòîðîâ.

Çàäà÷ó ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò áûñòðîîñöèëëè-

ðóþùèõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ èí-

ôîðìàöèîííûõ îïåðàòîðîâ ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ðåøàòü àïïàðàò èíòåð-

ëèíàöèè è èíòåðôëåòàöèè ôóíêöèé [1]. Â ðàáîòàõ [2, 3] ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ

çàäà÷è ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ 2D êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ñ ïîìîùüþ

èíòåðëèíàöèè ôóíêöèé â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíàÿ èíôîðìàöèÿ çàäàíà

çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè â òî÷êàõ, åå ñëåäàìè íà ñèñòåìå âçàèìíîïåðïåíäè-

êóëÿðíûõ ïðÿìûõ íà ðàçëè÷íûõ êëàññàõ ôóíêöèé.

Â [4, 5] èçëîæåí îáùèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ îïåðàòîðîâ ôèíèòíîãî

òðåõìåðíîãî äèñêðåòíî-íåïðåðûâíîãî è äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå

íà îñíîâå ìåòîäà Ôàéëîíà, òðèëèíåéíûõ ñïëàéíîâ (ëèíåéíûõ ïî êàæäîé

ïåðåìåííîé) è ñïëàéí-èíòåðôëåòàöèè íà êëàññå äèôôåðåíöèðîâàííûõ

ôóíêöèé â ñëó÷àå, êîãäà çàäàíû çíà÷åíèÿ íåîñöèëëèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ

ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â òî÷êàõ. Ïîñòðîåíèå êóáàòóðíîé ôîðìóëû íà

îñíîâå êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé èíòåðôëåòàöèè íà êëàññå Ëèïøèöà ïðè äàí-

íûõ — ñëåäàõ ôóíêöèè íà ïëîñêîñòÿõ ðàññìîòðåíî â [6].

Îäíà èç íåèññëåäîâàííûõ çàäà÷ — ïîñòðîåíèå êóáàòóðíûõ ôîðìóë

ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò áûñòðîîñöèëëèðóþùèõ ôóíê-

öèé òðåõ ïåðåìåííûõ íà ïëîñêîñòÿõ ðåêòàíãóëÿöèè (êîòîðûå ðàçäåëÿþò

îáëàñòü íà ïàðàëëåëåïèïåäû) è îáîñíîâàíèå îïòèìàëüíîñòè ïî ïîðÿäêó

òî÷íîñòè ïîñòðîåííûõ êóáàòóðíûõ ôîðìóë.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ 3D êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå âèäà
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ïîñòðîèòü êóáàòóðíûå ôîðìóëû ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðîâ êóñî÷íî-

ïîëèíîìèàëüíîé ñïëàéí-èíòåðôëåòàöèè íà ïëîñêîñòÿõ ðåêòàíãóëÿöèè íà

êëàññå ôóíêöèé Lq
2 2 2, , ( )� , 1� � �q :

L f x y z Cq
s2 2 2, , ( )( ) { ( , , ) ( )� �� 	 , s s s s� ( , , )1 2 3 , s
 �0 1 2, , , 
 �1 2 3, , ,

s � ( , , )2 2 2 , f Lq

( , , )
( ) }2 2 2 1� � .

Ïîëó÷èòü îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ. Äîêàçàòü îïòèìàëüíîñòü ïî

ïîðÿäêó òî÷íîñòè êóáàòóðíûõ ôîðìóë.

Îöåíêà ñíèçó ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íà êëàññå

äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé. Èñïîëüçîâàíèå íîâûõ èíôîðìàöèîííûõ

îïåðàòîðîâ ïðåäïîëàãàåò ôîðìàëèçàöèþ ïîíÿòèé è ïðèìåíåíèå íîâîãî

ïîäõîäà ê ïîëó÷åíèþ îöåíîê ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

áûñòðîîñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé òðåõ ïåðåìåííûõ. Äàäèì îïðåäåëåíèÿ

îïòèìàëüíûõ è áëèçêèõ ê íèì êóáàòóðíûõ ôîðìóë â ñëó÷àå, êîãäà èí-

ôîðìàöèÿ î íåîñöèëëèðóþùåì ìíîæèòåëå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè çà-

äàíà ñëåäàìè íà ïëîñêîñòÿõ.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà âèäà I f I f( , ) ( , )� �� 1
3 ðàñ-

ñìîòðèì ìíîæåñòâî êóáàòóðíûõ ôîðìóë � N , â êîòîðûõ èñïîëüçîâàíà

èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè íå áîëåå ÷åì íà N ïëîñêîñòÿõ. Ïóñòü R f N( , , )� � —

ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ I f( , )� ñ ïîìîùüþ êóáàòóðíîé

ôîðìóëû

� � �N N NR f I f: ( , , ) ( , )� �� � .

Ïîãðåøíîñòüþ êóáàòóðíîé ôîðìóëû � N íà êëàññå F íàçûâàþò âåëè÷èíó

R F R fN
f x F

N( , , ) sup ( , , )
( )

� �� ��
	

.

Îïòèìàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íà êëàññå ÿâ-

ëÿåòñÿ âåëè÷èíà

R F R FN L
N

N N

( , ) inf ( , , )� ��
	�

� .

Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà � N
* , ñ ïîìîùüþ êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ âåëè÷èíà

R FN ( , )� , ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ïî òî÷íîñòè. Åñëè R FN N( , , )� � �
� �R FN ( , )� 
, 
 � 0, òî � N — îïòèìàëüíàÿ ïî òî÷íîñòè êóáàòóðíàÿ

ôîðìóëà ñ òî÷íîñòüþ äî 
. Åñëè 
 �� o R FN( ( , )) èëè 
 ��O R FN( ( , )), òî

� N — ñîîòâåòñòâåííî àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíàÿ èëè îïòèìàëüíàÿ ïî

ïîðÿäêó òî÷íîñòè.

Îáîñíîâàíèå òî÷íîñòè êóáàòóðíûõ ôîðìóë äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñíèçó âåëè÷èíû R F N( , , )� � èñïîëüçóþò ìå-

òîä «øàïî÷åê» [2]. Ñðàâíèâàÿ îöåíêó ñâåðõó è ñíèçó, äåëàþò âûâîä î òèïå

êóáàòóðíîé ôîðìóëû, ò.å. ÿâëÿåòñÿ äàííàÿ êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà îïòè-

ìàëüíîé ïî òî÷íîñòè, îïòèìàëüíîé ïî ïîðÿäêó òî÷íîñòè èëè àñèìïòî-

òè÷åñêè îïòèìàëüíîé.

Òåîðåìà 1 [7]. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñíèçó íà êëàññå

Lq
r r r, , ( )� , 1� � �q , r �1 2, :

R L f
r

r
q
r r r

r r
( ( ), ( , ))

( !)

[( )!]

, , � ��� � �
� �

3

3 3 3 38 2 1

1

6

1

�
.

Òåîðåìà 1 èñïîëüçóåòñÿ äàëåå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.

Ñïëàéí-èíòåðôëåòàöèÿ íà ïëîñêîñòÿõ ðåêòàíãóëÿöèè. Ïóñòü

� � [ , ]0 1 3, � �� �
i

i ,

� i i i i i i ix x y y z z� � �� � �[ , ] [ , ] [ , ]
1 1 2 2 3 31 1 1 , i i i i� ( , , )1 2 3 ,

i N1 11 1� �, , i N2 21 1� �, , i N3 31 1� �, .

Ââåäåì îïåðàòîð

E f x y z h x f x y z hi
j i

i

j j
j i

i

j( , , ) ( ) ( , , )� �
�

�

�

�

� �
1 1

1

1 1

2 2

21 1

2 2
( ) ( , , )y f x y zj �

� �
�

�

�

�

�

�

� � �
j i

i

j j
j i

i

j i

i

jh z f x y z h
3 3

3

3 3

1 1

1

2 2

2
1 1 1

( ) ( , , )
1 2 1 2
( ) ( ) ( , , )x h y f x y zj j j �

� �
�

�

�

�

�
� �
j i

i

j i

i

j j j j
j i

h x h z f x y z
1 1

1

3 3

3

1 3 1 3

2

1 1

( ) ( ) ( , , )

2

2

3 3

3

2 3 2 3

1 1i

j i

i

j j j jh y h z f x y z
�

�

�

� � �( ) ( ) ( , , )

�
�

�

�

�

�

�

� � �
j i

i

j i

i

j i

i

j j jh x h y h z f
1 1

1

2 2

2

3 3

3

1 2 3

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( , , )x y zj j j1 2 3
,

x y z i, , 	 �� �, i i i i� ( , , )1 2 3 ,

ãäå h x h y h zj j j1 2 3
( ), ( ), ( )— áàçèñíûå èíòåðïîëÿöèîííûå ñïëàéíû ñòåïåíåé

0, 1, 2, 3 ñî ñâîéñòâàìè

h x h y h zj x x j j y y j j y y1 1 2 2 3
( )| , ( )| , ( )|, ,� � �� � �

� � �
� � �� � �, j3

.
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Ýòîò îïåðàòîð èìååò ñâîéñòâà

f x y z C E f x y z Cm
i

m
i( , , ) ( ) ( , , ) ( )	 � 	� � , m � 0 ,

E f x y z f x y zi x x x x( , , )| ( , , )|� ��
� �

, � � �{ , }i i1 1 1 ,

E f x y z f x y zi y y y y( , , )| ( , , )|� ��
� �

, � � �{ , }i i2 2 1 ,

E f x y z f x y zi z z z z( , , )| ( , , )|� ��
� �

, � � �{ , }i i3 3 1 .

Òîãäà îïåðàòîð

E f x y z E f x y z x y zi i� � �( , , ) ( , , ),( , , )� 	 � ,

áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

E f x y C� �( , ) ( )	 ,

E f x y z f x y zx x x x� ( , , )| ( , , )|� ��
� �

, E f x y z f x y zy y y y� ( , , )| ( , , )|� ��
� �

,

E f x y z f x y zz z z z� ( , , )| ( , , )|� ��
� �

, 1 1� �� N , 1 2� �� N , 1 3� �� N .

Ýòîò îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûì èíòåðôëåòà-

öèîííûì îïåðàòîðîì, èëè êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûì èíòåðôëåòàíòîì. Îí

èíòåðôëåòèðóåò ôóíêöèþ f x y z( , , ) íà øåñòè âçàèìíîïåðïåíäèêóëÿðíûõ

ïëîñêîñòÿõ:

� i i i i i i ix x y y z z� � �� � �[ , ] [ , ] [ , ]
1 1 2 2 3 31 1 1 , i i i i� ( , , )1 2 3 ,

i N1 11 1� �, , i N2 21 1� �, , i N3 31 1� �, .

Ôóíêöèÿ E f x y z� ( , , ) èìååò çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ ( , , )x y z i	 �� � , çàâè-

ñÿùèå îò ñëåäîâ ôóíêöèè f x y z( , , ) òîëüêî íà ãðàíèöå �� i .

Òåîðåìà 2 [1]. Ïîãðåøíîñòü êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîé èíòåðôëåòà-

öèè â êàæäîì èç ïàðàëëåëåïèïåäîâ � i óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

| ( , , ) ( , , )| | ( , , )|f x y z E f x y z Q x y zi� �� , ( , , )x y z i	 �� � , i i i i� ( , , )1 2 3 ,

ãäå Q x y zi ( , , ) — «ñòàíäàðòíàÿ» ôóíêöèÿ,

Q x y z x x y yi
j i

i

j
j i

i

j
j i

( , , ) ( ) ( )� � �
�

�

�

�

�
� �1

8
1 1

1

1

2 2

2

2

3

1 1

3

3

3

1i

jz z
�

� �( ), ( , , )x y z i	� .

Åñëè f x y z Lq( , , ) ( ), ,	 2 2 2 � , òî

| ( , , ) ( , , )| | ( , , )|f x y z E f x y z Q x y z� �� , ( , , )x y z 	� ,

Q x y z Q x y zi( , , ) ( , , )� , ( , , )x y z i	� .
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Îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé â êàæäîé òî÷êå �. Ïîýòîìó ïîãðåøíîñòü

ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f x y z Lq( , , ) ( ), ,	 2 2 2 � îïåðàòîðîì E f x y z� ( , , ) â êàæ-

äîé òî÷êå îöåíèâàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Q x y z( , , ) �
�Q x y zi ( , , ), ( , , )x y z i	� .

Êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ.

Ïóñòü f x y z Lq( , , ) ( ), ,	 2 2 2 � , 1� � �q , è ñëåäû f x y zi( , , )
1

, f x y zi( , , )
2

,

f x y z i( , , )
3

, i i i1 2 3 1, , ,� �, çàäàíû íå áîëåå, ÷åì íà N �3� (N N N1 2 3� � � �)

ïëîñêîñòÿõ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà I f( , )� ïðåäëàãàåòñÿ ôîðìóëà

� �( , ) ( , , ) sin sin sinf E f x y z x y zdxdydz� � � �� � � �
0

1

0

1

0

1

,

ïîäñòàâëÿÿ â êîòîðóþ âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà-èíòåðëèíàíòà, ïîëó÷àåì

� ( , )f h
i i i j i

i

j� �
�

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

� � � � �
1 2 3 1 1

1

1

1

1

1

1

1

1 1

0

1� � �

( ) sin ( , , ) sin sinx xdx f x y z y zdydzj� � �
0

1

0

1

1� � �

�
�

�

� � � �
j i

i

j jh y ydy f x y z x
2 2

2

2 2

1

0

1

0

1

0

1

( ) sin ( , , ) sin si� � n �zdxdz �

�
�

�

� � � �
j i

i

j jh z zdz f x y z x
3 3

3

3 3

1

0

1

0

1

0

1

( ) sin ( , , ) sin si� � n �ydxdy �

�
�

�

�

�

� � � �
j i

i

j i

i

j jh x xdx h y
1 1

1

2 2

2

1 2

1 1

0

1

0

1

( ) sin ( ) sin� �ydy f x y z zdzj j

0

1

1 2� �( , , ) sin �

�
�

�

�

�

� � � �
j i

i

j i

i

j jh x xdx h z
1 1

1

3 3

3

1 3

1 1

0

1

0

1

( ) sin ( ) sin� �zdz f x y z ydyj j

0

1

1 3� �( , , ) sin �

�
�

�

�

�

� � � �
j i

i

j i

i

j jh x ydy h z
2 2

2

3 3

3

2 3

1 1

0

1

0

1

( ) sin ( ) sin� �zdz f x y z xdxj j

0

1

2 3� �( , , ) sin �

�
�

�

�

�

�

�

� � � �
j i

i

j i

i

j i

i

j j j jf x y z h
1 1

1

2 2

2

3 3

3

1 2 3

1 1 1

0

1

( , , )
1 2 3

0

1

0

1

( ) sin ( ) sin ( ) sin .x xdx h x ydy h z zdzj j� � �� �

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå èíòåãðàëû â êóáàòóðíîé ôîðìóëå � ( , )f � çàäàíû

èëè òî÷íî âû÷èñëåíû.

Òåîðåìà 3. Êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà � ( , )f � äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

I f( , )� ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ïî ïîðÿäêó òî÷íîñòè ïðè � � � .

Î. Í. Ëèòâèí, Î. Ï. Íå÷óéâèòåð
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàéäåì îöåíêó ñíèçó è ñâåðõó âåëè÷èíû

R F R L fN q( , ) ( ( ), ( , )), ,�� �� �� � 2 2 2 � � è îöåíêó ñâåðõó äëÿ I f f( , ) ( , )� ��� :

I f f( , ) ( , )� �� ��

� �� � �
0

1

0

1

0

1

( ( , , ) ( , , )) sin sin sinf x y y E f x y y x y zdxdy� � � � dz �

�
�

�

�

�

�

�

� � � � �
� � �

i i i x

x

y

y

z

z

i

i

i

i

i

i

1 2 3
1

1 1

2

2 1

3

3

1

1

1

1

1

1� � � 1

� � �f x y z E f x y z dxdydz( , , ) ( , , )�

� �
�

�

�

�

�

�

�

�

� � � � �
�

1

8
1 2 3

1

1 1

1 1

1

1

1

1

1

1

1 1

j j j x

x

j i

i

i

i

x x
� � �

( j

y

y

j i

i

j

z

z

j i

i

i

i

i

i

y y z
1

2

2 1

2 2

2

2

3

3 1

3 3

31 1

) ( ) (

� �

� � � �
�

�

�

�

� � �z dxdydzj3
)

�
 

� �
�

�

�

�

�

�

� � �1

8 6

1

1728

1

17283
1

1

1

1

1

1
3 3 3 6

1 2 3j j j

� � �

! ! ! !
�

6
, ! �

1

�
.

Îöåíêà I f f( , ) ( , )� ��� ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ ôóíêöèé èç êëàññà

Lq
2 2 2, , ( )� , ïîýòîìó

R L fq( ( ), ( , )), ,2 2 2

6

1

1728
� ��� � �

�
.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ïðè r �2 íàõîäèì ñëåäóþùóþ îöåíêó ñíèçó:

R L fq( ( ), ( , ))
[ !]

, ,2 2 2

3 9 6

1

5 6

1
� ��� � �

�
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

1

5 6

1

123 9 6

2 2 2

3 6[ !]
( ( ), ( , )), ,

� �
� �R L fq � ��� � ,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì òîãî, ÷òî êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà � ( , )f �
îïòèìàëüíà ïî ïîðÿäêó òî÷íîñòè ïðè � � � .

×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f x y z x y z( , , ) cos ( )� � �
1

2
2 2 2

6
.

Íàéäåì ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ ïî ôîðìóëå� ( , )f � â ñëó÷àå,
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êîãäà h x h y h zj j j1 2 3
( ), ( ), ( ) — áàçèñíûå èíòåðïîëÿöèîííûå ñïëàéíû ñòå-

ïåíè 0, à êîîðäèíàòû x y zj j j1 2 3
, , âûáèðàþòñÿ, êàê ñåðåäèíû ñîîòâåòñò-

âóþùèõ ðåáåð ïàðàëëåëåïèïåäà

� i i i i i i ix x y y z z� � �� � �[ , ] [ , ] [ , ]
1 1 2 2 3 31 1 1 ,

i i i i� ( , , )1 2 3 , iv � �1 1, � , v �1 2 3, , .

Ïðèâåäåì òî÷íûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ:

I f1
3 52 583798430329658 10( , ) ," � �  � ,

I f1
3 64 5 72023734380512 10( , ) ," � �  � ,

I f1
3 66 162354228903616 10( , ) ," � �  � .

Ñëåäîâàòåëüíî, # # #1 2� � , ãäå # — ìîäóëü ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ

èíòåãðàëà I f1
3( , )� êóáàòóðíîé ôîðìóëîé � ( , )f � ,

# � � �I f f1
3( , ) ( , )�� ; # #1 3 9 6 2 3 6

1

5 6

1

12
� �

[ !]
;

� �
.

Äàííûå, ïðåâåäåííûå â òàáëèöå, ïîäòâåðæäàþò òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû.

Âûâîäû

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà îïòèìàëüíîñòü ïî ïîðÿäêó òî÷íîñòè ïðåäëîæåí-

íûõ êóáàòóðíûõ ôîðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò áûñòðîîñöèë-

ëèðóþùèõ ôóíêöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðîâ êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëü-

íîé ñïëàéí-èíòåðôëåòàöèè íà ïëîñêîñòÿõ ðåêòàíãóëÿöèè äëÿ êëàññà ôóíê-

öèé Lq
2 2 2, , ( )� , 1� � �q . Ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ. ×èñ-

ëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîäòâåðäèë òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû.

Ñëåäóþùèì ýòàïîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíûõ

ïî ïîðÿäêó òî÷íîñòè êóáàòóðíûõ ôîðìóë âû÷èñëåíèÿ 3D êîýôôèöèåíòîâ

Î. Í. Ëèòâèí, Î. Ï. Íå÷óéâèòåð
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� � #1 # #2

2" 5 1 8 10 17,  � 1 04 10 11,  � 3 7 10 8,  �

10 5 7 10 19,  � 2 4 10 13,  � 5 7 10 10,  �

4" 10 5 7 10 19,  � 1 54 10 14,  � 5 7 10 10,  �

17 4 0 10 20,  � 9 2 10 16,  � 2 3 10 11,  �

6" 10 5 7 10 19,  � 1 55 10 15,  � 5 7 10 10,  �

20 1 7 10 20,  � 8 8 10 17,  � 9 0 10 12,  �



Ôóðüå ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðîâ êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîé ñïëàéí-

èíòåðôëåòàöèè íà ïëîñêîñòÿõ ðåêòàíãóëÿöèè äëÿ êëàññà ôóíêöèé

Lq
n n n2 1 2 1 2 1( ), ( ), ( ) ( )� � � � , 1� � �q .

Cubature formulas of the calculation of 3D highly oscillatory integrals are investigated by using
operators of piece-polynomial spline-interflatation. These formulas are optimal by exactness.
The estimations of error of approaching of the cubature formulas are presented on the class of
differentiable functions.
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