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Ìîäåëèðîâàíèå òåìïåðàòóðíûõ ðåæèìîâ
â òåðìî÷óâñòâèòåëüíûõ ìèêðîýëåêòðîííûõ
óñòðîéñòâàõ ñî ñêâîçíûìè èíîðîäíûìè âêëþ÷åíèÿìè

Ðàññìîòðåíà íåëèíåéíàÿ ãðàíè÷íàÿ îñåñèììåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ òåðìî-
÷óâñòâèòåëüíîãî ñëîÿ ñ èíîðîäíûì ñêâîçíûì öèëèíäðè÷åñêèì òåïëîâûäåëÿþùèì âêëþ-
÷åíèåì. Ñ ïîìîùüþ ââåäåííîé ôóíêöèè ïðîâåäåíà ÷àñòè÷íàÿ ëèíåàðèçàöèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.
Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííîé êóñî÷íî-ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè òåìïåðàòóðû íà ãðà-
íè÷íîé ïîâåðõíîñòè èíîðîäíîãî âêëþ÷åíèÿ çàäà÷à ïîëíîñòüþ ëèíåàðèçîâàíà. Ïîñòðîåíî åå
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ââåäåííîé ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Õåíêåëÿ. Ïðèâåäåíû ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåìïåðàòóðû è
âûïîëíåí ÷èñëåííûé àíàëèç.

Ðîçãëÿíóòî íåë³í³éíó êðàéîâó îñåñèìåòðè÷íó çàäà÷ó òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ òåðìî÷óòëèâîãî
øàðó ç ÷óæîð³äíèì íàñêð³çíèì öèë³íäðè÷íèì âêëþ÷åííÿì, ùî âèä³ëÿº òåïëî. Çà äîïîìîãîþ
ââåäåíî¿ ôóíêö³¿ çä³éñíåíî ÷àñòêîâó ë³íåàðèçàö³þ âèõ³äíî¿ çàäà÷³. Ç âèêîðèñòàííÿì çà-
ïðîïîíîâàíî¿ êóñêîâî-ë³í³éíî¿ àïðîêñèìàö³¿ òåìïåðàòóðè íà ìåæîâ³é ïîâåðõí³ ÷óæîð³äíîãî
âêëþ÷åííÿ çàäà÷ó ö³ëêîì ë³íåàðèçîâàíî. Ïîáóäîâàíî ¿¿ àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê äëÿ çíàõîä-
æåííÿ ââåäåíî¿ ôóíêö³¿ çà äîïîìîãîþ ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Õåíêåëÿ. Íàâåäåíî ðîçðà-
õóíêîâ³ ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ òåìïåðàòóðè òà âèêîíàíî ÷èñëîâèé àíàë³ç.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: òåìïåðàòóðà, òåïëîïðîâîäíîñòü, ñòàöèîíàðíàÿ îñåñèììåòðè-
÷åñêàÿ çàäà÷à, èçîòðîïíûé òåðìî÷óâñòâèòåëüíûé ñëîé, ñêâîçíîå èíîðîäíîå âêëþ÷åíèå,
èäåàëüíûé òåïëîâîé êîíòàêò.

Îäíèì èç ôàêòîðîâ, âûçûâàþùèõ äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ â óïðóãèõ

òåëàõ, ÿâëÿåòñÿ íåðàâíîìåðíûé íàãðåâ. Êàê ïðàâèëî, ýëåìåíòû òåëà ïðè

ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû ðàñøèðÿþòñÿ. Åñëè ïðè ýòîì íè÷òî íå ïðåïÿòñòâóåò

ðàñøèðåíèþ, òî òåëî äåôîðìèðóåòñÿ è íèêàêèõ íàïðÿæåíèé íå âîçíèêàåò.

Îäíàêî åñëè òåìïåðàòóðà â òåëå âîçðàñòàåò íåðàâíîìåðíî, à òåëî ÿâëÿåòñÿ

íåîäíîðîäíûì, òî ðàñøèðåíèå íå ìîæåò ïðîèñõîäèòü ñâîáîäíî. Â ýòîì

ñëó÷àå â òåëå âîçíèêàþò òåìïåðàòóðíûå íàïðÿæåíèÿ. Åñëè íå ó÷èòûâàòü

âëèÿíèÿ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé, îáóñëîâëåííûõ ñèëîâûìè ôàêòîðàìè, íà

ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû, ÷òî îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì äëÿ áîëüøèíñò-

âà ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, òî ïåðâûì øàãîì ïðè èññëåäîâàíèè òåìïåðàòóðíûõ
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íàïðÿæåíèé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ. Ýòî ñîñòàâëÿåò

ãëàâíóþ çàäà÷ó àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè òåïëîïðîâîäíîñòè.

Îñîáîå çíà÷åíèå äëÿ ïðîèçâîäñòâà ìèêðîýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ èìåþò

êîìïîçèöèîííûå ìàòåðèàëû, ðàçðàáîòêà êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâ-

íûõ ïðîáëåì ñîâðåìåííîãî ìàòåðèàëîâåäåíèÿ. Ñîçäàíèå íîâûõ êîìïîçè-

öèîííûõ ìàòåðèàëîâ ñ óëó÷øåííûìè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè

ñòèìóëèðóåò ðàçðàáîòêó íîâûõ òåõíîëîãèé â ðàçëè÷íûõ îòðàñëÿõ íàðîäíîãî

õîçÿéñòâà. Ñðåäè êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ âàæíîå ìåñòî çàíèìàþò

ñòðóêòóðû ñ èíîðîäíûìè âêëþ÷åíèÿìè, øèðîêî ïðèìåíÿåìûå â êîíñòðóê-

öèÿõ ìèêðîýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ, â ÷àñòíîñòè â èíòåãðàëüíûõ ñåíñîðàõ äëÿ

ìîíèòîðèíãà òåìïåðàòóðû è âëàæíîñòè, ñâåòîäèîäàõ, ñåëåêòèâíûõ îïòè-

÷åñêèõ ôèëüòðàõ.

Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûå ñòðóêòóðû èìåþò øèðîêèé äèàïàçîí

òåìïåðàòóð, èõ óëó÷øåííûå ýêñïëóàòàöèîííûå ïàðàìåòðû îáóñëîâëè-

âàþò íåîáõîäèìîñòü ñîçäàíèÿ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé ïðîöåññà òåïëîïðî-

âîäíîñòè, òàê êàê ðàñ÷åòû òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé, âûïîëíåííûõ íà îñíîâå

ëèíåéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, íå âñåãäà ïðèâîäÿò ê óäîâëåòâîðè-

òåëüíûì ðåçóëüòàòàì. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ

íîâûõ íåëèíåéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîöåññà òåïëîïðîâîäíîñòè

äëÿ òåðìî÷óâñòâèòåëüíûõ òåë (òåïëîôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèà-

ëîâ êîòîðûõ çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû) ñ èíîðîäíûìè âêëþ÷åíèÿìè è ðàç-

ðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì íåëèíåé-

íûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Â ðàáîòàõ [1, 2] ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ

ãðàíè÷íûõ çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ îäíîðîäíûõ òåë, à â [3] ðàññìîò-

ðåíû íåëèíåéíûå ïðîöåññû òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î

íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè â íåîäíîðîäíûõ òåëàõ ñ ôèçè÷åñêîé íåëèíåé-

íîñòüþ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ñ ïîìîùüþ

âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíà íåëèíåéíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

íåñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè â äâóìåðíîé ñðåäå ñ òîíêèì âêëþ-

÷åíèåì. Çàäà÷à ëèíåàðèçîâàíà ìåòîäîì Íüþòîíà—Ðàôñîíà [4]. Â ðàáîòå

[5] ïîëó÷åíî ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è

òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ïîëîãî øàðà, òåïëîôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìà-

òåðèàëà êîòîðîãî èçìåíÿþòñÿ ñ èçìåíåíèåì òåìïåðàòóðû. Â [6] ïðèâåäåíî

ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîä-

íîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà òåïëîâîãî áàëàíñà.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîé íåëèíåéíîé çàäà÷è òåïëî-

ïðîâîäíîñòè â òîëñòîñòåííîì òåëå ñëîæíîé ôîðìû ñî ñêîñíûìè ñðåçàìè

ïîñòðîåíî ìåòîäàìè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è Íüþòîíà—Ðàôñîíà [7]. Ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè Ãðèíà íåëèíåéíîå îäíîìåðíîå íåñòàöèîíàðíîå
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óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñâåäåíî ê íåëèíåéíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâ-

íåíèþ Âîëüòåðû âòîðîãî ðîäà, êîòîðîå ðåøàåòñÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè

[8]. Ðàáîòû [9—14] ïîñâÿùåíû ðàçâèòèþ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ

ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ òåïëîîòäà÷åé äëÿ êîíñò-

ðóêöèé äâóìåðíîé êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ñòðóêòóðû. Â ðàáîòàõ [15, 16] ïðèâå-

äåíû îáùèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ òåë.
Ïîñòðîèì íåëèíåéíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ñòàöèîíàðíîãî ïðî-

öåññà òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ îòäåëüíûõ óçëîâ ìèêðîýëåêòðîííûõ óñò-
ðîéñòâ, èìåþùèõ òåðìî÷óâñòâèòåëüíûé èçîòðîïíûé ñëîé ñî ñêâîçíûì
èíîðîäíûì òåïëîâûäåëÿþùèì öèëèíäðè÷åñêèì âêëþ÷åíèåì. Ïðîâåäåì
ëèíåàðèçàöèþ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè è ñôîðìóëèðóåì ìåòîäèêó ïîñò-
ðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé íåëèíåéíîé ãðàíè÷íîé
çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì èçîòðîïíûé (îòíîñèòåëüíî òåï-
ëîôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê) òåðìî÷óâñòâèòåëüíûé ñëîé, ñîäåðæàùèé
ñêâîçíîå èíîðîäíîå öèëèíäðè÷åñêîå âêëþ÷åíèå ðàäèóñà R, îòíåñåííûé ê
öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Or�z. Â îáëàñòè âêëþ÷åíèÿ �0 �
� � � � �{( , , ) : , , | | }r z r R z l� � �0 2 äåéñòâóþò ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå
âíóòðåííèå èñòî÷íèêè òåïëà ìîùíîñòüþ q0 �const. Íà ãðàíè÷íîé ïîâåðõ-
íîñòè âêëþ÷åíèÿ K R z z lR � � � �{( , , ) : , | | }� � �0 2 îñóùåñòâëÿåòñÿ èäåàëü-
íûé òåïëîâîé êîíòàêò, à íà ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòÿõ ñëîÿ�� �{( , , ) :r l� � �0
� � 	 � �r , }0 2� � çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà (ðèñ. 1).

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è. Ðàñïðåäåëåíèå îñåñèììåòðè÷åñêîãî
ñòàöèîíàðíîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ t r z( , ) â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå
íàõîäèì â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
[15, 16]
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Ìîäåëèðîâàíèå òåìïåðàòóðíûõ ðåæèìîâ â òåðìî÷óâñòâèòåëüíûõ
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Ðèñ. 1. Èçîòðîïíûé òåðìî÷óâñòâèòåëüíûé ñëîé ñ èíîðîäíûì ñêâîçíûì öèëèíäðè÷åñêèì
òåïëîâûäåëÿþùèì âêëþ÷åíèåì



ñ ãðàíè÷íèìè óñëîâèÿìè

t r| �	 �0,





t

r r�	
�0,






t

z z l�
�0 . (2)

Çäåñü � ( , )t r — êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè íåîäíîðîäíîãî òåðìî-

÷óâñòâèòåëüíîãî ñëîÿ, � � � �( , ) ( ) [ ( ) ( )] ( )t r t t t S R r� � � ��1 0 1 , ãäå �1( )t è

� 0( )t — êîýôôèöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòåðèàëîâ ñëîÿ è âêëþ÷åíèÿ;

S �( )� — àñèììåòðè÷åñêàÿ åäèíè÷íàÿ ôóíêöèÿ [17],
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Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (4) èñõîäíîå óðàâíåíèå (1) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:
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Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ (3) çàïèøåì â

âèäå


�

z z l�

�0, �|r�	 �0,

�

r r�	

�0 . (6)

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè (3) íåëèíåéíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ìîäåëü (1), (2) ïðîöåññà òåïëîïðîâîäíîñòè ïðèâåäåíà ê ÷àñòè÷íî ëèíåàðè-

çîâàííîìó óðàâíåíèþ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè (5) è ïîëíîñòüþ

ëèíåàðèçîâàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (6).

Àïïðîêñèìèðóåì ôóíêöèþ t R z( , ) â âèäå
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i i i( , ) ( ) ( )� � � �
�

�

� �#1

1

1

1 ,
(7)

ãäå z l l z z z t i ni n i$ � � � � ��] , [; ... ; ( , )1 2 1 1 — íåèçâåñòíûå àïïðîêñèìèðóþ-
ùèå çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû. Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå (7) â ñîîòíîøåíèå (5),
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ïîëó÷èì ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
îòíîñèòåëüíî ââåäåííîé ôóíêöèè �%

&� � � '� � � � ( � �
�

�

� � � �#
i

n

i i i i it t t t z z q
1

1

1 0 1 1 1( ) [ ( ) ( )] ( ) 0

�
�
�

�
 
!

��S R r( ) . (8)

Çäåñü & — îïåðàòîð Ëàïëàñà â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò,

& � )
*
+

,
-
.�

1 2

2r r
r

r z
















;

' ��( ) — àñèììåòðè÷åñêàÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà [17], ' �
�

�
�

��( )
( )dS

d
.

Ðåøåíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïðèìåíèâ èíòå-
ãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Õeíêåëÿ ïî êîîðäèíàòå r ê óðàâíåíèþ (8) è ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì (6), ïîëó÷àåì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè,

d

dz
t t t t

i

n

i i i i

2

2

2

1

1

1 0 1 1 1

�
/ � � � '� � � � � (

�

�

� � � �# ( ) [ ( ) ( )] ( )
( )

z z q
R J R

i� �
�
�
�

�
 
!

0
1 /

/
,

(9)
è ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

d

dz z l

�

�

�0, (10)

ãäå � � / �r J r dr0

0

( )

	

� — òðàíñôîðìàíòà ôóíêöèè �; / — ïàðàìåòð èíòå-

ãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Õeíêåëÿ; J v ( )� — ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî

ðîäà ïîðÿäêà v.
Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) íàõîäèì ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿí-

íûõ â ñëåäóþùåì âèäå:

� / /� � ��c e c ez z
1 2

� � � �
�

�

� � �#R
J R t t t t ch z

i

n

i i i i
/

/ � � /1

1

1

1 0 1 1 1( ) ( )[ ( ) ( )] ( z S z z
q

i i) ( )� � �
�
�
�

�
 
!

0

2/
,

ãäå c1, c2 — ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Èñïîëüçîâàâ ãðàíè÷íîå óñëîâèå
(10), ïîëó÷èì ÷àñòíîå ðåøåíèå çàäà÷è (9), (10):

� �
/

/ � �
R

J R t t t t
i

n

i i i i1

1

1

1 0 1 1 1( ) ( )[ ( ) ( )]
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�

� � �# � � 0
�
�
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0
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� � � ��

�
�

��
��

ch z l

sh l
sh l z ch z z S z z
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i i i

/
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( ) ( ) ( )

2

0
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. (11)
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Ïðèìåíèâ îáðàòíîå èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Õeíêåëÿ ê ñîîòíîøå-
íèþ (11), íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè �:

� � / / � �R J r J R t t t t
i

n

i i i i0

0

1

1

1

1 0 1 1( ) ( ) ( )[ ( ) (

	

�

�

� � �� # � � 1 )]0
�
�
�

0
�

� � � ��

�
�

��
��

ch z l

sh l
sh l z ch z z S z z

q
i i i
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/
/ /

( )
( ) ( ) ( )

2

0

/
/

2

�
 
!

d . (12)

Ïîäñòàâèâ êîíêðåòíûå çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè
îò òåìïåðàòóðû äëÿ ìàòåðèàëîâ ñëîÿ è âêëþ÷åíèÿ â ñîîòíîøåíèÿ (3), (12),
ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ àïïðîêñèìèðóþùèõ çíà÷åíèé òåìïåðà-
òóðû ti (i n�1, ). Èñêîìîå òåìïåðàòóðíîå ïîëå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòå-
ìû îïðåäåëÿåì ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïîñëå
ïîäñòàíîâêè â (3), (12) êîíêðåòíûõ âûðàæåíèé çàâèñèìîñòåé êîýôôèöèåíòà
òåïëîïðîâîäíîñòè îò òåìïåðàòóðû äëÿ ìàòåðèàëîâ ñëîÿ è âêëþ÷åíèÿ.

Ïðèìåð è àíàëèç ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ðàññìîòðèì çàâèñèìîñòü
êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè îò òåìïåðàòóðû [18, 19],

� �( ) ( )t kt� �0 1 , (13)

èñïîëüçóåìóþ äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Çäåñü �0 è k —
îïîðíûé è òåìïåðàòóðíûé êîýôôèöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè. Èç âûðàæå-
íèé (3), (12) ïîëó÷èì ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû t â îáëàñòè
âêëþ÷åíèÿ �0,
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2
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0 1
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,
(14)
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2 1
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Ôîðìóëû (13), (14) ïîëíîñòüþ îïèñûâàþò ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð-

íîãî ïîëÿ â òåðìî÷óâñòâèòåëüíîì ñëîå ñ èíîðîäíûì ñêâîçíûì òåïëîâûäå-

ëÿþùèì âêëþ÷åíèåì öèëèíäðè÷åñêîé ôîðìû.

×èñëåííûé àíàëèç áåçðàçìåðíîé òåìïåðàòóðû T k t� 1 â îáëàñòè âêëþ-

÷åíèÿ �0 âûïîëíåí ïî ôîðìóëå
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..
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1

1
11 1 2( )* *

� � � , (16)

à â îáëàñòè �1 âíå âêëþ÷åíèÿ — ïî ôîðìóëå

T Ki� � �1 1 2 �* . (17)
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Ðèñ. 2. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíîé òåìïåðàòóðû T îò áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàò 2 è Z



Ãðàôèê çàâèñèìîñòè òåìïåðàòóðû T îò áåçðàçìåðíûõ ðàäèàëüíîé2 � r R/

è àêñèàëüíîé Z z R� / êîîðäèíàò ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2, èç êîòîðîãî âèäíî,

÷òî ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé òåìïåðàòóðà Ò äîñòèãàåò â îáëàñòè äåéñòâèÿ

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ïî îáúåìó öèëèíäðè÷åñêîãî ñêâîçíîãî èíî-

ðîäíîãî âêëþ÷åíèÿ âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ òåïëà, à íà ãðàíè÷íîé ïîâåðõ-

íîñòè K R ( )2 �1 âêëþ÷åíèÿ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ èäåàëüíîãî òåïëîâîãî

êîíòàêòà (îòñóòñòâóåò ñêà÷îê òåìïåðàòóðû), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàññìàòðè-

âàåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

Âûâîäû

Ñ ïîìîùüþ ââåäåííîé ôóíêöèè � (3) ÷àñòè÷íî ëèíåàðèçîâàíî èñõîäíîå

íåëèíåéíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (1) è ïîëíîñòüþ ëèíåàðèçîâàíû

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2). Ïðåäëîæåííàÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

òåìïåðàòóðû âûðàæåíèåì (7) íà ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè K R èíîðîäíîãî

âêëþ÷åíèÿ ïîçâîëèëà ïîëíîñòüþ ëèíåàðèçîâàòü óðàâíåíèå (5), ïîñëå ÷åãî

ñòàëî âîçìîæíûì, ïðèìåíèâ èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Õåíêåëÿ ê ïî-

ëó÷åííîé ãðàíè÷íîé ëèíåéíîé çàäà÷å îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè�, ïîñòðîèòü

åå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.

The nonlinear boundary axially symmetric problem of heat conduction for the heat-sensitive
layer with through foreign cylindrical inclusion that generates heat, has been considered. With
the help of the introduced function the partial linearization of the original problem has been car-
ried out. Using the proposed piecewise-linear approximation of temperature on the boundary sur-
face of the foreign inclusion the problem has been completely linearized. The analytical solution
of this problem for finding the introduced function using Hankel integral transformation has been
formed. The formulas for calculating the desired temperature have been shown and numerical
analysis performed.
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