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Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà òîêà
â òðåõñëîéíîì ïðîâîäÿùåì ïîëóïðîñòðàíñòâå

Ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà òîêà, ðàñïîëîæåííîãî â ãðóíòå
ñ òðåõñëîéíîé ñòðóêòóðîé. Ïîêàçàíà àäåêâàòíîñòü ïðåäëîæåííîé ìîäåëè ðàíåå èçâåñò-
íûì ìîäåëÿì ñ ðàñïîëîæåíèåì èñòî÷íèêà òîêà â äâóõñëîéíîé ñòðóêòóðå.

Ðîçðîáëåíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü òî÷êîâîãî äæåðåëà ñòðóìó, ðîçì³ùåíîãî â ãðóíò³ ç òðè-
øàðîâîþ ñòðóêòóðîþ. Ïîêàçàíî àäåêâàòí³ñòü çàïðîïîíîâàíî¿ ìîäåë³ â³äîìèì ìîäåëÿì ç
ðîçì³ùåííÿì äæåðåëà ñòðóìó ó äâîøàðîâ³é ñòðóêòóð³.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à : ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, ïîòåíöèàë
òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, òðåõñëîéíûé ãðóíò.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îáçîð ïóáëèêàöèé. Îäíèì èç îñíîâíûõ ýëåìåíòîâ
äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íîðìàëüíîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ îáîðóäîâàíèÿ è áåçî-
ïàñíîé ýêñïëóàòàöèè ñòàíöèé è ïîäñòàíöèé ÿâëÿåòñÿ çàçåìëÿþùåå óñò-
ðîéñòâî (ÇÓ) [1]. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ åãî íîðìèðóåìûõ
ïàðàìåòðîâ (ñîïðîòèâëåíèÿ ÇÓ, íàïðÿæåíèÿ íà ÇÓ è íàïðÿæåíèÿ ïðèêîñ-
íîâåíèÿ) èñïîëüçóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íåýêâèïîòåíöèàëüíîãî ÇÓ,
ðàçìåùåííîãî â äâóõñëîéíîì ãðóíòå [2], ïîçâîëÿþùàÿ ó÷åñòü ïðîèçâîëüíîå
ðàñïîëîæåíèå çàçåìëèòåëåé â ïðîñòðàíñòâå. Îäíàêî ïî ðåçóëüòàòàì èçìå-
ðåíèé ýëåêòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ çåìëè (ïðîâåäåíî âåðòèêàëüíîå ýëåêòðè÷åñêîå
çîíäèðîâàíèå äëÿ 750 îáúåêòîâ) ãðóíò, êàê ïðàâèëî, èìååò òðè, à èíîãäà è
áîëåå ñëîåâ. Ó÷åò ïàðàìåòðîâ ìíîãîñëîéíîãî ãðóíòà îáóñëîâëèâàåò ïîâû-
øåíèå òî÷íîñòè ðàñ÷åòà íîðìèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ ÇÓ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ÇÓ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä òî-
÷å÷íîãî èñòî÷íèêà òîêà (ÒÈÒ). Â [3] â îáùåì âèäå ðàññìîòðåíà ìåòîäèêà
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ïîëó÷åíèÿ âûðàæåíèé äëÿ ðàñ÷åòà ïîòåíöèàëà ÒÈÒ, ðàñïîëîæåííîãî â i-ì
ñëîå n-ñëîéíîé ýëåêòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû.

Â íåÿâíîì âèäå ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ òðåõñëîéíûõ ñòðóêòóð ñ ïëîñêî-
ïàðàëåëüíûìè ãðàíèöàìè ðàçäåëà ñëîåâ ïðåäñòàâëåíî â [4]. Äëÿ ïðèâå-
äåíèÿ åãî ê ÿâíîìó âèäó ñîîòíîøåíèÿ èíòåãðèðóþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïðåîáðàçîâàíèÿ Âåáåðà—Ëèïøèöà, ïðè ýòîì çíàìåíàòåëü ïîäûíòåãðàëü-
íûõ âûðàæåíèé ðàçëàãàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä. Ïðèâåäåííûå â íåÿâíîì âèäå
ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ïîòåíöèàë ÒÈÒ ïðè ðàñïîëîæåíèè
åãî òîëüêî â ïåðâîì èëè òðåòüåì ñëîå. Â [4] òàêæå ðàññìîòðåíà âîçìîæ-
íîñòü ïåðåõîäà îò òðåõñëîéíîé ìîäåëè ê äâóõñëîéíîé, êîòîðûé ìîæåò
áûòü ïðèìåíåí â êà÷åñòâå ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ðåøåíèÿ.

Â [5] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òðåõñëîéíîé ñòðóêòóðû àíàëèòè÷åñêîå ðåøå-
íèå èíòåãðàëîâ [4] çàòðóäíèòåëüíî, ïîñêîëüêó ïðîöåäóðà ðàçëîæåíèÿ ïðè-
âîäèò ê íåîáõîäèìîñòè âçÿòèÿ äëÿ êàæäîãî èç âûðàæåíèé m + 1 èíòåãðà-
ëîâ îò ìíîãî÷ëåíîâ â m ñòåïåíè, ãäå m + 1 — ÷èñëî ÷ëåíîâ ðÿäà. Ðåøåíèå
ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèáëèæåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
ïðè àïïðîêñèìàöèè çíàìåíàòåëÿ ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé â ðÿä
ýêñïîíåíò ñ ïîìîùüþ ãðàôîàíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà [5]. Â [6] ðàññìîòðåíû
ñëîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà äëÿ àâòîìàòèçàöèè ðàñ÷åòà íà ÏÝÂÌ
è ïðåäëîæåí ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ).

Ïðîâåðêà ïðèâåäåííûõ â [5] âûðàæåíèé äëÿ ðàñ÷åòà ïîòåíöèàëà ïðè
ðàçìåùåíèè ÒÈÒ âî âòîðîì ñëîå ïîêàçàëà, ÷òî ïîñëå ïåðåõîäà îò òðåõ-
ñëîéíîé ìîäåëè ê äâóõñëîéíîé íå âñå âûðàæåíèÿ, â ÷àñòíîñòè ïðè ðàñïî-
ëîæåíèè ÒÈÒ è (èëè) òî÷êè íàáëþäåíèÿ âî âòîðîì èëè òðåòüåì ñëîå,
ñîîòâåòñòâóþò ïðèíÿòûì äëÿ äâóõñëîéíîé ìîäåëè [3]. Ó÷èòûâàÿ äàííûå
îáñòîÿòåëüñòâà, ìîæíî ñóäèòü î íåòî÷íîñòè ñóùåñòâóþùåé ìàòåìàòè÷åñ-
êîé ìîäåëè ïîëÿ ÒÈÒ.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíîé ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
ïîëÿ ÒÈÒ, ðàñïîëîæåííîãî â ëþáîì ñëîå òðåõñëîéíîé ñðåäû, ñ âîçìîæ-
íîñòüþ ðåàëèçàöèè åå íà ÏÝÂÌ.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé. Ïóñòü ÒÈÒ j ðàñïîëîæåí â k-ì ñëîå òðåõ-
ñëîéíîãî ãðóíòà. Ñäåëàåì ñëåäóþùèå äîïóùåíèÿ: ÷åðåç ãðàíèöó çåìëè è
àòìîñôåðû òîê íå ïðîõîäèò, ãðàíèöû ðàçäåëà ñëîåâ — ïëîñêîïàðàëëåëü-
íûå è â ïðåäåëàõ êàæäîãî èç íèõ óäåëüíîå ýëåêòðè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå
� i îäíîðîäíî. Ýëåêòðè÷åñêèå ñîïðîòèâëåíèÿ ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî
ñëîåâ îáîçíà÷èì �1, � 2 è � 3, ãëóáèíû ãðàíèö ðàçäåëîâ ïåðâîãî è âòîðîãî
ñëîåâ — h1, âòîðîãî è òðåòüåãî — h2. Òðåáóåòñÿ íàéòè ýëåêòðè÷åñêèé

ïîòåíöèàë � â ëþáîé òî÷êå ïðîâîäÿùåãî ïîëóïðîñòðàíñòâà.
Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ÒÈÒ â òðåõñëîéíîé ñðåäå îáëàäàåò îñåâîé ñèì-

ìåòðèåé. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíèòü êðèâîëèíåéíóþ îðòîãîíàëü-
íóþ öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (r, z, �) ñ îñüþ z, ïåðïåíäèêó-
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ëÿðíîé ê ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷å÷íûé èñòî÷-
íèê (ñì. ðèñóíîê).

Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñîñòîèò èç óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà è äîïîëíèòåëü-
íûõ óñëîâèé. Ïîñêîëüêó ïîòåíöèàë íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû �, óðàâíå-
íèå Ëàïëàñà ïðèíèìàåò âèä [7]
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Ïðèìåíèâ ìåòîä Ôóðüå äëÿ ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ [3, 7], îáùåå ðåøåíèå
(1) ïðåäñòàâèì êàê èíòåãðàë ïî ïàðàìåòðó 	 â ïðåäåëàõ îò íóëÿ äî áåñ-
êîíå÷íîñòè:

� 	 		 
	( , ) ( )( )r z J r ae be dz z� �
�

� 0

0

, (2)

ãäå à è b — ïîñòîÿííûå, îïðåäåëÿåìûå ïàðàìåòðàìè ãðóíòà, êîîðäèíà-
òàìè ÒÈÒ è òî÷êàìè íàáëþäåíèÿ; 	 — ïàðàìåòð ðàçäåëåíèÿ. Åñëè ÒÈÒ è
òî÷êà íàáëþäåíèÿ ðàñïîëîæåíû â k-ì ñëîå, òî ê âûðàæåíèþ (2) ñëåäóåò
äîáàâèòü âåëè÷èíó ïîòåíöèàëà ÒÈÒ â îäíîðîäíîì ïðîâîäÿùåì ïðîñò-
ðàíñòâå [3, 7]
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ãäå � — êîîðäèíàòà ÒÈÒ ïî îñè z.
Âèä ôóíêöèè (2) ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ âñåõ ñëîåâ ïðîâîäÿùåãî ïîëó-

ïðîñòðàíñòâà. Îäíàêî â êàæäîì ñëîå, â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ ÒÈÒ
è òî÷êè íàáëþäåíèÿ, ïîñòîÿííûå ïðèíèìàþò ñâîè îïðåäåëåííûå çíà÷å-
íèÿ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ai è bi äëÿ êàæäîãî ñëîÿ
òðåõñëîéíîé ýëåêòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû.
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P r z3 3 3( , )
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Òî÷å÷íûé èñòî÷íèê òîêà j, ðàçìåùåííûé âî âòîðîì ñëîå òðåõñëîéíîé ñòðóêòóðû:
P r z1 1 1( , ), P r z2 2 2( , ), P r z3 3 3( , ) — òî÷êè íàáëþäåíèÿ



Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñòîÿííûõ ai è bi âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè äî-
ïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè:

ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè êîîðäèíàòû z ïîòåíöèàë � ñòðåìèò-
ñÿ ê íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî,

a3 0� ; (4)

â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì íåïðåðûâíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà íà
ãðàíèöå ðàçäåëà i-ãî è (i + 1)-ãî ñëîåâ íîðìàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðîâ
ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà ðàâíû:
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èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà òàíãåíöèàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðà íàïðÿæåí-
íîñòè ïîëÿ íà ãðàíèöàõ ñìåæíûõ ñëîåâ íà ãðàíèöå ðàçäåëà i-ãî è (i + 1)-ãî
ñëîåâ ïîòåíöèàëû ðàâíû:

� �i i� �1; (6)

óñëîâèå íà ãðàíèöå ïðîâîäÿùåãî ïîëóïðîñòðàíñòâà èìååò âèä
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè (4)—(7), à òàêæå ñ
ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Âåáåðà—Ëèïøèöà [3] ñîñòàâèì ñèñòåìó ëèíåé-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ), êîòîðûå â çàâèñèìîñòè îò ðàñïî-
ëîæåíèÿ ÒÈÒ áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

à) ÒÈÒ íàõîäèòñÿ â ïåðâîì ñëîå (h1 0
 �� è h2 0
 �� ):
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á) ÒÈÒ íàõîäèòñÿ âî âòîðîì ñëîå (h1 0
 �� è h2 0
 �� ):

a b1 1 0
 � ;
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â) ÒÈÒ íàõîäèòñÿ â òðåòüåì ñëîå (h1 0
 �� è h2 0
 �� ):
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Ðåøàÿ ìåòîäîì Ãàóññà ÑËÀÓ (8) — (10), íàõîäèì ïîñòîÿííûå ai è bi â
çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ ÒÈÒ:

à) ÒÈÒ íàõîäèòñÿ â ïåðâîì ñëîå (h1 0
 �� è h2 0
 �� ):
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ãäå K 2 1, , K 3 2, — êîýôôèöèåíòû íåîäíîðîäíîñòè, K 2 1
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á) ÒÈÒ íàõîäèòñÿ âî âòîðîì ñëîå (h1 0
 �� è h2 0
 �� ):
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â) ÒÈÒ íàõîäèòñÿ â òðåòüåì ñëîå (h1 0
 �� è h2 0
 �� ):
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Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (2) ïîñòîÿííûõ ai è bi , íàéäåííûõ ïî ôîðìóëàì

(11) — (13), ñ ó÷åòîì (3) çàïèøåì â íåÿâíîì âèäå âûðàæåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ïîòåíöèàëà â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ ÒÈÒ è òî÷êè íàáëþäåíèÿ, âîñ-

ïîëüçîâàâøèñü äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèåì Âåáåðà—Ëèïøèöà [3]:

à) ïðè ðàñïîëîæåíèè ÒÈÒ â ïåðâîì ñëîå:
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á) ïðè ðàñïîëîæåíèè ÒÈÒ âî âòîðîì ñëîå:
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â) ïðè ðàñïîëîæåíèè ÒÈÒ â òðåòüåì ñëîå:
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Äëÿ ïðîâåðêè âûðàæåíèé (14)—(16) ïðèìåíåí ïåðåõîä îò òðåõñëîé-
íîé ìîäåëè ê äâóõñëîéíîé, êîòîðûé îñóùåñòâëÿëñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ
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ñìåæíûõ ñëîåâ ïðè ñîõðàíåíèè ðàñïîëîæåíèÿ ÒÈÒ è òî÷êè íàáëþäåíèÿ.
Â âûðàæåíèÿõ äëÿ� 2 2, ,� 3 2, è� 2 3, ïðèíÿòî� �1 2� è h h2 1� , âî âñåõ îñòàëü-
íûõ ôîðìóëàõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà � �2 3� è h2 " �. Ïðè ñðàâíå-
íèè ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé ñ ïðèíÿòûìè äëÿ äâóõñëîéíîé ìîäåëè ãðóíòà
[3] óñòàíîâëåíà èõ òîæäåñòâåííîñòü.

Ñîãëàñíî [5] ïðèâåäåíèå âûðàæåíèé (14)—(16) ê ÿâíîìó âèäó âûïîë-
íÿåòñÿ ìåòîäîì ïðèáëèæåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ
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ãäå K n è hn — êîýôôèöèåíòû, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðàçëîæåíèÿ; n —
íîìåð ÷ëåíà ðÿäà; m — ÷èñëî ÷ëåíîâ ðÿäà.
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Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Âåáåðà—Ëèïøèöà [3] ñ ó÷åòîì (17), âûðàæå-
íèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîòåíöèàëà � (14)—(16) ïðèâåäåì ê ñëåäóþùåìó âèäó:

à) ïðè ðàñïîëîæåíèè ÒÈÒ â ïåðâîì ñëîå:
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á) ïðè ðàñïîëîæåíèè ÒÈÒ âî âòîðîì ñëîå:
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â) ïðè ðàñïîëîæåíèè ÒÈÒ â òðåòüåì ñëîå:
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ãäå %i — êîýôôèöèåíòû, èìåþùèå ñëåäóþùèé âèä:
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Âûâîäû

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ (18)—(20) ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, â ÷àñòíîñòè äëÿ ðàñ÷åòà ñëîæíîãî íå-
ýêâèïîòåíöèàëüíîãî ÇÓ ïðîèçâîëüíîé êîíôèãóðàöèè, ðàçìåùåííîãî â òðåõ-
ñëîéíîì ãðóíòå. Ðàçðàáîòàííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü àâòîìàòèçè-
ðîâàííûé ðàñ÷åò ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ëþáîé òî÷êå êàæäîãî
ñëîÿ ñ ïîìîùüþ ÏÝÂÌ.

A mathematical model of the point current source arranged in the earth with the three-layered
structure has been developed. An adequacy of the proposed model to the already known models
with current source arrangement in the bilayered structure.
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1953. — 679 ñ.

Ïîñòóïèëà 22.08.11

ÊÎËÈÓØÊÎ Äåíèñ Ãåîðãèåâè÷, êàíä. òåõí. íàóê, ñò. íàó÷. ñîòð. êàôåäðû «Àâòîìàòèçèðî-

âàííûå ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû» Íàöèîíàëüíîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà «Õàðü-

êîâñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé èí-ò». Â 1996 ã. îêîí÷èë Õàðüêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïîëèòåõíè-

÷åñêèé óíèâåðñèòåò. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé – äèàãíîñòèêà çàçåìëÿþùèõ óñòðîéñòâ

îáúåêòîâ ýëåêòðîýíåðãåòèêè.

ÐÓÄÅÍÊÎ Ñåðãåé Ñåðãååâè÷, èíæåíåð ²²² êàòåãîðèè Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî è ïðîåêòíî-

êîíñòðóêòîðñêîãî èí-òà «Ìîëíèÿ» Íàöèîíàëüíîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà «Õàðüêîâñêèé

ïîëèòåõíè÷åñêèé èí-ò». Â 2010 ã. îêîí÷èë Íàöèîíàëüíûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò «Õàðü-

êîâñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé èí-ò». Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëè-

ðîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ.

Ä. Ã. Êîëèóøêî, Ñ. Ñ. Ðóäåíêî
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