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Åñòåñòâåííàÿ ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì
ñ ìèíèìèçàöèåé îáúåìà äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè

Ïðåäëîæåí àëãîðèòì, òðåáóþùèé îáúåìà äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè O (logn), ñ òðóäîåì-
êîñòüþ â õóäøåì ñëó÷àå O (nlog2n). Ïðåäëîæåíû òàêæå àëãîðèòìû óñòîé÷èâîé íåðå-
êóðñèâíîé ñîðòèðîâêè ñëèÿíèåì, ïîçâîëÿþùèå ó÷èòûâàòü åñòåñòâåííóþ óïîðÿäî÷åí-
íîñòü èñõîäíîãî ìàññèâà äàííûõ äëèíîé n ïðè óìåíüøåíèè îáúåìà äîïîëíèòåëüíîé
ïàìÿòè äî âåëè÷èí n/2 + O (1), n/4 + O (1), n/8 + O (1) è òðóäîåìêîñòè â ñëó÷àå íàèõóäøåãî
ðàñïîëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà O (nlogn).

Çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì, ùî ïîòðåáóº îáñÿãó äîäàòêîâî¿ ïàì’ÿò³ O (logn), ç òðóäîì³ñò-
ê³ñòþ äëÿ ã³ðøîãî âèïàäêó O (nlog2n). Çàïðîïîíîâàíî òàêîæ ñò³éê³ íåðåêóðñèâí³ àëãî-
ðèòìè ñîðòóâàííÿ çëèòòÿì, ÿê³ äîçâîëÿþòü âðàõîâóâàòè ïðèðîäíþ âïîðÿäêîâàí³ñòü ïî-
÷àòêîâîãî ìàñèâó äàíèõ äîâæèíîþ n ïðè çìåíøåíí³ îáñÿãó äîäàòêîâî¿ ïàì’ÿò³ äî âåëè÷èí
n/2 + O (1), n/4 + O (1), n/8 + O (1) ç òðóäîì³ñòê³ñòþ äëÿ ã³ðøîãî âèïàäêó O (nlogn).

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì, àëãîðèòì, îöåíêà òðóäîåìêîñòè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Àëãîðèòì ñîðòèðîâêè ñëèÿíèåì ïðåäëîæåí Äæîíîì
ôîí Íåéìàíîì â 1945 ã. [1]. Ñëîæíîñòü èñõîäíîãî àëãîðèòìà îöåíèâàåòñÿ
âåëè÷èíîé ïîðÿäêà O n n( log ), ãäå n — ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìàññèâà íåçàâèñè-
ìî îò óïîðÿäî÷åííîñòè. Òàêîé ïîðÿäîê ñëîæíîñòè èìååò è áûñòðàÿ ñîðòè-
ðîâêà Õîàðà, íî òîëüêî äëÿ ëó÷øåãî ðàñïîëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ.

Îáîçíà÷èì àëãîðèòì ñëèÿíèÿ S0. Êðàòêî åãî ìîæíî îïèñàòü òàê. Èìåþò-
ñÿ äâà îòñîðòèðîâàííûõ (óïîðÿäî÷åííûõ) ìàññèâà, êîòîðûå äëÿ óäîáñòâà
èçëîæåíèÿ íàçîâåì ôðàãìåíòàìè. Èõ îáúåäèíåíèå â îäèí óïîðÿäî÷åííûé
ìàññèâ ðåàëèçóåòñÿ ïðîñòûì öèêëîì, â êîòîðîì ìåíüøèé èç äâóõ òåêóùèõ
ýëåìåíòîâ óïîðÿäî÷èâàåìûõ ôðàãìåíòîâ ïåðåíîñèòñÿ â âûõîäíîé ìàññèâ, è
òàê ïðîäîëæàåòñÿ äî èñ÷åðïàíèÿ îáîèõ âõîäíûõ ìàññèâîâ.

Îäíèì èç äîñòîèíñòâ ñîðòèðîâêè ñëèÿíèåì ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü

ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà áåç èñïîëüçîâàíèÿ ðåêóðñèé, åãî óñòîé÷èâîñòü (íå

ìåíÿåòñÿ ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ ñ îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿìè) è

âîçìîæíîñòü ñîðòèðîâêè ìàññèâîâ áîëüøîé äëèíû. Óñòîé÷èâîñòü ñîðòè-

ðîâêè ñëèÿíèåì îáóñëîâëèâàåò åå ïðåäïî÷òèòåëüíîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ
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ìåòîäàìè áûñòðîé ñîðòèðîâêè è ïèðàìèäàëüíîé ñîðòèðîâêè äëÿ òåõ ïðè-

ëîæåíèé, â êîòîðûõ óñòîé÷èâîñòü âàæíà. Êðîìå òîãî, ñîðòèðîâêà ñëèÿ-

íèåì óäîáíà äëÿ óïîðÿäî÷åíèÿ ñâÿçíûõ ñïèñêîâ, äëÿ êîòîðûõ ïðèìåíèì

ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî äîñòóïà.

Ðàçëè÷àþò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ ðåàëèçàöèè ñîðòèðîâêè ñëèÿíèåì:

íèñõîäÿùàÿ è âîñõîäÿùàÿ (óêàçûâàþò íà ñïîñîá ôîðìèðîâàíèÿ ìàññèâîâ

ýëåìåíòîâ ìåíüøåé äëèíû), åñòåñòâåííàÿ (óêàçûâàåò íà èñïîëüçîâàíèå

èíôîðìàöèè îá óïîðÿäî÷åííîñòè èñõîäíûõ äàííûõ), ìíîãîôàçíàÿ è ëåí-

òî÷íàÿ (ñîðòèðîâêè äàííûõ áîëüøîé äëèíû, ïðåâûøàþùåé îáúåì îïåðà-

òèâíîé ïàìÿòè).

Ê îñíîâíûì íåäîñòàòêàì àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè ñëèÿíèåì S0 îòíîñÿò

òðåáîâàíèå âûäåëåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè, ïðîïîðöèîíàëüíîé äëèíå

ìàññèâà (âîçìîæíî îäíîêðàòíîå âûäåëåíèå ïàìÿòè â íà÷àëå ðàáîòû àëãî-

ðèòìà), à òàêæå òîò ôàêò, ÷òî äàæå äëÿ ïîëíîñòüþ îòñîðòèðîâàííîãî

ìàññèâà êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé áóäåò òàêèì æå, êàê äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

íåóïîðÿäî÷åííîãî ìàññèâà.

Ñóùåñòâóþò ñïîñîáû óñòðàíåíèÿ ýòèõ íåäîñòàòêîâ, â ÷àñòíîñòè ðå-

êóðñèâíûå àëãîðèòìû, èñïîëüçóþùèå òîëüêî O n(log )2 ñòåêîâîé ïàìÿòè

(òàê íàçûâàåìîå óñëîâèå ìèíèìàëüíîé ïàìÿòè). Íî òîãäà âðåìÿ ðàñ÷åòà

îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé ïîðÿäêà O n n( log )2 , ãäå óïîðÿäî÷åííîñòü èñõîä-

íîãî ìàññèâà íå ó÷èòûâàåòñÿ. Òàêèå àëãîðèòìû îïèñàíû â [2]. Â íèõ

èñïîëüçîâàíà èäåÿ Ïðàòòà ñïåöèàëüíîãî ðàçäåëåíèÿ ïàðû ïîñëåäîâàòåëü-

íî ðàñïîëîæåííûõ óïîðÿäî÷åííûõ ÷àñòåé èñõîäíîãî ìàññèâà íà äâå ïàðû

òàêèõ ÷àñòåé ìåíüøåãî ðàçìåðà (â äàëüíåéøåì ñïîñîá òàêîãî äåëåíèÿ

áóäåì íàçûâàòü äåëåíèåì ïî Ïðàòòó), ãäå âñå ýëåìåíòû ïåðâîé ïàðû íå

ïðåâîñõîäÿò ýëåìåíòû âòîðîé.

Ñóòü èäåè àëãîðèòìà Ïðàòòà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äâà ôðàãìåíòà, U

è V, ðàçäåëÿþò íà ÷àñòè: ìàññèâ U íà U1 è U2, ìàññèâ V íà V1 è V2. Â

ðåçóëüòàòå âñå ýëåìåíòû ìàññèâîâ U2 è V2 áîëüøå, ÷åì ýëåìåíòû ìàññèâîâ

U1 è V1, èëè ðàâíû èì. Òîãäà ýëåìåíòû ìàññèâîâ U2 è V1 ìîæíî ïåðå-

ñòàâèòü ìåñòàìè òàê, ÷òî îáðàçóþòñÿ äâå ïàðû ôðàãìåíòîâ (U1, V1) è (U2,

V2) ìåíüøåãî ðàçìåðà, è ñîðòèðîâêà ïàðû ôðàãìåíòîâ (U, V) ñâîäèòñÿ ê

ïîñëåäîâàòåëüíîé ñîðòèðîâêå ïàð ôðàãìåíòîâ (U1, V1) è (U2, V2). Ïðîöå-

äóðà òàêîãî ðàçáèåíèÿ ìîæåò áûòü ðåêóðñèâíî ïðîäîëæåíà äî äîñòèæåíèÿ

íåêîòîðîé ìèíèìàëüíîé äëèíû ôðàãìåíòîâ, êîãäà ìîæíî ðåàëèçîâàòü

óïîðÿäî÷åíèå ýëåìåíòîâ ïàðû ôðàãìåíòîâ (íàïðèìåð, äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ

÷àñòåé ôðàãìåíòîâ äëèíîé 1). Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñëèÿíèÿ äâóõ ìàññè-

âîâ îáùåé äëèíîé n ðàâíà O n n( log ).

Ñóùåñòâóþò ñïîñîáû ó÷åòà åñòåñòâåííîé óïîðÿäî÷åííîñòè [1] äëÿ

ëåíòî÷íîé ñîðòèðîâêè. Â òî æå âðåìÿ, â ñîâðåìåííûõ ïðîãðàììíûõ ðåàëè-
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çàöèÿõ ñîðòèðîâêè ñëèÿíèåì äàííûå åñòåñòâåííîé ñîðòèðîâêè ïðàêòè÷åñ-

êè íå èñïîëüçóþòñÿ. Îäíà èç ñîâðåìåííûõ ðåàëèçàöèé åñòåñòâåííîé ñîð-

òèðîâêè ñëèÿíèåì ïðèâåäåíà â [3], ãäå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè

äàííûõ åñòåñòâåííîé ñîðòèðîâêè â ñëó÷àå ïîèñêà ãðàíèö îòñîðòèðîâàí-

íûõ ìàññèâîâ ïðè èõ ñëèÿíèè âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà äëÿ ñëó÷àéíûõ

íàáîðîâ ÷èñåë ïðèìåðíî ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì âðåìåíåì ðàáîòû èñ-

õîäíîãî àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè ñëèÿíèåì. Ïðè ýòîì îòìå÷åíî, ÷òî àëãî-

ðèòì äîëæåí îáåñïå÷èòü áîëåå áûñòðóþ ñîðòèðîâêó äëÿ ìàññèâîâ, áëèç-

êèõ ê óïîðÿäî÷åííûì.
Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îñíîâíîé ïðîáëåìîé, êîòîðàÿ ïðåïÿòñò-

âóåò èñïîëüçîâàíèþ â àëãîðèòìàõ ñîðòèðîâêè ñëèÿíèåì èíôîðìàöèè îá
óïîðÿäî÷åííîñòè äàííûõ, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü âûäåëåíèÿ äîïîëíè-
òåëüíîé ïàìÿòè äëÿ çàïîìèíàíèÿ ãðàíèö îòñîðòèðîâàííûõ ôðàãìåíòîâ
äàííûõ. Ýòà ïðîáëåìà ðåøåíà â ïðåäëàãàåìûõ àëãîðèòìàõ óñòîé÷èâîé
ñîðòèðîâêè ñëèÿíèåì, ó÷èòûâàþùèõ åñòåñòâåííóþ óïîðÿäî÷åííîñòü èñ-
õîäíîãî ìàññèâà äàííûõ äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà èñõîäíûé è äîïîëíèòåëüíûé
ìàññèâû ðàçìåùåíû â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ëèáî â ôàéëå ïîäêà÷êè.

Âñå àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè ñëèÿíèåì, èñïîëüçóþùèå åñòåñòâåííóþ
óïîðÿäî÷åííîñòü ýëåìåíòîâ ìàññèâà (åñòåñòâåííàÿ ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì),
ñîäåðæàò íà÷àëüíûé øàã, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò âûäåëåíèå óïîðÿäî-
÷åííûõ ÷àñòåé èñõîäíîãî ìàññèâà. Êàæäàÿ èç ýòèõ ÷àñòåé èìååò íåèç-
âåñòíóþ çàðàíåå äëèíó. Ïðàêòè÷åñêè ëþáîé èç àëãîðèòìîâ ôîðìèðîâàíèÿ
òàêèõ ÷àñòåé ìàññèâà (ôðàãìåíòîâ) èìååò ñëîæíîñòü ïîðÿäêà Î (n), ÷òî íå
ìåíÿåò îöåíêè îáùåé ñëîæíîñòè ìåòîäà ñîðòèðîâêè.

Ôîðìèðîâàíèå óïîðÿäî÷åííûõ ôðàãìåíòîâ. Â ðàáîòå [1] îïèñàíû
ñïîñîáû ôîðìèðîâàíèÿ óïîðÿäî÷åííûõ ôðàãìåíòîâ äëÿ âàðèàíòîâ ëåí-
òî÷íîé ñîðòèðîâêè ñëèÿíèåì ñ òðàäèöèîííûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè
âîçðàñòàþùèõ è óáûâàþùèõ çíà÷åíèé ÷èñåë. Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé èç
òàêèõ ñïîñîáîâ — âûäåëåíèå ÷àñòåé ìàññèâà, â êîòîðûõ çíà÷åíèå ñëåäóþ-
ùèõ ýëåìåíòîâ íå ìåíüøå ïðåäûäóùèõ, â êîòîðîì (äëÿ îáåñïå÷åíèÿ äëè-
íû ôðàãìåíòà íå ìåíåå 2) ïðè íåîáõîäèìîñòè ðåàëèçóåòñÿ ïåðâè÷íàÿ
ñîðòèðîâêà äâóõ ýëåìåíòîâ (èõ ïåðåñòàíîâêà ìåñòàìè).

Ñ ó÷åòîì òàêîãî ñïîñîáà ïåðâè÷íîãî ôîðìèðîâàíèÿ óïîðÿäî÷åííûõ
ôðàãìåíòîâ çàðàíåå íåèçâåñòíîé äëèíû îïèøåì àëãîðèòì ñëèÿíèÿ À:

0. Íà íà÷àëüíîì øàãå âûïîëíÿåòñÿ ôîðìèðîâàíèå óïîðÿäî÷åííûõ
ôðàãìåíòîâ íóëåâîãî óðîâíÿ (u = 0) äëèíîé íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ ñ
çàíåñåíèåì èíôîðìàöèè î äëèíå êàæäîãî èç âíîâü îáðàçîâàííûõ ôðàã-
ìåíòîâ â ìàññèâå ôðàãìåíòîâ MF â ïîðÿäêå, îáðàòíîì íîìåðó ôðàãìåíòà,
íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà ìàññèâà MF.

1. Åñëè íà óðîâíå u ÷èñëî ôðàãìåíòîâ ðàâíî åäèíèöå, òî ïðîöåäóðà

ñîðòèðîâêè çàâåðøåíà, èíà÷å — ïåðåõîä ê ï. 2.

Åñòåñòâåííàÿ ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì ñ ìèíèìèçàöèåé îáúåìà
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2. u = u + 1. Ïåðåõîä ê ï. 3, ò.å. ñëèÿíèþ ïàð ïîñëåäîâàòåëüíûõ ôðàã-

ìåíòîâ è ôîðìèðîâàíèþ ôðàãìåíòîâ áîëåå âûñîêîãî óðîâíÿ.

3. Âûïîëíÿåòñÿ ñëèÿíèå âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïàð ôðàãìåíòîâ óðîâ-

íÿ (u – 1) â öèêëå è ôîðìèðîâàíèå âìåñòî íèõ óïîðÿäî÷åííûõ ìàññèâîâ

(ôðàãìåíòîâ áîëåå âûñîêîãî óðîâíÿ u) äëèíîé, ðàâíîé ñóììàðíîé äëèíå

ðàññìàòðèâàåìîé ïàðû ôðàãìåíòîâ. Äàííûå î äëèíå ôðàãìåíòîâ óðîâíÿ u

çàïèñûâàþòñÿ â ìàññèâ MF â îáðàòíîì íîâîìó íîìåðó ôðàãìåíòà ïîðÿäêå,

íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà ìàññèâà MF.

Ïî çàâåðøåíèè öèêëà — ïåðåõîä ê ï. 1.

Ïðèìåð ôîðìèðîâàíèÿ ôðàãìåíòîâ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà À ïðèâåäåí

â òàáë. 1.

Ïîñêîëüêó èçâåñòíûé àëãîðèòì ñëèÿíèÿ S0 ïðè ñëèÿíèè ïàð ôðàã-

ìåíòîâ âñåãäà òðåáóåò îáúåìà ïàìÿòè, ðàâíîãî èõ ñóììàðíîé äëèíå, äëÿ

äâóõ ôðàãìåíòîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ äàííûå âñåãî ìàññèâà, òðåáóåòñÿ äî-

ïîëíèòåëüíàÿ ïàìÿòü, ðàâíàÿ äëèíå ìàññèâà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïðÿìîì

èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà ñëèÿíèÿ S0 íåâîçìîæíî äîáèòüñÿ ýêîíîìèè

äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè. Ðàññìîòðèì ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì ñëèÿ-

íèÿ, ïîçâîëÿþùèé óìåíüøèòü òðåáóåìûé îáúåì äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè

ïðè ñîõðàíåíèè òîé æå ñëîæíîñòè.

Ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì ïðîöåäóðû ñëèÿíèÿ äâóõ óïîðÿäî-

÷åííûõ ôðàãìåíòîâ. Â èçâåñòíûõ àëãîðèòìàõ ñëèÿíèÿ èñïîëüçóåòñÿ òðè

ìàññèâà: äâà óïîðÿäî÷åííûõ, êîòîðûå îáúåäèíÿþòñÿ â òðåòüåì. Åñëè âñå

òðè ìàññèâà ðàñïîëàãàþòñÿ â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè, òî ïðîöåäóðà ñëèÿíèÿ

ìîæåò áûòü âûïîëíåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîãî äîïîëíèòåëüíîãî ìàññè-

âà ðàçìåðîì, ðàâíûì ìåíüøåé èç äëèí ôðàãìåíòîâ, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ â

ðàññìàòðèâàåìîì äàëåå àëãîðèòìå ñëèÿíèÿ S1. Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàññìîò-

ðèì ñëó÷àé, êîãäà äâà ñîðòèðóåìûõ ìàññèâà ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè

ôðàãìåíòàìè îäíîãî ìàññèâà, ãäå îíè ðàçìåùåíû ïîñëåäîâàòåëüíî.
Ïóñòü â èñõîäíîì ìàññèâå Ì ïåðâûé ôðàãìåíò íà÷èíàåòñÿ ñ ÿ÷åéêè ñ

íîìåðîì n1, è èìååò äëèíó k1, à âòîðîé ôðàãìåíò — ñ ÿ÷åéêè n1 + k1 è

Ñ. Ä. Âèííè÷óê

36 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2011. V. 33. ¹ 6

Íîìåð ýëåìåíòà
â ìàññèâå

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Èñõîäíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

7 5 11 8 3 2 9 12 14 6 4

Ïðåîáðàçîâàííàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

5 7 8 11 2 3 9 12 14 4 6

Ñôîðìèðîâàííûå
ôðàãìåíòû

1 2 3 4

Òàáëèöà 1



èìååò äëèíó k2. Òîãäà ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì ñëèÿíèÿ S1 ìîæíî
ïðåäñòàâèòü òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ øàãîâ:

1. Êîïèðóåì îäèí èç ôðàãìåíòîâ â äîïîëíèòåëüíûé ìàññèâ MF.

2. Åñëè â ìàññèâ MF ñêîïèðîâàí ïåðâûé ôðàãìåíò, ïåðåõîäèì ê ï. 3,

åñëè èíà÷å — ê ï. 4.

3. Ðåàëèçóåì òðàäèöèîííûé ñïîñîá ñëèÿíèÿ k1 ýëåìåíòîâ ìàññèâà MF

è k2 ýëåìåíòîâ âòîðîãî ôðàãìåíòà ìàññèâà Ì ñ ðàçìåùåíèåì ýëåìåíòîâ â

èñõîäíîì ìàññèâå Ì, íà÷èíàÿ ñ ÿ÷åéêè n1.

4. Ðåàëèçóåì ñëèÿíèå k2 ýëåìåíòîâ ìàññèâà MF è k1 ýëåìåíòîâ ïåðâîãî

ôðàãìåíòà ìàññèâà Ì â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ ìàññèâà ñ

ðàçìåùåíèåì ýëåìåíòîâ â èñõîäíîì ìàññèâå Ì â îáðàòíîì ïîðÿäêå, íà÷è-

íàÿ ñ ÿ÷åéêè n1 + k1 + k2 – 1.

Ïðèìåð ìîäèôèöèðîâàííîé ïðîöåäóðû ñëèÿíèÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèò-

ìà S1 ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1, ãäå èñïîëüçîâàíû òðåòèé è ÷åòâåðòûé ôðàã-

ìåíòû èç òàáë. 1. Ïîëóæèðíûì øðèôòîì âûäåëåíû ÷èñëåííûå äàííûå,

ïåðåäàííûå â áóôåð (ìàññèâ MF) êàê êîïèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ôðàãìåí-

òîâ. Âàðèàíòû À è Á îïèñûâàþò äâà ñïîñîáà ñîðòèðîâêè ñ èñïîëüçîâàíèåì

ïîëåé èñõîäíîãî ìàññèâà:

1. Â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ýëåìåíòîâ, íà÷èíàÿ ñ ìåñòîïîëîæåíèÿ ïåð-

âîãî ýëåìåíòà ïåðâîãî ôðàãìåíòà, ãäå â áóôåð (ìàññèâ MF) ñêîïèðîâàí

ïåðâûé ôðàãìåíò.
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Ðèñ. 1. Ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì ñëèÿíèÿ äâóõ ôðàãìåíòîâ îäíîãî ìàññèâà ñ êîïè-
ðîâàíèåì â áóôåð: À — ïåðâîãî ôðàãìåíòà; Á — âòîðîãî ôðàãìåíòà; öèôðû óêàçûâàþò
ïîðÿäîê çàíåñåíèÿ äàííûõ



2. Â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ýëåìåíòîâ, íà÷èíàÿ ñ ìåñòîïîëîæåíèÿ ïîñëåä-

íåãî ýëåìåíòà âòîðîãî ôðàãìåíòà, ãäå â áóôåð (ìàññèâ MF) ñêîïèðîâàí

âòîðîé ôðàãìåíò.

Êàê âèäíî èç ðèñ. 1, ïðè óïîðÿäî÷åíèè äàííûå ìàññèâà Ì íå òåðÿþòñÿ,

íî âîçìîæíû ñëó÷àè, êîãäà ÷àñòü äàííûõ óæå íàõîäèòñÿ â íóæíîì ìåñòå

(âàðèàíò Á), ò.å. ïðîöåäóðà ñëèÿíèÿ ìîæåò áûòü ïðåêðàùåíà äîñðî÷íî.

Îáà ñïîñîáà ñîðòèðîâêè âñåãäà ïðèâîäÿò ê îäèíàêîâîìó ðåçóëüòàòó, íî ñ

ðàçëè÷íûì îáúåìîì äàííûõ, êîïèðóåìûõ â áóôåð. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ðàç-

ðàáîòêå àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè ñëèÿíèåì c óìåíüøåííûì îáúåìîì äîïîëíèò-

åëüíîé ïàìÿòè öåëåñîîáðàçíî ó÷åñòü ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è êîïèðîâàòü â

áóôåð òîò èç ïàðû ôðàãìåíòîâ ìàññèâà, êîòîðûé èìååò ìåíüøóþ äëèíó.

Îñîáåííîñòè ðåàëèçàöèè è îöåíêà ñëîæíîñòè àëãîðèòìà À åñòåñò-

âåííîé ñîðòèðîâêè ñëèÿíèåì. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà À íåîáõîäèìî

ðàçìåñòèòü èíôîðìàöèþ (ìàññèâ MF) î ôðàãìåíòàõ, à òàêæå âûäåëèòü

ïàìÿòü äëÿ áóôåðà, â êîòîðûé áóäåò êîïèðîâàòüñÿ ôðàãìåíò ìåíüøåãî

ðàçìåðà. Òàêîé îáúåì ïàìÿòè ïðåäïîëàãàåòñÿ âûäåëèòü â íà÷àëå ðàáîòû

ïðîãðàììû. Óñòàíîâèì ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîå çíà÷åíèå ÷èñëà ÿ÷ååê

ïàìÿòè ìàññèâà MF, åñëè èñõîäíûé ìàññèâ Ì èìååò äëèíó n.

Óòâåðæäåíèå 1. Ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîå ÷èñëî ÿ÷ååê ïàìÿòè ìàñ-

ñèâà MF íå ìîæåò ïðåâûñèòü ÷èñëà m = (n + 1)/2 + Î (1), ãäå n — äëèíà ìàñ-

ñèâà Ì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ôðàãìåíòîâ, íà êîòîðîå

ìîæåò áûòü ðàçáèò èñõîäíûé ìàññèâ Ì íà íà÷àëüíîì øàãå, ñîñòàâëÿåò

(n + 1)/2. Òîãäà êàæäûé èç ôðàãìåíòîâ èìååò äëèíó 2 ëèáî 1 (âîçìîæíî,

òîëüêî â ïîñëåäíåì ôðàãìåíòå). Â ýòîì æå ìàññèâå ðàñïîëàãàåòñÿ ôðàã-

ìåíò ìåíüøåãî ðàçìåðà èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ óïîðÿäî÷èâàåìûõ. Ðàñ-

ñìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îáà ôðàãìåíòà èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó k.

Åñëè k = 2, òî äëÿ äâóõ ôðàãìåíòîâ íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü äàííûå îá

èõ äëèíå è ñàì ôðàãìåíò äëèíû 2. Ñëåäîâàòåëüíî, êðîìå äàííûõ î äëèíå

ïðåäåëüíîãî ÷èñëà ôðàãìåíòîâ, íåîáõîäèìî ïðåäóñìîòðåòü äâå äîïîëíè-

òåëüíûå ÿ÷åéêè â ìàññèâå MF, ÷òî âìåñòå ñîñòàâèò âåëè÷èíó (n + 1)/2 + 2.

Ïóñòü k > 2. Òîãäà äëÿ ÷àñòè ìàññèâà Ì äëèíîé 2k ìàêñèìàëüíî âîç-

ìîæíîå ÷èñëî ôðàãìåíòîâ äëèíû 2 ðàâíî k. Îäíàêî èõ ôàêòè÷åñêîå ÷èñëî

ðàâíî äâóì, ïîýòîìó ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ôðàãìåíòîâ óìåíü-

øèòñÿ íà k – 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììàðíûé îáúåì òðåáóåìîé ïàìÿòè äëÿ

ìàññèâà MF ïðè ðàçìåùåíèè â íåì äàííûõ î äëèíàõ âñåõ ôðàãìåíòîâ è

äàííûõ îá îäíîì èç ôðàãìåíòîâ íå ïðåâûñèò çíà÷åíèÿ (n + 1)/2 – (k – 2) + k =

= (n + 1)/2 + 2. Ïðè ýòîì ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå áóäåò äîñòèãíóòî òîëüêî â

ñëó÷àå, êîãäà âñå äðóãèå ôðàãìåíòû èìåþò äëèíó 2 (ïîñëåäíèé ìîæåò

èìåòü äëèíó 1).
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Ïóñòü òåïåðü äâà îáúåäèíÿåìûõ ôðàãìåíòà èìåþò ðàçëè÷íûå äëèíû:

k1 è k2. Òîãäà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ôðàãìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå äëèíå ìàññèâà k1 + k2, áóäåò íå ìåíüøå, ÷åì (k1 + k2)/2 = k0. Íî k0 � min

(k1, k2). Ñëåäîâàòåëüíî, îáùèé îáúåì òðåáóåìîé äëÿ ìàññèâà MF ïàìÿòè

ïî ñðàâíåíèþ ñ îáúåìîì ïàìÿòè äëÿ ôðàãìåíòîâ ðàâíîé äëèíû ìîæåò

óìåíüøèòüñÿ íà âåëè÷èíó k0 – min (k1, k2). Ïîýòîìó è â äàííîì ñëó÷àå ïðå-

äåëüíîå ÷èñëî ÿ÷ååê â ìàññèâå MF íå ìîæåò ïðåâûñèòü (n + 1)/2 + 2.

Â ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ áîëåå äâóõ ôðàãìåíòîâ äëèíîé, ïðåâûøàþ-

ùåé 2, ïðè ôèêñèðîâàííûõ äâóõ âûáðàííûõ ôðàãìåíòàõ ñóììàðíîå ÷èñëî

îñòàâøèõñÿ ôðàãìåíòîâ ìîæåò òîëüêî óìåíüøèòüñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàê-

ñèìàëüíî âîçìîæíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåáóåìîå ÷èñëî ÿ÷ååê ïàìÿòè íå

ïðåâûñèò (n + 1)/2 + 2. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1 îáúåì òðåáóåìîé äëÿ ìàññèâà ïàìÿòè ìîæåò

áûòü îãðàíè÷åí ÷èñëîì (n + 1)/2 + Î (1), à ðàçìåðíîñòü ìàññèâà MF ìîæåò

áûòü îïðåäåëåíà â ñàìîì íà÷àëå ïðîöåäóðû ñîðòèðîâêè è îäíîêðàòíî

âûäåëåíà òðåáóåìàÿ ïàìÿòü ðàçìåðîì c = (n +1)/2 + 4.

Ðàññìîòðèì ïðàâèëî ðàçìåùåíèÿ äàííûõ â ìàññèâå MF. Ðàçìåñòèì

äàííûå ôðàãìåíòà ìåíüøåé äëèíû kmin â ÿ÷åéêàõ îò 1 äî kmin. Â ÿ÷åéêó 0

ìîæåò áûòü çàíåñåíî çíà÷åíèå, ìåíüøåå ëþáîãî èç ÷èñåë ôðàãìåíòîâ,

åñëè äëèíà âòîðîãî ôðàãìåíòà ìåíüøå äëèíû ïåðâîãî. Ñîîòâåòñòâåííî â

ÿ÷åéêó kmin + 1 ìîæåò áûòü çàíåñåíî çíà÷åíèå, áîëüøåå ëþáîãî èç ÷èñåë

ôðàãìåíòîâ, åñëè äëèíà âòîðîãî ôðàãìåíòà áîëüøå äëèíû ïåðâîãî. Äàí-

íûå î äëèíàõ ôðàãìåíòîâ ñëåäóåò çàíîñèòü, íà÷èíàÿ ñ ÿ÷åéêè ñ – 1, â îáðàò-

íîì ïîðÿäêå ïî îòíîøåíèþ ê íîìåðàì ôðàãìåíòîâ.

Àëãîðèòì À, â êîòîðîì ïðîöåäóðà ñëèÿíèÿ ðåàëèçîâàíà â ñîîòâåòñò-

âèè ñ àëãîðèòìîì S1, ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò âåñü ïðîöåññ ñîðòèðîâêè

ïðîèçâîëüíîãî ìàññèâà äàííûõ, ðàçìåùàåìîãî â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè. Îöå-

íèì òðóäîåìêîñòü ñîâìåñòíîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé îáîçíà÷èì À + S1.

Ñîãëàñíî àëãîðèòìó À íà íóëåâîì óðîâíå ôîðìèðîâàíèå óïîðÿäî÷åí-

íûõ ôðàãìåíòîâ ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ íå ìåíåå äâóõ ðåàëèçóåòñÿ îäíèì

öèêëîì äëèíû n. Ïîýòîìó åãî òðóäîåìêîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà äëèíå ìàñ-

ñèâà, ò.å. ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïîðÿäêà Î (n).

Íà êàæäîì íîâîì óðîâíå u > 0 ïðîèñõîäèò ñëèÿíèå âñåõ ïîñëåäóþùèõ

ïàð ôðàãìåíòîâ. Ïðè îáðàáîòêå äâóõ ôðàãìåíòîâ ÷èñëî îïåðàöèé ïðè-

ñâàèâàíèÿ îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé, ïðîïîðöèîíàëüíîé ñóììàðíîìó ÷èñëó

ýëåìåíòîâ îáîèõ ôðàãìåíòîâ. Íî ïîñëåäóþùèå ïàðû ôðàãìåíòîâ îõâàòû-

âàþò ëèáî âåñü ìàññèâ (ïðè ÷åòíîì ÷èñëå ôðàãìåíòîâ), ëèáî âñå åãî ýëå-

ìåíòû, êðîìå ýëåìåíòîâ ïîñëåäíåãî ôðàãìåíòà. Ïîýòîìó ÷èñëî îïåðàöèé

ïî óïîðÿäî÷åíèþ ýëåìåíòîâ íà ëþáîì èç óðîâíåé u > 0 òàêæå ÿâëÿåòñÿ

âåëè÷èíîé ïîðÿäêà Î (n).
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Îïðåäåëèì ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî óðîâíåé. Íà íà÷àëüíîì

øàãå àëãîðèòìà À ìîæåò áûòü ñôîðìèðîâàíî ÷èñëî ôðàãìåíòîâ, íå ïðå-

âûøàþùåå (n + 1)/2. Íà êàæäîì èç ïîñëåäóþùèõ óðîâíåé u > 0 ïàðà ôðàã-

ìåíòîâ ïðåîáðàçóåòñÿ â îäèí ôðàãìåíò. Ïðè ýòîì ñóììàðíîå ÷èñëî ôðàã-

ìåíòîâ óìåíüøàåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî â äâà ðàçà. Ýòî ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ

ïîð, ïîêà íå îñòàíåòñÿ îäèí ôðàãìåíò, ÿâëÿþùèéñÿ ðåçóëüòàòîì óïî-

ðÿäî÷åíèÿ èñõîäíîãî ìàññèâà. Ïîýòîìó ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî

óðîâíåé umax íå ïðåâûñèò log2 n +1.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùàÿ òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà À+S1 äëÿ íàèáîëåå

ñëîæíîãî ñëó÷àÿ îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé O n n( log ). Ïðè ýòîì ó÷òåíà

åñòåñòâåííàÿ óïîðÿäî÷åííîñòü èñõîäíîãî ìàññèâà, òðåáóåìàÿ äîïîëíè-

òåëüíàÿ ïàìÿòü, ðàâíàÿ n/2 + Î (1), âûäåëÿåòñÿ îäèí ðàç â íà÷àëå ðàáîòû è

íå èñïîëüçóåòñÿ ñòåêîâàÿ ïàìÿòü.

Äàëüíåéøåå óìåíüøåíèå îáúåìà äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè. Ïóñòü

íà íà÷àëüíîì øàãå, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò âûäåëåíèå óïîðÿäî÷åííûõ

ôðàãìåíòîâ, äëèíà èõ áóäåò íå ìåíüøå ÷åòûðåõ. Ýòî âñåãäà ìîæíî îáåñ-

ïå÷èòü, íàïðèìåð, îáúåäèíåíèåì äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ôðàãìåíòîâ, ñî-

äåðæàùèõ ïî äâà èëè òðè ýëåìåíòà. Òîãäà îáùåå ÷èñëî ôðàãìåíòîâ íà

íà÷àëüíîì ýòàïå óìåíüøèòñÿ âäâîå. Íî óìåíüøèòñÿ ëè âäâîå íåîáõîäè-

ìàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïàìÿòü? Åñòåñòâåííî, íåò, åñëè èñïîëüçîâàòü àëãî-

ðèòì S1 ñîðòèðîâêè ïàð ôðàãìåíòîâ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû ôðàãìåíòîâ ñóììàðíîé äëèíû n0 ìîæíî

îäíîêðàòíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì èõ äåëåíèÿ ïî Ïðàòòó òàê, ÷òî ÷èñëî

ýëåìåíòîâ â íîâûõ ïàðàõ ôðàãìåíòîâ áóäåò ðàâíûì èëè ìåíüøèì ÷èñëà

(n0 + 1)/2. Íî òîãäà äëÿ êàæäîé íîâîé ïàðû ôðàãìåíòîâ äëèíà ìåíüøåãî èç

íèõ íå ìîæåò ïðåâûñèòü ÷èñëà (n0 + 1)/4. Ïîñêîëüêó â àëãîðèòìå ñëèÿíèÿ

S1 òðåáóåìûé îáúåì äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè îïðåäåëÿåòñÿ äëèíîé ìåíü-

øåãî èç ôðàãìåíòîâ, ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé îáúåì òðåáóåìîé ïàìÿòè â

ñëó÷àå n0 = n ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïîðÿäêà n/4 + Î (1), ÷òî â äâà ðàçà ìåíü-

øå âåëè÷èíû, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà À+S1. Ïðè ýòîì íåçíà-

÷èòåëüíî óâåëè÷èòñÿ ïðîãðàììíûé êîä è âîçðàñòåò ÷èñëî îïåðàöèé (íà ðåà-

ëèçàöèþ ðàçîâîãî äåëåíèÿ ïî Ïðàòòó è ôîðìèðîâàíèå ìàññèâîâ ïîëîâèííîé

äëèíû — âåëè÷èíà ïîðÿäêà Î (n)). Ñëåäîâàòåëüíî, îáùàÿ òðóäîåìêîñòü ïðî-

öåäóðû ñëèÿíèÿ âñåõ ïàð ôðàãìåíòîâ íà êàæäîì óðîâíå îñòàíåòñÿ Î (n), à

îáùàÿ òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè áóäåò O n n( log ).

Åñëè íà íà÷àëüíîì øàãå ñîðòèðîâêè äîáèâàòüñÿ ìèíèìàëüíîé äëèíû

ôðàãìåíòîâ íå ìåíåå âîñüìè è äâàæäû èñïîëüçîâàòü äåëåíèå ïî Ïðàòòó

äâóõ ñîðòèðóåìûõ ôðàãìåíòîâ, òî òðåáóåìàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïàìÿòü

óìåíüøèòñÿ äî âåëè÷èíû n/8 + Î (1) ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè îáúåìà

âû÷èñëåíèé è, âîçìîæíî, äëèíû ïðîãðàììíîãî êîäà. Îäíàêî è â ýòîì
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ñëó÷àå îáùàÿ òðóäîåìêîñòü ïðîöåäóðû ñëèÿíèÿ âñåõ ïàð ôðàãìåíòîâ íà

êàæäîì óðîâíå îñòàíåòñÿ Î (n), à îáùàÿ òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà ñîðòè-

ðîâêè — O n n( log ).

Òàêîå ñîâåðøåíñòâîâàíèå àëãîðèòìà À ìîæíî ïðîäîëæàòü è äàëåå.

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâûé íåðåêóðñèâíûé àëãîðèòì ñîðòè-

ðîâêè ñëèÿíèåì, ó÷èòûâàþùèé åñòåñòâåííóþ óïîðÿäî÷åííîñòü èñõîä-

íîãî ìàññèâà äàííûõ, â êîòîðîì îáåñïå÷èâàåòñÿ âåëè÷èíà äîïîëíèòåëü-

íîé ïàìÿòè O n(log ) ïðè îáùåé ñëîæíîñòè O n n( (log ) )2 .

Óñòîé÷èâûé íåðåêóðñèâíûé àëãîðèòì åñòåñòâåííîé ñîðòèðîâêè

ñëèÿíèåì ñ îáúåìîì äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè Î (logn). Ïðåäëàãàåìûé

àëãîðèòì À1 îñíîâàí íà èäåå îäíîâðåìåííîãî îïðåäåëåíèÿ óïîðÿäî÷åí-

íûõ ôðàãìåíòîâ è ïîïàðíîãî ñëèÿíèÿ ôðàãìåíòîâ îäíîãî è òîãî æå óðîâ-

íÿ. Äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ôðàãìåíòà îäíîãî óðîâíÿ ìîæíî îáúåäèíèòü è

ïîëó÷èòü ôðàãìåíò áîëåå âûñîêîãî óðîâíÿ. Òî æå ñàìîå ìîæíî ñäåëàòü è

äëÿ ïàð òàêèõ ôðàãìåíòîâ áîëåå âûñîêîãî óðîâíÿ. ×èñëî óðîâíåé òàêèõ

îáúåäèíåíèé ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó íå áîëåå Î (logn) (ïîñêîëüêó íà êàæäîì

íîâîì óðîâíå ÷èñëî ôðàãìåíòîâ óìåíüøàåòñÿ ïî÷òè âäâîå). Ïðè ýòîì

îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè îáúåäèíåíèÿ ïàð ôðàãìåíòîâ íåîáõî-

äèìî çíàòü òîëüêî ãðàíèöû èõ ðàñïîëîæåíèÿ â èñõîäíîì ìàññèâå äàííûõ.

Ïóñòü Õ0 — ìàññèâ äàííûõ î íîìåðå ýëåìåíòà ìàññèâà Ì, ñ êîòîðîãî

íà÷èíàåòñÿ ïåðâûé èç ïàðû ôðàãìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî óðîâíÿ, èëè

÷èñëî – 1, åñëè èíôîðìàöèÿ åùå íå îïðåäåëåíà; Õ1 — ìàññèâ äàííûõ î

äëèíå (÷èñëå ýëåìåíòîâ ìàññèâà Ì) äëÿ ïåðâîãî ôðàãìåíòà ñîîòâåòñòâóþ-

ùåãî óðîâíÿ, èëè ïðèçíàê òîãî, ÷òî èíôîðìàöèÿ åùå íå îïðåäåëåíà; Õ2 —

ìàññèâ äàííûõ î äëèíå (÷èñëå ýëåìåíòîâ ìàññèâà Ì) äëÿ âòîðîãî ôðàã-

ìåíòà ñîîòâåòñòâóþùåãî óðîâíÿ, èëè ïðèçíàê òîãî, ÷òî èíôîðìàöèÿ åùå

íå îïðåäåëåíà.

À ë ã î ð è ò ì À1.

1. Ôîðìèðîâàíèå ïàðû ïîñëåäîâàòåëüíûõ ôðàãìåíòîâ íóëåâîãî óðîâ-

íÿ. Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðîñìîòðå ýëåìåíòîâ ìàññèâà Ì ôîðìèðóåì

ïàðó ôðàãìåíòîâ óðîâíÿ u = 0 ñ çàíåñåíèåì èíôîðìàöèè â ìàññèâû Õ0, Õ1

è Õ2. Íà÷àëüíûé íîìåð ÿ÷åéêè äëÿ ïàð ôðàãìåíòîâ — ýòî ïåðâûé íîìåð

ÿ÷åéêè ïåðâîãî ôðàãìåíòà è îí çàïèñûâàåòñÿ â ÿ÷åéêå Õ0[0]. Åñëè äëÿ

ïåðâûõ äâóõ ýëåìåíòîâ ôðàãìåíòà èõ çíà÷åíèÿ óáûâàþò, òî ýëåìåíòû

ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Åñëè çíà÷åíèå ñëåäóþùåãî ýëåìåíòà â ìàññèâå Ì

áîëüøå, ÷åì ïðåäûäóùåãî, òî äëèíà ôðàãìåíòà óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó,

à èíà÷å — îïðåäåëåíà äëèíà ôðàãìåíòà. Ïðè îïðåäåëåíèè äëèíû ïåðâîãî

ôðàãìåíòà åå çíà÷åíèå çàïèñûâàåòñÿ â ÿ÷åéêå Õ1[0]. Ïðè îïðåäåëåíèè

äëèíû âòîðîãî ôðàãìåíòà åå çíà÷åíèå çàïèñûâàåòñÿ â ÿ÷åéêå Õ2[0]. Åñëè

äîñòèãíóò êîíåö ìàññèâà Ì, òî îïðåäåëåíà äëèíà òåêóùåãî ôðàãìåíòà
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(ìîæåò ðàâíÿòüñÿ åäèíèöå), è ïåðåõîä ê ï. 4. Åñëè ñôîðìèðîâàíà ïàðà

ôðàãìåíòîâ è êîíåö ìàññèâà Ì íå äîñòèãíóò, òî ïåðåõîä ê ï. 2.
2. Ñëèÿíèå äâóõ ôðàãìåíòîâ îäíîãî óðîâíÿ u. Ôîðìèðóåòñÿ äëèíà

îáúåäèíåííîãî ôðàãìåíòà óðîâíÿ u + 1. Ïåðåõîä ê ï. 3.
3. Àíàëèç äàííûõ î ïàðå ôðàãìåíòîâ óðîâíÿ u + 1. Åñëè äëèíà ïåðâîãî

ôðàãìåíòà íå çàíåñåíà (X0 [u + 1] < 0), òî X0 [u + 1] = X0 [u]; X1 [u + 1] = X1
[u] + X2 [u]; X1 [u] = 0; X2 [u] = 0 è ïåðåõîä ê ï. 1. Åñëè äëèíà ïåðâîãî
ôðàãìåíòà çàíåñåíà, òî X2 [u + 1] = X1 [u] + X2[u]; X1 [u] = 0; X2 [u]= = 0; u =
u + 1 è ïåðåõîä ê ï. 2.

4. Àíàëèç ÷èñëà ñôîðìèðîâàííûõ ôðàãìåíòîâ óðîâíÿ u. Åñëè ïðè äîñòè-
æåíèè êîíöà ìàññèâà Ì â öèêëå ïî ôîðìèðîâàíèþ ïàð ôðàãìåíòîâ ñôîðìè-
ðîâàíû äâà ôðàãìåíòà, òî ïåðåõîä ê ï. 5, à èíà÷å — ê ï. 6.

5. Ñëèÿíèå äâóõ ôðàãìåíòîâ îäíîãî óðîâíÿ u. Ôîðìèðóåòñÿ äëèíà
îáúåäèíåííîãî ôðàãìåíòà óðîâíÿ u + 1. Ïåðåõîä ê ï. 6.

6. Àíàëèç äàííûõ î ôðàãìåíòàõ óðîâíÿ u + 1. Åñëè X0 [u + +1] < 0 (ïðè-
çíàê òîãî, ÷òî èíôîðìàöèÿ íå îïðåäåëåíà), òî ïðîöåññ óïîðÿäî÷åíèÿ ìàñ-
ñèâà Ì çàâåðøåí, à èíà÷å — ïåðåõîä ê ï. 7.

7. Àíàëèç äàííûõ î ïåðâîì èç ôðàãìåíòîâ óðîâíÿ u + 1. Åñëè äëèíà ïåð-
âîãî ôðàãìåíòà íå çàíåñåíà, òî X1 [u + 1] = X1 [u] + X2 [u], u = u + 1 è ïåðåõîä
ê ï. 6. Åñëè äëèíà ïåðâîãî ôðàãìåíòà çàíåñåíà, òî X2 [u + +1] = X1 [u] + X2 [u],
u = u + 1 è ïåðåõîä ê ï. 5.

Ðàáîòà ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà A1 ïðåäñòàâëåíà â òàáë. 2 ïî øàãàì,
ãäå íà îäíîì øàãå ëèáî ôîðìèðóåòñÿ îäèí ôðàãìåíò, ëèáî ðåàëèçóåòñÿ
îäíî ñëèÿíèå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìàññèâà Ì, M [11]={5,6,4,7,3,9,8,2,10,1, 11},
÷èñëî óðîâíåé íå ïðåâûøàåò log2n +1 è äëÿ âûáðàííîãî ïðèìåðà ÷èñëî
óðîâíåé ðàâíî öåëîé ÷àñòè îò (log211 +1) è ðàâíî ÷åòûðåì. Ïîýòîìó äëèíà
êàæäîãî ìàññèâà Õ0, Õ1 è Õ2 ðàâíà ÷åòûðåì.

Äëÿ îòîáðàæåíèÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïåðåìåííûõ âñå èõ çíà÷åíèÿ
ïðåäñòàâëåíû íà øàãå 0. Â äàííîì àëãîðèòìå òðåáóåòñÿ îòäåëüíàÿ îáðà-
áîòêà ïîñëåäíåãî ôðàãìåíòà, ÷òî îòðàæåíî â òàáë. 2. Çäåñü ïðîèñõîäèò
ïåðåäà÷à äàííûõ îò óðîâíÿ ê óðîâíþ äî òåõ ïîð, ïîêà íà îäíîì èç íèõ íå
îêàæóòñÿ çàïîëíåííû ÷èñëàìè áîëüøå íóëÿ äëèíû äâóõ ôðàãìåíòîâ.

Îñîáåííîñòè ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà ñëåäóþùèå.
1. Ñòðîãî ïîñëåäîâàòåëüíàÿ îáðàáîòêà âõîäíûõ äàííûõ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ

ïðåèìóùåñòâîì àëãîðèòìà îáû÷íîé ñîðòèðîâêè ñëèÿíèåì ïðè îáðàáîòêå
ñâÿçíûõ ñïèñêîâ, äëÿ êîòîðûõ ïðèìåíèì ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî
äîñòóïà.

2. Îáúåì äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè, íåîáõîäèìûé äëÿ ñëèÿíèÿ ñôîðìè-
ðîâàííûõ ïàð ôðàãìåíòîâ, ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó Î (logn).

3. Îáùåå ÷èñëî øàãîâ, îáåñïå÷èâàþùåå âûäåëåíèå ôðàãìåíòîâ, îïðå-

äåëÿåòñÿ ïî èõ ñëèÿíèþ è â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà âûäåëÿåìûõ ôðàãìåíòîâ
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Ìàññèâ Øàã àëãîðèòìà
Ïîñëåäíèé
ôðàãìåíò

Ì

0 1 2 3 4 5 6 7 8

5 5 5 4 5 5 2 5 2 2 1

6 6 6 5 6 6 3 6 3 3 2

4 4 4 6 4 4 4 4 4 4 3

7 7 7 7 7 7 5 7 5 5 4

3 3 3 3 3 2 6 3 6 6 5

8 8 8 8 8 3 7 8 7 7 6

9 9 9 9 9 8 8 9 8 8 7

2 2 2 2 2 9 9 2 9 9 8

10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 9

1 1 1 1 1 1 1 1 10

11 11 11 11 11 11 11 11 11

Õ00 – 1 0 0 4 4 9

Õ10 – 1 2 2 3 3 2

Õ20 – 1 2 2

Õ01 – 1 0 0 0 0 9

Õ11 – 1 4 4 4 4 2

Õ21 – 1 5

Õ02 – 1 0 0 0 0

Õ12 – 1 9 9 9 9

Õ22 – 1 2

Õ03 – 1 0

Õ13 – 1 11

Õ23 – 1

Ïðèìå÷àíèÿ: 1) â ïåðâîì ñòîëáöå íèæíèé èíäåêñ óêàçûâàåò óðîâåíü, ñîîòâåòñòâóþùèé
íîìåðó ÿ÷åéêè; 2) çíà÷åíèÿ — 1 îòîáðàæàþòñÿ â ÿ÷åéêàõ òîëüêî íóëåâîãî øàãà, à íà âñåõ
äðóãèõ øàãàõ, âêëþ÷àÿ îáðàáîòêó ïîñëåäíåãî ôðàãìåíòà, âìåñòî — 1 ïóñòàÿ ÿ÷åéêà; 3) íà
òðåòüåì øàãå ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò ñîðòèðîâêè ïàðû ôðàãìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ äàííûå
ñôîðìèðîâàíû íà ïðåäûäóùåì øàãå; 4) íà âòîðîì øàãå â ìàññèâàõ Õ0, Õ1, Õ2 ïðîèñõîäèò
ñëèÿíèå ôðàãìåíòîâ ñ âûäåëåííûìè äëèíàìè; 5) â ïîñëåäíåì ñòîëáöå ïðåäñòàâëåí ðå-
çóëüòàò ïîñëåäíåãî ñëèÿíèÿ è îêîí÷àòåëüíûå äàííûå.

Òàáëèöà 2



s, êîòîðîå íå äîëæíî ïðåâûøàòü (n +1)/2. Åñëè s = 1, òî ìàññèâ óïîðÿäî÷åí

è ðàáîòà àëãîðèòìà çàâåðøåíà; åñëè s > 1, òî ñóììàðíîå ÷èñëî øàãîâ Ns,

íà êàæäîì èç êîòîðûõ ëèáî ôîðìèðóåòñÿ ôðàãìåíò, ëèáî ïðîèñõîäèò

ñëèÿíèå äâóõ ôðàãìåíòîâ îäíîãî óðîâíÿ, ìîæåò áûòü îöåíåíî ñâåðõó ïî

ôîðìóëå

N s s r s s n ns
k

k

r

� � � � � � � � �

�

�( ) / log log1 2 2 1
1

2 2 , (1)

ãäå r ðàâíî öåëîé ÷àñòè log2 s, à ïîñëåäíÿÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñóììû, ðàâíàÿ r,

ñîîòâåòñòâóåò øàãàì îáðàáîòêè ïîñëåäíåãî ôðàãìåíòà.

Äåéñòâèòåëüíî, â (1) ñîñòàâëÿþùàÿ ñóììû äëÿ k = 1 ñîîòâåòñòâóåò

÷èñëó ïàð ôðàãìåíòîâ íóëåâîãî óðîâíÿ çà èñêëþ÷åíèåì ïîñëåäíåé ïàðû

(èëè ïîñëåäíåãî ôðàãìåíòà), îáðàáàòûâàåìûõ îòäåëüíî êàê èñêëþ÷åíèå.

Ïîýòîìó ÷èñëî ïàð áåç îáðàáîòêè èñêëþ÷åíèé ðàâíî ðåçóëüòàòó äåëåíèÿ

áåç îñòàòêà (s – 1)/2, ÷èñëî ïàð ôðàãìåíòîâ âòîðîãî óðîâíÿ (k = 2) áóäåò

ðåçóëüòàòîì äåëåíèÿ áåç îñòàòêà (s – 1)/4 è òàê äàëåå, ÷òî îáóñëîâëèâàåò

ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ ôîðìóëû (1). Ïðè ýòîì ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

N s ss
k

k

r

� � �

�

�( ) /1 2
1

âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî ôðàãìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ

÷èñëà 2. Âòîðîå íåðàâåíñòâî,

s s r s sk

k

r

� � � � �

�

�( ) / log1 2 2
1

2 ,

ïðè r, ðàâíîì öåëîé ÷àñòè log2 s, ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ãåîìåòðè-

÷åñêîé ïðîãðåññèè

s s s s
s s s

sk

k

r
k

k

r r

� � � � �
�

�
�

�
�

� �

� �( ) / /
/

/ /
1 2 2

2

1 1 2 1 1 2
2

1 1

.

Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòà ïî ôîðìóëå (1) äëÿ äàííûõ òàáë. 2 ïðè s = 5, r = 2 ïî-

ëó÷èì N s s s rs � � � � � � � � � � � � � � 	 � � � �( ) / ( ) /1 2 1 4 5 2 1 2 8 2 10 2 5 2 12 11

� � �1 3 15.
Ôîðìóëà (1) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïåðâè÷íîãî

ôîðìèðîâàíèÿ ôðàãìåíòîâ, êîòîðàÿ ñîñòàâëÿåò Î (n).

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ àëãîðèòìà íåðåêóðñèâíîãî óñòîé÷èâîãî

ñëèÿíèÿ ïàð ôðàãìåíòîâ.
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Ïðîñòåéøèå ñëó÷àè ñëèÿíèÿ äâóõ ôðàãìåíòîâ. Ïóñòü äëÿ äâóõ óïî-

ðÿäî÷åííûõ ôðàãìåíòîâ èçâåñòíû íîìåð ÿ÷åéêè z, ñ êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ

ïåðâûé ôðàãìåíò, è äëèíû äâóõ ôðàãìåíòîâ: n1 è n2. Ïóñòü òàêæå èìååòñÿ

ìàññèâ äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé äëèíû îò åäè-

íèöû äî âåëè÷èíû Î (logn). Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåðåêóðñèâíûé àëãî-

ðèòì ñëèÿíèÿ ñ ó÷åòîì óïîðÿäî÷åííîñòè, äëÿ êîòîðîãî äîñòàòî÷íûé îáúåì

äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè ñîñòàâëÿåò O n(log ). Ïóñòü äëèíà òàêîãî ìàññèâà

ðàâíà L è ýòî ìàññèâ MF [L]. Ðàññìîòðèì òðè èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿ:

min ( , )n n L1 2 �� , (2)

M z n M z n[ ] [ ]� � � �1 1 1 , (3)

M z n n M z[ ] [ ]� � � 
1 2 1 . (4)

Óñëîâèå (2) ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äî-

ïîëíèòåëüíûì ìàññèâîì MF [L] è ðåàëèçîâàòü ñîðòèðîâêó ñëèÿíèåì ñ

èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà S1 ïðè òðóäîåìêîñòè Î (n1 + n2). Ïîñêîëüêó

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3) ÷àñòü ìàññèâà Ì, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äâóì

âûäåëåííûì ôðàãìåíòàì, óæå îòñîðòèðîâàíà, ïðîöåäóðà ñîðòèðîâêè äâóõ

ôðàãìåíòîâ çàêîí÷åíà. Â ýòîì ñëó÷àå íå òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè, à

âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû ñîðòèðîâêè ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó Î (1).

Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (4) ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ïîñëå ñîðòèðîâ-

êè ïðîèñõîäèò ïåðåñòàíîâêà âñåõ ýëåìåíòîâ âòîðîãî ôðàãìåíòà â íà÷àëî

ïåðâîãî ôðàãìåíòà, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ àëãîðèòìîâ ñîðòèðîâêè äåëåíèåì

ïî Ïðàòòó ïðè öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêå ýëåìåíòîâ ôðàãìåíòîâ U2 è V1.

Èçâåñòíûé àëãîðèòì öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â äàííîì

ñëó÷àå êàê âàðèàíò ðåàëèçàöèè ñ äîïîëíèòåëüíûì àíàëèçîì âûïîëíåíèÿ

óñëîâèé (2) — (4).

Åñëè äëèíû ôðàãìåíòîâ ðàâíû (n1 = n2), òî âûïîëíÿåòñÿ ïðîñòåéøàÿ

ðàçîâàÿ ïåðåñòàíîâêà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàð ýëåìåíòîâ, äëÿ êîòîðîé òðå-

áóåòñÿ îäíà ÿ÷åéêà äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè, à òðóäîåìêîñòü îöåíèâàåòñÿ

âåëè÷èíîé Î (n1). Íî, êàê ïðàâèëî, äëèíû n1 è n2 íå ðàâíû. Ïîêàæåì, ÷òî

è â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì ñîðòèðîâêè òðåáóåò Î (1) äîïîëíèòåëüíîé ïà-

ìÿòè, à òðóäîåìêîñòü åãî îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé Î (n1 + n2).

À ë ã î ð è ò ì ñ î ð ò è ð î â ê è S2.

1. Ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèÿ n L1� èëè n L2 � . Åñëè õîòÿ áû îäíî èç íèõ

âûïîëíåíî, òî ðåàëèçîâàòü îïèñàííûé âûøå ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì

ñîðòèðîâêè è çàêîí÷èòü ïðîöåäóðó ñîðòèðîâêè, èíà÷å ïåðåéòè ê ï. 2.
2. Ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó n1 è n2. Åñëè n1 = n2, ïåðåéòè ê ï. 3,

åñëè n1 > n2, ïåðåéòè ê ï. 4, åñëè n1 < n2, ïåðåéòè ê ï. 5.
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3. Â öèêëå ïî j îò 0 äî n1 – 1 ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè ýëåìåíòû M [z +
+ j] è M [z + n1 + j] è óñòàíîâèòü çíà÷åíèå n1 = n2 = 0.

4. Ðåàëèçîâàòü öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó ýëåìåíòîâ âòîðîãî ôðàã-
ìåíòà â íà÷àëî ïåðâîãî, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà íà ÿçûêå Ñ
ñëåäóþùèì äâîéíûì öèêëîì:

for(j1=z+n1+n2–1; j1>=z+n1; j1--)

{

a=m[j1];

for(j2=j1; j2>=z+n2; j2=j1–n2) m[j2]=m[j2–n2];

m[j2]=a;

}

à òàêæå óñòàíîâèòü íîâûå ãðàíèöû ôðàãìåíòîâ, ïîäëåæàùèõ ñîðòèðîâêå:
a = n2 % n1; n2 = n1 – a; n1 = a; z = z + n1; n1 = n1 % n2; n2 = n2 – n1.
5. Ðåàëèçîâàòü öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó ýëåìåíòîâ ïåðâîãî ôðàã-

ìåíòà â êîíåö âòîðîãî, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà íà ÿçûêå Ñ ñëå-
äóþùèì äâîéíûì öèêëîì:

for(j1=z; j1<z+n1; j1++)

{

a=m[j1];

for(j2=j1; j2<z+n2; j2=j1+n1) m[j2]=m[j2+n2];

m[j2]=a;

}

à òàêæå óñòàíîâèòü íîâûå ãðàíèöû ôðàãìåíòîâ, ïîäëåæàùèõ ñîðòèðîâêå:
z = z + n1; n1 = n1 % n2; n2 = n2 – n1; .

6. Åñëè n1 = 0 èëè n2 = 0, òî çàâåðøèòü ïðîöåäóðó ñîðòèðîâêè, èíà÷å
ïåðåéòè ê ï. 1.

Ñîãëàñíî àëãîðèòìó ñëèÿíèÿ S2 òðåáóåìàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïàìÿòü
îãðàíè÷èâàåòñÿ îäíîé ÿ÷åéêîé. Îöåíèì åãî òðóäîåìêîñòü äëÿ íàèáîëåå
ñëîæíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ïðîöåäóðà ñëèÿíèÿ çàâåðøàåòñÿ â ï. 1. Òîãäà âî
âñåõ ñëó÷àÿõ n1 � n2 è îäíà èòåðàöèÿ ìîæåò ñîäåðæàòü øàãè 1 – 2 – 4 – 6 – 1
ëèáî 1 – 2 – 5 – 6 – 1. Ïðè ýòîì ñóììàðíàÿ òðóäîåìêîñòü âûïîëíåíèÿ îïå-
ðàöèé íà øàãàõ 1, 2 è 6 ñîñòàâëÿåò Î (1). Ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà òðóäîåì-
êîñòè îäíîé èòåðàöèè àëãîðèòìà îò øàãà 1 äî øàãà 1 ïðàêòè÷åñêè ñîâïà-
äàåò ñ îöåíêîé òðóäîåìêîñòè øàãà 4 èëè 5. Ïîñêîëüêó ýòè øàãè ñèììåò-
ðè÷íû (ñ ïåðåìåíîé ìåñòàìè n1 è n2), äîñòàòî÷íî îöåíèòü òðóäîåìêîñòü
îäíîãî èç íèõ, íàïðèìåð øàãà 4.

Îöåíèì ÷èñëî îïåðàöèé ïðèñâîåíèÿ äëÿ øàãà 4, êîòîðûå îïðåäåëÿþò

îáùóþ ñëîæíîñòü îäíîé èòåðàöèè àëãîðèòìà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ðà-

áîòó àëãîðèòìà íà ïðèìåðå ìàññèâà Ì, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ ôðàãìåíòîâ:
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Ì [18] = {11, 14, 16, 18, 20, 21, 23, 24, 25, 27, 29, 30, 32, 2, 3, 5, 7,10}, ãäå z =

= 0; n1 = 13; n2 = 5.
Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíà ðàáîòà âíóòðåííåãî öèêëà, îñóùåñòâëÿþùåãî

öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó ýëåìåíòîâ, è ðåçóëüòàòû ïåðåñòàíîâêè âñåõ
ýëåìåíòîâ. Ðàáîòå âíóòðåííåãî öèêëà ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ýëåìåíòà â
êîíöå ñòðåëîê, äëÿ êîòîðîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà.
Òàê, íà ìåñòî ýëåìåíòà 10 ñòàíîâèòñÿ ýëåìåíò 32, íà ìåñòî ýëåìåíòà 32 —
ýëåìåíò 24, íà ìåñòî ýëåìåíòà 24 — ýëåìåíò 16, à íà ìåñòî 16 — èñõîäíûé
ýëåìåíò 10. Â êîíöå ñòðåëîê óñòàíîâëåíî çíà÷åíèå 10.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ýëåìåíòà 3: íà åãî ìåñòî ñòàíîâèòñÿ ýëåìåíò 27, íà
ìåñòî ýëåìåíòà 27 — ýëåìåíò 20, íà ìåñòî ýëåìåíòà 20 — èñõîäíûé ýëå-
ìåíò ñî çíà÷åíèåì 3. Â êîíöå ñòðåëîê óñòàíîâëåíî çíà÷åíèå 3.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ïðèâåäåííîãî ïðèìåðà â îäíèõ ñëó÷àÿõ íà
âíóòðåííåì öèêëå ðåàëèçîâûâàëîñü òðè ïåðåñòàíîâêè, à â äðóãèõ — äâå.
Ýòî ñâÿçàíî ñ æåñòêèìè ãðàíèöàìè ôðàãìåíòîâ, çà êîòîðûå íåëüçÿ âûõî-
äèòü. Ïðè ýòîì ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê, ðàâíîå òðåì, ðåàëèçîâàíî äëÿ ÷èñëà
ýëåìåíòîâ, ðàâíîãî îñòàòêó îò äåëåíèÿ 18 íà 5 (çíà÷åíèå 18 % 5). ×èñëî
ýëåìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî âñåãî äâå ïåðåñòàíîâêè, îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëîì 5 (ìåíüøàÿ èç äëèí ôðàãìåíòîâ) è ÷èñëîì 18 % 5.

Êàê âèäèì, îäíîêðàòíîå âûïîëíåíèå øàãà 4 (øàãà 5) ïðèâîäèò ê òîìó,
÷òî óïîðÿäî÷åííîé îêàçûâàåòñÿ ÷àñòü ìàññèâà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ áîëüøåé
èç äëèí ôðàãìåíòîâ. Ïðè ýòîì îñòàâøàÿñÿ íåóïîðÿäî÷åííàÿ ÷àñòü ñîñòîèò
òàêæå èç äâóõ ôðàãìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ â ñëó÷àå n1 > n2 ïåðâûé óìåíü-
øåííûé ôðàãìåíò èìååò äëèíó (n1 % n2) — îñòàòîê îò äåëåíèÿ n1 íà n2, à
âòîðîé — (n2 – n1 % n2); â ñëó÷àå n1 < n2 ïåðâûé óìåíüøåííûé ôðàãìåíò
èìååò äëèíó (n2 % n1), à âòîðîé — (n1 – n2 % n1). Ïðè ýòîì â ñëó÷àå n1 >
> n2 íà÷àëî ïåðâîãî èç ôðàãìåíòîâ ñîâïàäàåò ñ ïðåäûäóùèì åãî çíà÷å-
íèåì, à ïðè n1 < n2 íà÷àëî ïåðâîãî èç ôðàãìåíòîâ ñäâèãàåòñÿ âïðàâî (óâå-
ëè÷èâàåòñÿ) íà âåëè÷èíó n2.
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Àíàëèç øàãîâ 4 è 5 àëãîðèòìà S2 ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ïðè èõ

îäíîêðàòíîì âûïîëíåíèè ÷èñëî îïåðàöèé ïðèñâîåíèÿ ðàâíî n1 + n2 + n0,

ãäå n0 = min (n1, n2). Îäíàêî ýòèì ïðîöåññ ñîðòèðîâêè íå çàêàí÷èâàåòñÿ.

Îí ïðîäîëæàåòñÿ ïðè âñå áîëåå óìåíüøàþùèõñÿ äëèíàõ ôðàãìåíòîâ.

Â ðåçóëüòàòå îäíîêðàòíîé ðåàëèçàöèè øàãà 4 èëè 5 àëãîðèòìà äëèíà

îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ìàññèâà, ïîäëåæàùåé ñîðòèðîâêå, óìåíüøàåòñÿ äî

ìåíüøåé èç äëèí ôðàãìåíòîâ, ò.å. áîëåå ÷åì â äâà ðàçà. Ïîýòîìó îáùåå

÷èñëî îïåðàöèé ïðèñâîåíèÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå

3 2 1 2 1 1 2 1 2 1 2 3 1 22 3/ ( ) ( / / / ...) ( )n n n n� � � � � � � , (5)

ò.å. ñîñòàâèò âåëè÷èíó Î (n1 + n2). Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî íåêîòîðûå âû÷èñ-

ëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ôîðìèðîâàíèåì äàííûõ äëÿ íîâîé èòåðàöèè, ìîæíî

îïóñòèòü, ïîñêîëüêó ÷èñëî èòåðàöèé èìååò ïîðÿäîê O n n(log ( ))2 1 2� . Ïî-

ýòîìó îáùàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè àëãîðèòìà îñòàåòñÿ O n n( )1 2� . Èç (5) âèä-

íî, ÷òî ñëó÷àé ñ îáðàòíîé óïîðÿäî÷åííîñòüþ èñõîäíîãî ìàññèâà íå ÿâ-

ëÿåòñÿ íàèáîëåå ñëîæíûì äëÿ ñîðòèðîâêè.

Òåïåðü ðàññìîòðèì äâà ôðàãìåíòà, äëÿ êîòîðûõ íå âûïîëíåíî íè îäíî èç

óñëîâèé (2) — (4) è äëÿ ñîðòèðîâêè ïàð ôðàãìåíòîâ òðåáóåòñÿ èõ ðàçáèåíèå

ïî Ïðàòòó. Íåðåêóðñèâíûé àëãîðèòì òàêîãî îäíîêðàòíîãî óñòîé÷èâîãî äåëå-

íèÿ ó÷èòûâàåò åñòåñòâåííóþ óïîðÿäî÷åííîñòü èñõîäíûõ ôðàãìåíòîâ.

Óñòîé÷èâûé øàã äåëåíèÿ ïàð ôðàãìåíòîâ ïî Ïðàòòó ñ ó÷åòîì åñ-

òåñòâåííîé óïîðÿäî÷åííîñòè. Ñîãëàñíî èäåå Ïðàòòà î äåëåíèè ïàð

ôðàãìåíòîâ äëèíû n1 è n2 íà äâå ïàðû ôðàãìåíòîâ ìåíüøåé äëèíû ïðî-

öåññ äåëåíèÿ äîëæåí ïðîäîëæàòüñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå îêàæåòñÿ âîçìîæ-

íîé ñîðòèðîâêà ïàðû ôðàãìåíòîâ, íàïðèìåð, äëÿ äëèí ôðàãìåíòîâ ðàâíûõ

åäèíèöå. Ïðè ýòîì ñ äîáàâëåíèåì íîâîãî óðîâíÿ ðàçáèåíèé âñåõ ñôîðìè-

ðîâàííûõ ïàð ôðàãìåíòîâ ÷èñëî îïåðàöèé óâåëè÷èâàåòñÿ íà âåëè÷èíó,

ïðîïîðöèîíàëüíóþ ñóììàðíîé äëèíå (n1 + n2). Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî

èñïîëüçîâàòü òàêîé àëãîðèòì äåëåíèÿ, ïðè êîòîðîì ÷èñëî óðîâíåé áóäåò

ìèíèìàëüíûì.

Î÷åâèäíûì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî óðîâíåé äåëå-

íèÿ íà ôðàãìåíòû äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà íà êàæäîì íîâîì óðîâíå

ñóììàðíàÿ äëèíà ïàðû ôðàãìåíòîâ óìåíüøàåòñÿ âäâîå (ìåäèàííîå äåëå-

íèå). Ïîýòîìó áóäåì èñïîëüçîâàòü èìåííî òàêîé ñïîñîá äåëåíèÿ. Îäíàêî

ýòîò ñïîñîá íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì, ïîñêîëüêó ñóùåñò-

âóåò ðÿä èñêëþ÷åíèé, äëÿ êîòîðûõ äåëåíèå ïî Ïðàòòó áîëåå ýôôåêòèâíî,

÷åì ìåäèàííîå.

Â òàáë. 3 ïðèâåäåíû äâà ïðèìåðà òàêîãî äåëåíèÿ ïðè ÷èñëå ÿ÷ååê

äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè L = 1. Ïðè ôîðìèðîâàíèè ýôôåêòèâíîãî äåëåíèÿ

ïî Ïðàòòó èç ôðàãìåíòà ìåíüøåé äëèíû âûáèðàëè ýëåìåíò íà ðàññòîÿíèè
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L îò ãðàíèöû ôðàãìåíòà è îïðåäåëÿëè ýëåìåíò áîëüøåãî èç ôðàãìåíòîâ

òàê, ÷òîáû âíîâü îáðàçîâàííàÿ ïàðà ôðàãìåíòîâ äîïóñêàëà ñîðòèðîâêó áåç

ïîñëåäóþùåãî äîïîëíèòåëüíîãî äåëåíèÿ. Â ïðèìåðå 1 âî âòîðîì ôðàãìåíòå

âûáðàí ýëåìåíò 14 è â ïåðâîì ôðàãìåíòå íàéäåí ïåðâûé ýëåìåíò, áîëüøèé,

÷åì 14 (ýëåìåíò 18). Â ïðèìåðå 2 âî âòîðîì ôðàãìåíòå âûáðàí ýëåìåíò 7 è â

ïåðâîì ôðàãìåíòå íàéäåí ïåðâûé ýëåìåíò, ìåíüøèé, ÷åì 7 (ýëåìåíò 6). Â

îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷åíî òàêîå äåëåíèå íà ôðàãìåíòû, ïðè êîòîðîì äëÿ

ðåàëèçàöèè ñîðòèðîâêè íå ïîòðåáîâàëîñü äàëüíåéøåå ðàçáèåíèå íà ôðàã-

ìåíòû ìåíüøåãî ðàçìåðà. Ïîýòîìó â ïðåäëàãàåìîì àëãîðèòìå D1 ðåàëè-

çóåì äåëåíèå ïî Ïðàòòó.
Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè äâà ôðàãìåíòà, ðàñïîëîæåííûõ â ìàññèâå

Ì ïîñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ ÿ÷åéêè z, èìåþò äëèíû n1 è n2 è n0 = (n1 +
+ n2 + 1)/2. Òîãäà äëÿ ñëó÷àÿ n1 > n2 àëãîðèòì äåëåíèÿ ïî Ïðàòòó ñëå-
äóþùèé.

À ë ã î ð è ò ì D1.
1. Åñëè M z n L M z n L[ ] [ ]� � � � � � �1 1 0 1 , ïåðåéòè ê ï. 2, èíà÷å — ê ï. 5.
2. Åñëè M z n L M z n[ ] [ ]� � � � � �1 1 1 1 , òî ñîðòèðîâêå ïîäëåæàò òîëüêî

ïåðâûé ôðàãìåíò è ïåðâûå L ýëåìåíòîâ âòîðîãî. ×èñëî ýëåìåíòîâ â ïåð-
âîé ïàðå ôðàãìåíòîâ áóäåò ðàâíî n1 è L, à âî âòîðîé ïàðå — 0 è n2 – L.
Äàëüíåéøåãî ðàçáèåíèÿ êàæäîé ïàðû ïîëó÷åííûõ ôðàãìåíòîâ íå ïîòðå-
áóåòñÿ, ïîñêîëüêó âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2).

3. Åñëè M z n L M z n[ ] [ ]� � � � � �1 1 1 1 , òî ñðåäè ýëåìåíòîâ ïåðâîãî ôðàã-
ìåíòà â äèàïàçîíå ÿ÷ååê îò z n L� �0 äî z n� �1 1 íåîáõîäèìî íàéòè òàêóþ
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Ïðèìåð Ïåðâûé ôðàãìåíò
Âòîðîé

ôðàãìåíò

1

Èñõîäíûå
äàííûå 1 2 3 4 5 6 7 8 10 18 19 14 15 16

Ìåäèàííîå
äåëåíèå 1 2 3 4 5 6 7 8 10 18 19 14 15 16

Ýôôåêòèâíîå
äåëåíèå
ïî Ïðàòòó 1 2 3 4 6 7 8 10 18 14 19 15 16

2

Èñõîäíûå
äàííûå 1 6 8 10 14 15 16 18 19 2 3 4 7

Ìåäèàííîå
äåëåíèå 1 6 8 10 14 2 3 15 16 18 19 4 7

Ýôôåêòèâíîå
äåëåíèå
ïî Ïðàòòó 1 2 3 4 6 8 2 14 15 16 18 19 7

Ïðèìå÷àíèå. Ïîëóæèðíûì øðèôòîì óêàçàíû ïåðåñòàâëåííûå ýëåìåíòû.

Òàáëèöà 3



ÿ÷åéêó z1, äëÿ êîòîðîé M z n L M z[ ] [ ]� � � �1 1 1 , íî M z n L M z[ ] [ ]� � � � �1 1 1 1 ,
÷òî ðåàëèçóåòñÿ áèíàðíûì ïîèñêîì. Òîãäà ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ïåðâîé ïàðå
ôðàãìåíòîâ áóäåò ðàâíî ( z1 � z) è L, à âî âòîðîé ïàðå —[ ( )]n z z1 1� � è n2 – L.

4. Ïåðåéòè ê ï. 10.
5. Åñëè M z n n L M z n n L[ ] [ ( ) ]� � � � � � � � �1 1 2 1 1 0 , ïåðåéòè ê ï. 6, èíà-

÷å –– ê ï. 8.
6. Åñëè M z n n L M z[ ] [ ]� � � � �1 1 2 , òî ñîðòèðîâêå ïîäëåæàò òîëüêî

ïåðâûé ôðàãìåíò è ïîñëåäíèå L ýëåìåíòîâ âòîðîãî. ×èñëî ýëåìåíòîâ â
ïåðâîé ïàðå ôðàãìåíòîâ áóäåò ðàâíî 0 è n2 – L, à âî âòîðîé ïàðå — n1 è L.
Äàëüíåéøåå ðàçáèåíèå êàæäîé ïàðû ïîëó÷åííûõ ôðàãìåíòîâ íå ïîòðå-
áóåòñÿ, ïîñêîëüêó âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2).

7. Åñëè M z n n L M z[ ] [ ]� � � � �1 1 2 , òî ñðåäè ýëåìåíòîâ ïåðâîãî ôðàã-
ìåíòà â äèàïàçîíå ÿ÷ååê îò z äî z n n L� � � �1 1 0 íåîáõîäèìî íàéòè òàêóþ
ÿ÷åéêó z2, â êîòîðîé M z n n L M z[ ] [ ]� � � � � �1 1 2 2 1 , íî M z n n L[ ]� � � � �1 1 2
� M z[ ]2 , ÷òî ðåàëèçóåòñÿ áèíàðíûì ïîèñêîì. Òîãäà ÷èñëî ýëåìåíòîâ â
ïåðâîé ïàðå ôðàãìåíòîâ ðàâíî ( z2– z) è n2 – L, à âî âòîðîé ïàðå — [n1 –
� (z2 – z)] è L.

8. Ïåðåéòè ê ï. 10.
9. Â äèàïàçîíå ÿ÷ååê âòîðîãî ôðàãìåíòà ìàññèâà Ì îò L + 1 äî n2 – L –

�1, ñ÷èòàÿ îò íà÷àëà ôðàãìåíòà, ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà äåëåíèÿ
îòðåçêà ïîïîëàì íàéòè ÿ÷åéêó z3 > L òàêóþ, â êîòîðîé âûïîëíåíû óñëîâèÿ
M z n z M z n z[ ] [ ]� � 
 � � �0 3 1 1 3 , íî M z n z M z n z[ ] [ ]� � � � � � �1 0 3 1 1 3 . Òîã-
äà ÷èñëî ýëåìåíòîâ äëÿ ïåðâîé ïàðû ôðàãìåíòîâ ðàâíî (n0 – z3) è z3, à äëÿ
âòîðîé ïàðû — n1 – n0 + z3 è (n2 – z3).

10. Ðàçáèåíèå ïàðû ôðàãìåíòîâ íà äâå ïàðû ìåíüøåãî ðàçìåðà çà-
âåðøåíî.

Âàðèàíòû ôîðìèðîâàíèÿ ïàð ôðàãìåíòîâ ìåíüøåãî ðàçìåðà ïî àëãî-
ðèòìó D1 äåëåíèÿ ïî Ïðàòòó ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3, ãäå ÷èñëî ýëåìåíòîâ
èñõîäíîé ïàðû ôðàãìåíòîâ îòîáðàæåíî äëèíîé ëèíèè n. Ïðè n1 � n2
àëãîðèòì D1 äåëåíèÿ ïî Ïðàòòó îòîáðàæàåòñÿ ñèììåòðè÷íî.

Àëãîðèòì S3 ñîðòèðîâêè äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ôðàãìåíòîâ. Ïðè
îöåíêå ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ñîðòèðîâêè ñëèÿíèåì â [1] ïîêàçàíî, ÷òî
íàèáîëåå ñëîæíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé ñîðòèðîâêè äâóõ ôðàãìåíòîâ äëèíû k
âèäà ( , ,..., , , , ..., )a a a b b bk k1 2 1 2 , ãäå

b a b a b ak k1 1 2 2� � � � � �... . (6)

Ïóñòü Y0 — ìàññèâ äàííûõ î íîìåðå ýëåìåíòà ìàññèâà Ì, ñ êîòîðîãî

íà÷èíàåòñÿ ïåðâûé èç ïàðû ôðàãìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî óðîâíÿ, ïîä-

ëåæàùèõ ñëèÿíèþ, èëè – 1, åñëè èíôîðìàöèÿ åùå íå îïðåäåëåíà; Y1 —

ìàññèâ äàííûõ î äëèíå (÷èñëå ýëåìåíòîâ ìàññèâà Ì) äëÿ ïåðâîãî ôðàã-

ìåíòà ñîîòâåòñòâóþùåãî óðîâíÿ, èëè – 1, åñëè èíôîðìàöèÿ åùå íå îïðåäå-

Ñ. Ä. Âèííè÷óê

50 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2011. V. 33. ¹ 6



Åñòåñòâåííàÿ ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì ñ ìèíèìèçàöèåé îáúåìà

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2011. Ò. 33. ¹ 6 51

L L

Ýëåìåíòû ïåðâîé ïàðû ôðàãìåíòîâ

Ýëåìåíòû âòîðîé ïàðû ôðàãìåíòîâ

n0

1

2

a

á

â

L L

LÝëåìåíòû ïåðâîé ïàðû ôðàãìåíòîâ

Ýëåìåíòû âòîðîé ïàðû ôðàãìåíòîâ

n0

1

2

L L

Ýëåìåíòû ïåðâîé ïàðû ôðàãìåíòîâ

Ýëåìåíòû âòîðîé ïàðû ôðàãìåíòîâ

n0

1

2

ã

L L

L

Ýëåìåíòû ïåðâîé ïàðû ôðàãìåíòîâ

Ýëåìåíòû âòîðîé ïàðû ôðàãìåíòîâ

n0

1

2

ä

L

Ýëåìåíòû ïåðâîé ïàðû ôðàãìåíòîâ

Ýëåìåíòû âòîðîé ïàðû ôðàãìåíòîâ

n z0 3�

1

2

z3

Ðèñ. 3. Âàðèàíòû äåëåíèÿ ïàðû ôðàãìåíòîâ ïî àëãîðèòìó D1 ïðè n1 > n2: à — øàã 2; á —
øàã 3; â — øàã 6; ã — øàã 7; ä — øàã 9; 1 è 2 — ïåðâûé è âòîðîé ôðàãìåíòû èñõîäíîé ïàðû



ëåíà; Y2 — ìàññèâ äàííûõ î äëèíå (÷èñëå ýëåìåíòîâ ìàññèâà Ì) äëÿ

âòîðîãî ôðàãìåíòà ñîîòâåòñòâóþùåãî óðîâíÿ, èëè – 1, åñëè èíôîðìàöèÿ

åùå íå îïðåäåëåíà; U — ïîðÿäêîâûé íîìåð òåêóùåãî óðîâíÿ.

Àëãîðèòì ñëèÿíèÿ S3.

0. Âõîäíûå äàííûå äëÿ ðàáîòû àëãîðèòìà: íîìåð Y0[0] ýëåìåíòà ìàñ-

ñèâà Ì, ñ êîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ ïåðâûé èç ïàðû èñõîäíûõ ôðàãìåíòîâ,

ïîäëåæàùèõ ñëèÿíèþ; Y1[0] — äëèíà ïåðâîãî ôðàãìåíòà; Y2[0] — äëèíà

âòîðîãî ôðàãìåíòà; íîìåð óðîâíÿ U = 0.

1. Äëÿ ôðàãìåíòîâ íà òåêóùåì óðîâíå U ïðîâåðÿåì âûïîëíåíèå óñëî-

âèé (2)—(4). Åñëè âûïîëíåíî îäíî èç íèõ, ðåàëèçóåì ñëèÿíèå ôðàãìåíòîâ

è ïåðåõîäèì ê ï. 2, èíà÷å — ê ï. 3.

2. Óâåëè÷èâàåì íîìåð ýëåìåíòà ìàññèâà Ì, ñ êîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ

ïåðâûé èç ñëåäóþùåé ïàðû ôðàãìåíòîâ íà âåëè÷èíó Y1[U] + Y2[U]. Îïðå-

äåëÿåì óðîâåíü, íà êîòîðûé ñëåäóåò ïåðåéòè. Åñëè çàâåðøåíî óïîðÿäî-

÷èâàíèå ïåðâîé ïàðû ìåäèàííîãî äåëåíèÿ ôðàãìåíòîâ áîëåå âûñîêîãî

óðîâíÿ, òî òåêóùèé óðîâåíü íå ìåíÿåòñÿ, åñëè èíà÷å, òî íîìåð óðîâíÿ

óìåíüøàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå îáíàðóæèòñÿ óðîâåíü, íà êîòîðîì ðåàëè-

çîâàíî óïîðÿäî÷åíèå ýëåìåíòîâ òîëüêî äëÿ ïåðâîé ïàðû ìåäèàííîãî äåëå-

íèÿ. Åñëè óïîðÿäî÷åíà âòîðàÿ ïàðà ìåäèàííîãî äåëåíèÿ äëÿ íóëåâîãî

óðîâíÿ, òî — çàâåðøåíèå ïðîöåññà ñîðòèðîâêè.

3. Èùåì ìåäèàíû äâóõ ôðàãìåíòîâ, ðàçáèâàåì ïàðó ôðàãìåíòîâ óðîâ-

íÿ U íà äâå ïàðû ôðàãìåíòîâ óðîâíÿ U + 1 è äëÿ ïåðâîé òàêîé ïàðû

ôîðìèðóåì äàííûå â ìàññèâàõ Y0[U + 1], Y1[U + 1] è Y2[U + 1]. Óâåëè-

÷èâàåì óðîâåíü íà 1. Âîçâðàùàåìñÿ ê ï. 1.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî íà øàãå 2 íîìåð ïàðû ìåäèàííîãî äåëåíèÿ

îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè èñòèííîñòè óñëîâèÿ

Y U Y U Y U Y U Y U Y U0 1 1 1 2 1 0 1 2[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]� � � � � � � � . (7)

Åñëè óñëîâèå (7) âûïîëíåíî, òî îáðàáîòàíà âòîðàÿ ïàðà, åñëè èíà÷å, òî

ïåðâàÿ.

Àëãîðèòì ìíîãîêðàòíî ïîâòîðÿåòñÿ. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïîâòîðå-

íèé äëÿ n n k1 2 2� � ïðè L = 1 â ñëó÷àå, åñëè íè ðàçó íå âûïîëíÿëîñü óñëî-

âèå (3) èëè (4), ðàâíî n1 – 1. ×èñëî óðîâíåé íèêîãäà íå ïðåâûøàåò öåëîé

÷àñòè (log2n +1).

Ðàññìîòðèì ðàáîòó îïèñàííîãî àëãîðèòìà íà ïðèìåðå ìàññèâà M [15] =

={2, 6, 9, 11, 14, 16, 1, 3, 4, 7, 8, 10, 12, 15, 20}, ãäå ïåðâûé ôðàãìåíò èìååò

äëèíó 6, à âòîðîé — 9.

Â òàáë. 4 ïðåäñòàâëåíû øàãè èòåðàöèé. Íà îäíîì øàãå ðåàëèçóåòñÿ

ëèáî ìåäèàííîå äåëåíèå, ëèáî ñëèÿíèå äâóõ ôðàãìåíòîâ. Æèðíûìè ëè-
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Ìàññèâ Øàã àëãîðèòìà

M

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

2 2 2 2 1

6 6 1 1 2

9 9 3 3 3

11 1 4 4 4

14 3 6 6 6

16 4 9 7 7

1 7 7 9 8

3 8 8 8 9

4 11 11 11 10

7 14 14 10 11

8 16 10 14 12

10 10 12 12 14

12 12 16 15

15 15 15 16

20 20 20 20

Y00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 15

Y10 6 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 0

Y20 9 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 0

Y01 0 0 0 0 0 0 0 8 8 8 8 8 15

Y11 3 4 4 4 4 4 4 0 4 4 4 4 0

Y21 5 4 4 4 4 4 4 0 3 3 3 3 0

Y02 0 0 0 4 4 4 8 8 8 8 12 15

Y12 2 2 2 0 2 2 0 2 2 2 1 0

Y22 2 2 2 0 2 2 0 2 2 2 2 0

Y03 0 2 4 6 8 10

Y13 1 1 1 1 1 1

Y23 1 1 1 1 1 1

Ïðèìå÷àíèå. Â ïåðâîì ñòîëáöå íèæíèé èíäåêñ óêàçûâàåò íîìåð óðîâíÿ.

Òàáëèöà 4



íèÿìè âûäåëåíû ôîðìèðóåìûå ôðàãìåíòû ìàññèâà Ì. Çàìåòèì, ÷òî íà

øàãå 14 íå ïðîèñõîäèò äåëåíèÿ ïî Ïðàòòó, ïîñêîëüêó ìèíèìàëüíàÿ äëèíà

ôðàãìåíòà ðàâíà 1. Ïðè ýòîì ïåðåõîä íà áîëåå âûñîêèé óðîâåíü îñóùåñòâ-

ëÿåòñÿ íà øàãàõ 5 (2 + 1 + 1 = 0 + 2 + 2), 8 (6 + 1 + 1 = 4 + 2 + 2 = 0 + 4 + 4), 12 (8 +

+ 2 + 2 = 10 + 1 + 1) è 14 (12 + 1 + 2 = 8 + 4 + 3 = 0 + 8 + 7).

Äàííûå òàáë. 4 ïîäòâåðæäàþò èíôîðìàöèþ î òîì, ÷òî â ïðåäëàãàåìîì

íåðåêóðñèâíîì àëãîðèòìå äëÿ îðãàíèçàöèè ïðîöåññà âû÷èñëåíèé õâàòàåò

îáúåìà äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè â ðàçìåðå6 1 2 12(log ( ) )n n� � . Ïîýòîìó è äëÿ

îáùåãî àëãîðèòìà ñïðàâåäëèâûì îñòàåòñÿ âûâîä î òîì, ÷òî îáúåäèíåííûé

íåðåêóðñèâíûé àëãîðèòì ôîðìèðîâàíèÿ ïàð ôðàãìåíòîâ è èõ ñëèÿíèÿ

òðåáóåò îáúåìà äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè ïîðÿäêà O n(log )2 äàæå ïðè óñëî-

âèè, ÷òî è äëÿ ìàññèâà MF [L] âûäåëÿåòñÿ ïàìÿòü ðàçìåðîì O n(log )2 .

Îöåíèì îáùóþ òðóäîåìêîñòü îáúåäèíåííîãî àëãîðèòìà ïðè L = 1. Êàê

óïîìÿíóòî âûøå, òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà â ñëó÷àå ïîëíîñòüþ óïîðÿäî-

÷åííîãî ìàññèâà äëèíîé n îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé Î (n). Åñëè ðàññìàòðè-

âàåòñÿ ìàññèâ ñ îáðàòíîé óïîðÿäî÷åííîñòüþ, òî òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà

îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé O n n( log ). Íî â íàèáîëåå ñëîæíîì ñëó÷àå äëÿ

ìàññèâà Ì, êîãäà n = 2s è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (6) äëÿ âñåõ ñîðòèðóåìûõ

ôðàãìåíòîâ ïðîèçâîëüíîé äëèíû, òðóäîåìêîñòü îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé

O n n( (log ) )2
2 .

Äåéñòâèòåëüíî, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äëÿ ìàññèâà Ì ïðè êàæäîì

ìåäèàííîì ðàçáèåíèè ïàð ôðàãìåíòîâ ïåðåñòàâëÿåòñÿ ìåñòàìè ïîëîâèíà

ýëåìåíòîâ îáîèõ ôðàãìåíòîâ. Äëÿ âñåõ ïàð ôðàãìåíòîâ äëèíû 2 òðåáóåòñÿ

îäíî ìåäèàííîå ðàçáèåíèå è îáùàÿ òðóäîåìêîñòü îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé

O (n). Äëÿ âñåõ ïàð ôðàãìåíòîâ äëèíû 4 òðåáóåòñÿ äâà ìåäèàííûõ ðàçáèå-

íèÿ è ïî÷òè â äâà ðàçà âîçðàñòàåò ÷èñëî îïåðàöèé ïðè ñîðòèðîâêå âñåõ

òàêèõ ôðàãìåíòîâ n0 ñðàâíåíèþ ñ ôðàãìåíòàìè äëèíû 2. Äëÿ ïàð ôðàã-

ìåíòîâ äëèíû 8 òðåáóåòñÿ òðè ìåäèàííûõ ðàçáèåíèÿ è ïðèìåðíî â òðè ðàçà

âîçðàñòàåò ÷èñëî îïåðàöèé ïðè ñîðòèðîâêå âñåõ òàêèõ ôðàãìåíòîâ ïî

ñðàâíåíèþ ñ ôðàãìåíòàìè äëèíû 2.

Äëÿ ïàð ôðàãìåíòîâ íóëåâîãî óðîâíÿ òðåáóåòñÿ log2 2n � ìåäèàííûõ

ðàçáèåíèé ïàð ôðàãìåíòîâ äëèíû n/2 è ïðèáëèçèòåëüíî â log2 2n � ðàçà

âîçðàñòàåò ÷èñëî îïåðàöèé ïðè ñîðòèðîâêå âñåõ òàêèõ ôðàãìåíòîâ ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ ôðàãìåíòàìè äëèíû 2. Ñóììèðóÿ òðóäîåìêîñòü ïî âñåì óðîâíÿì,

ïîëó÷àåì îöåíêó îáùåãî àëãîðèòìà ñëèÿíèÿ âñåõ ôðàãìåíòîâ áåç èñïîëü-

çîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè ñâåðõ âåëè÷èíû O n(log )2 , ïðè L = 1 ðàâ-

íóþ O n n( (log ) )2
2 . Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî íà íà÷àëüíîì ýòàïå âûäåëåíèÿ

óïîðÿäî÷åííûõ ôðàãìåíòîâ äëèíû, íå ìåíåå 2, è ôîðìèðîâàíèÿ ïàð ôðàã-

ìåíòîâ òðóäîåìêîñòü ñîñòàâëÿåò Î (n). Ïîýòîìó òðóäîåìêîñòü îáùåãî àëãî-

ðèòìà A1 + S2 + S3 îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé O n n( (log ) )2
2 .

Ñ. Ä. Âèííè÷óê
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Âûâîäû

Ïðåäëîæåííûé ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì ñëèÿíèÿ äâóõ óïîðÿäî÷åí-

íûõ ôðàãìåíòîâ ïîçâîëÿåò îñëàáèòü òðåáîâàíèå ê îáúåìó âûäåëÿåìîé

äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè äî ìåíüøåé èç äëèí óïîðÿäî÷åííûõ ÷àñòåé ýëå-

ìåíòîâ ìàññèâà äàííûõ. Òåîðåòè÷åñêè äîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå àëãî-

ðèòìà ñîðòèðîâêè ñëèÿíèåì ïðè ñîðòèðîâêå ìàññèâîâ äëèíû n, äàæå ñ ó÷åòîì

óïîðÿäî÷åííîñòè èñõîäíîãî ìàññèâà, ñíèæàåò òðåáîâàíèå ê îáúåìó âûäåëÿå-

ìîé äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè äî âåëè÷èíû n/2 + O (1). À ïðè èñïîëüçîâàíèè

îäíî- èëè äâóêðàòíîãî äåëåíèÿ ïî Ïðàòòó ìîæíî ñîêðàòèòü òðåáîâàíèå ê

îáúåìó âûäåëÿåìîé äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè äî âåëè÷èíû n/4 + O (1), n/8 +

+ O (1) ïðè òðóäîåìêîñòè â õóäøåì ñëó÷àå ïîðÿäêà O (nlogn).

Íàèáîëüøóþ ýêîíîìèþ îáúåìà âûäåëÿåìîé äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè

îáåñïå÷èâàåò ïîñëåäíèé èç ïðåäëîæåííûõ íåðåêóðñèâíûõ àëãîðèòìîâ

óñòîé÷èâîé åñòåñòâåííîé ñîðòèðîâêè ñëèÿíèåì. Â íåì âûïîëíÿåòñÿ îäèí

ïîñëåäîâàòåëüíûé ïðîõîä ïî ìàññèâó Ì, â õîäå êîòîðîãî ôîðìèðóþòñÿ

ïàðû óïîðÿäî÷åííûõ ôðàãìåíòîâ è ðåàëèçóåòñÿ èõ ñëèÿíèå. Â ýòîì àëãî-

ðèòìå äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïàð ôðàãìåíòîâ òðåáóåòñÿ âûäåëåíèå îáúåìà äî-

ïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè 3 12log ( )n O� . Ñîðòèðîâêà äâóõ ôðàãìåíòîâ â õóäøåì

ñëó÷àå òðåáóåò âûäåëåíèÿ òàêîãî æå îáúåìà äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè. Ñëå-

äîâàòåëüíî, îáùèé îáúåì äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó

O n(log )2 , à ñëîæíîñòü àëãîðèòìà äëÿ õóäøåãî ñëó÷àÿ îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé

O n n( (log ) )2
2 . Ýòîò àëãîðèòì áîëåå ýôôåêòèâåí îòíîñèòåëüíî òðåáóåìîãî

îáúåìa âûäåëÿåìîé ïàìÿòè ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè àëãîðèòìàìè

ñëèÿíèÿ, îñíîâàííûìè íà ðåêóðñèâíîì ïðèìåíåíèè èäåè Ïðàòòà äåëåíèÿ

ïàð ôðàãìåíòîâ íà äâå ïàðû ìåíüøåãî ðàçìåðà, ãäå ïðè òàêîé æå òðóäî-

åìêîñòè ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìûé îáúåì òðåáóåìîé äîïîëíèòåëüíîé ïà-

ìÿòè îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé O n(log )2 ñòåêîâîé ïàìÿòè.

An algorithm has been proposed, which requires additional memory of the order O (logn) with an
estimate of the labour input in the worst case of order O (nlog2n). Variants of resistant nonre-
cursive merge sorting algorithms have been proposed that take into account the natural ordering
of the original data array of length n, with a decrease in the volume of additional memory to the
values of n/2 + O (1), n/4 + O (1), n/8 + O (1), and labour input in the worst case of elements lo-
cation of the order O (nlogn).

1. Êíóò Ä. Ý. Èñêóññòâî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ò. 3. Ñîðòèðîâêà è ïîèñê. 2–å èçä.: Ïåð ñ

àíãë. — Ì. : Èçä. äîì «Âèëüÿìñ», 2003. — 832 c.

2. http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A3%D1%81%D1%82%D0%BE%D0%B9%D1%87%

D0%B8%D0%B2%D0%B0%D1%8F_%D1%81%D0%BE%D1%80%D1%82%D0%B8%

D1%80%D0%BE%D0%B2%D0%BA%D0%B0
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3. Ðàáî÷èé àëãîðèòì íà Ñ++ âíåøíåé ñîðòèðîâêè «åñòåñòâåííûì ñëèÿíèåì» (Natural
Merge Sort) ñ íåóáûâàþùèìè è óáûâàþùèìè óïîðÿäî÷åííûìè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òÿìè. — http://emery-emerald.narod.ru. — ßíâàðü 2010. — http://sql.ru/forum/actualthread.
aspx?tid=727034.

Ïîñòóïèëà 29.04.11

ÂÈÍÍÈ×ÓÊ Ñòåïàí Äìèòðèåâè÷, ä-ð òåõí. íàóê, âåä. íàó÷. ñîòð. Èí-òà ïðîáëåì ìîäåëèðî-

âàíèÿ â ýíåðãåòèêå èì. Ã. Å. Ïóõîâà ÍÀÍ Óêðàèíû. Â 1977 ã. îêîí÷èë ×åðíîâèöêèé ãîñóíèâåð-

ñèòåò. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ, ìîäåëåé è ïðîãðàììíûõ

ñðåäñòâ äëÿ àíàëèçà ðàñïðåäåëèòåëüíûõ ñèñòåì ñæèìàåìîé è íåñæèìàåìîé æèäêîñòåé,

àâèàöèîííûå ñèñòåìû êîíäèöèîíèðîâàíèÿ âîçäóõà; ñèñòåìíàÿ ïðîòèâîàâàðèéíàÿ ÷àñòîòíàÿ

àâòîìàòèêà ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ñ. Ä. Âèííè÷óê
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