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Ïîëèíîìèàëüíîå ñîîòíîøåíèå
äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíîé ðåàêöèè 3D-íåëèíåéíûõ
ìîäóëÿðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Ðàññìîòðåíî ïðåäñòàâëåíèå ïîëíîé ðåàêöèè 3D-íåëèíåéíîé ìîäóëÿðíîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû â âèäå äâóçíà÷íîãî àíàëîãà ïîëèíîìà Âîëüòåððû è íàõîæäåíèå íåèçâåñòíûõ
êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî ïîëèíîìà ïðè èçâåñòíûõ âõîäíîé è âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ
ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

Ðîçãëÿíóòî çîáðàæåííÿ ïîâíî¿ ðåàêö³¿ 3D-íåë³í³éíî¿ ìîäóëÿðíî¿ äèíàì³÷íî¿ ñèñòåìè ó âèã-
ëÿä³ äâîçíà÷íîãî àíàëîãó ïîë³íîìà Âîëüòåðè òà çíàõîäæåííÿ íåâ³äîìèõ êîåô³ö³ºíò³â öüîãî
ïîë³íîìà ïðè â³äîìèõ âõ³äí³é òà âèõ³äí³é ïîñë³äîâíîñòÿõ ñèñòåìè, ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ïîñëåäîâàòåëüíîñòíûå ìàøèíû, 3D-íåëèíåéíûå ìîäóëÿðíûå
ñèñòåìû.

Êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòíûå ìàøèíû (ÊÏÌ) [1—4] îòíîñÿòñÿ ê êëàñ-

ñó äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, â êîòîðûõ âõîäíûå, âûõîäíûå ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîñòîÿíèÿ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. ÊÏÌ øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â âû÷èñëèòåëüíîé

òåõíèêå, â ñèñòåìàõ äèàãíîñòèêè, ïðè êîäèðîâàíèè è äåêîäèðîâàíèè äèñ-

êðåòíûõ ñîîáùåíèé, â êðèïòîãðàôèè, äëÿ çàùèòû äàííûõ è ïðîãðàììíîãî

îáåñïå÷åíèÿ ÝÂÌ, â óïðàâëåíèè íåïðåðûâíûõ îáúåêòîâ è äðóãèõ îáëàñ-

òÿõ íàóêè è òåõíèêè [1, 3, 5—9].

Ôóíêöèÿ ïåðåõîäà è ôóíêöèÿ âûõîäà ÊÏÌ òàêîâû, ÷òî ïðè èçìåíåíèè

èõ àðãóìåíòîâ â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå îíè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, ÿâëÿþ-

ùèåñÿ ýëåìåíòàìè òîãî æå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Êîãäà ýòî êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïîëåì GF p( ) (èëè åãî ðàñøèðåíèåì), ôóíê-

öèè ïåðåõîäà è âûõîäà ÊÏÌ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ñ ïîìîùüþ îïåðà-

öèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïî mod p (èëè ïî mod ïðîñòîãî ìíîãî÷ëåíà, ñ

ïîìîùüþ êîòîðîãî ïîëó÷åíî ðàñøèðåíèå êîíå÷íîãî ïîëÿ), ãäå p — ïðîñ-

òîå ÷èñëî. Â ýòîì ñëó÷àå ÊÏÌ ìîæíî òàêæå íàçûâàòü ìîäóëÿðíîé äè-

íàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (ÌÄÑ).
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èññëåäîâàíû îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå è ìíîãîïàðà-

ìåòðè÷åñêèå êëàññû ÌÄÑ, ÿâëÿþùèåñÿ ïîäêëàññîì îáùèõ äèñêðåòíûõ

ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì, èëè nD-ñèñòåì [4, 10, 11] (ñì. òàêæå áèá-

ëèîãðàôèþ â [3, 4]). Ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèå ÌÄÑ (èëè nD-ÌÄÑ) ïðåä-

ñòàâëÿþò ñîáîé îáû÷íûå ÌÄÑ, ýâîëþöèîíèðóþùèå íå òîëüêî â äèñêðåò-

íîì âðåìåíè, íî è â äèñêðåòíîì (êëåòî÷íîì) ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ýòîì

nD-ÌÄÑ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ñèñòåìîé ñ ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðîé è

èìååò áîëåå øèðîêîå ïðèìåíåíèå, ÷åì îáû÷íàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ

ÌÄÑ. Îäíàêî äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè èññëåäîâàíû â îñíîâíîì 2D-ÌÄÑ.

Â ðàáîòàõ [2, 3, 8, 9, 12—14] èññëåäîâàíû ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå êëàññû

2D-ÌÄÑ è ïîëó÷åíû âàæíûå òåîðåòè÷åñêèå è ïðàêòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû.

Â ðàáîòàõ [2, 3, 8, 9] ðàññìîòðåíû âîïðîñû àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ äâîè÷íûõ 2D-íåëèíåéíûõ ìîäóëÿðíûõ äèíàìè-

÷åñêèõ ñèñòåì (2D-ÍÌÄÑ) â âèäå äâóçíà÷íûõ àíàëîãîâ ïîëèíîìà Âîëü-

òåððû, à òàêæå ðàññìîòðåíû ðåøåíèÿ çàäà÷è êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè

äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ äâîè÷íûõ 2D-ÍÌÄÑ, çàäàííûõ â âèäå äâóçíà÷íûõ

àíàëîãîâ ïîëèíîìà Âîëüòåððû.

Â ðàáîòàõ [13, 14] èññëåäîâàíî ïðèìåíåíèå äâîè÷íûõ íåëèíåéíûõ

2D-ÍÌÄÑ, çàäàííûõ â âèäå äâóçíà÷íûõ àíàëîãîâ ïîëèíîìà Âîëüòåððû,

ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåêîòîðûõ îáúåêòîâ ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåò-

ðàìè. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà ïîñòðîå-

íèÿ ñèñòåì ñ 2D-ÍÌÄÑ äëÿ óïðàâëåíèÿ íåïðåðûâíûìè ìíîãîñâÿçíûìè

îáúåêòàìè è îáúåêòàìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè [9] è ïîñòðîåíû

ñèñòåìû ïîääåðæàíèÿ îïòèìàëüíûõ ðåæèìîâ ðàáîòû ñêâàæèíû â ãàç-

ëèôòíîé íåôòåäîáû÷å.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â ðàáîòàõ [9, 13, 14] ðàññìîòðåíû äâóõïàðàìåò-

ðè÷åñêèå îáúåêòû, à áîëüøèíñòâî èññëåäóåìûõ ïðîöåññîâ â íåôòåãàçî-

âûõ, íåôòåõèìè÷åñêèõ, ýíåðãåòè÷åñêèõ è äðóãèõ îòðàñëÿõ, èìåþò áîëåå

äâóõ ïàðàìåòðîâ, è ïîýòîìó ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ íèõ íåïðèãîäíû.

Ïðè ýòîì nD-ÍÌÄÑ (n � 3) ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì 2D-ÍÌÄÑ è ìîãóò áûòü

ìîäåëüþ îáúåêòîâ ñ áîëåå äâóìÿ ïàðàìåòðàìè. Îäíàêî äî íàñòîÿùåãî

âðåìåíè îíè íå èññëåäîâàíû. Ïîýòîìó íåñîìíåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-

ëÿåò èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ êëàññîâ nD-ÍÌÄÑ.

Êàê èçâåñòíî, ïîñòàíîâêà òîé èëè èíîé çàäà÷è àíàëèçà è ñèíòåçà äëÿ

ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû îñíîâàíà íà óðàâíåíèè, îïèñûâàþùåì ïîâåäåíèå

ýòîé ñèñòåìû. Ïîýòîìó äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ nD-ÍÌÄÑ

ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî âûâåñòè óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ïîâåäåíèå èõ

â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, èëè óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå èõ âõîäíûå è

âûõîäíûå çàâèñèìîñòè.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì 3D-ÍÌÄÑ ñ ôèêñèðîâàííîé ïàìÿòüþ

n0 è îãðàíè÷åííîé ñâÿçüþ P P P� �1 2, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèì

ôóíêöèîíàëüíûì ñîîòíîøåíèåì:

y n c c G u m c p c p n n m n[ , , ] { [ , , ]| ,1 2 1 1 2 2 0� � � � � �

p P p P1 1 2 2� �, }, GF ( ),2 (1)

ãäå n T� �{ , , , ...}0 1 2 , ci � �{..., , , , ...}1 0 1 , i �1 2, ; y n c c GF[ , , ] ( )1 2 2� è

u n c c GF[ , , ] ( )1 2 2� — âûõîäíàÿ è âõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÍÌÄÑ.

Ïóñòü P p p ri i i i�{ ( ), ..., ( )}1 , p p ri i i( ) ... ( )1 	 	 , p ji ( ) {..., , , , ...}� �1 0 1 ,

j ri�1, ..., , i �1 2, , è, êðîìå òîãî, pi ( )1 è p ri i( ) — êîíå÷íûå öåëûå ÷èñëà

( , )i �1 2 .

Çàäà÷à àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíîé ðåàêöèè 3D-ÍÌÄÑ (1)

ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîðà G {...} â âèäå äâóçíà÷íîãî àíàëîãà

ïîëèíîìà Âîëüòåððû è îïðåäåëåíèè íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî

ïîëèíîìà ïðè èçâåñòíûõ âõîäíîé è âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

Ïîëèíîìèàëüíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíîé ðåàê-

öèè 3D-ÍMÄC. Â (1) îïåðàòîð G {...}ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îòîáðàæåíèé,

çàâèñÿùèõ îò ( )n r r0 1 21� àðãóìåíòîâ:

G f u n n c p c p u n n c p{...} ( [ , ( ), ( )], [ , ( )� � � � � �0 1 1 2 2 0 1 11 1 1 , ( )], ...c p2 2 2�

..., [ , ( ), ( )],..., [ , (u n n c p c p r u n n c p r� � � � �0 1 1 2 2 2 0 1 1 11 ), ( )], ...c p r2 2 2�

..., [ , ( ), ( )])u n c p r c p r1 1 1 2 2 2� � . (2)

ßñíî, ÷òî â êàæäîé òî÷êå ( , , )n c c1 2 ìîäóëÿðíóþ ôóíêöèþ f ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîëèíîìà íàä êîíå÷íûì ïîëåì GF ( )2 ñ ïîìîùüþ

ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà U â ðàçëè÷íûõ âîçìîæíûõ êîìáè-

íàöèÿõ:

U u n c p c p u n c p c p� � � � �{ [ , ( ), ( )], [ , ( ), ( )], .1 1 2 2 1 1 2 21 1 1 2 ..

..., [ , ( ), ( )], ..., [ , ( ),u n c p c p r u n c p r c p1 1 2 2 2 1 1 1 21� � � � 2 2( )], ...r

..., [ , ( ), ( )]}u n n c p r c p r� � �0 1 1 1 2 2 2 . (3)

Â âîçìîæíûõ êîìáèíàöèÿõ ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ èç U ÷èñëî ìíî-

æèòåëåé, ò.å. ñòåïåíåé íåëèíåéíîñòè, ìîæåò áûòü îò íóëÿ äî ( )n r r0 1 21� .

Êàæäîå òàêîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ýëåìåíòàðíîå.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå i n r r� �{ , ..., ( ) }0 10 1 2 è ðàññìîòðèì

ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ èç (3) â ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèÿõ, ñòåïåíü íåëè-

íåéíîñòè êîòîðûõ ðàâíà i. Ïóñòü â ïðîèçâîëüíî âûáðàííîì ïðîèçâåäåíèè

Ïîëèíîìèàëüíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíîé ðåàêöèè
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äëÿ êàæäîé ïàðû( , )
 � èç ìíîæåñòâàU u c p c p
 � � 
 � � �, { [ , ( ), ( )]|� � �1 1 2 2

�0 1 0, , ..., }n ó÷àñòâóþò ìíîæèòåëè, ÷èñëî êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò m
 �, , ãäå


 �1 1, ..., r , � �1 2, ..., r . Òîãäà äîëæíî áûòü óäîâëåòâîðåíî ñëåäóþùåå ðà-

âåíñòâî:


 �


 �

� �


 �

1 1

1 2r r

m i, .

Ïóñòü

� ( ) { ( , ..., , ..., )| { , ...,, , , ,i m m m m m nr r r k� � �1 1 1 02 1 2
0� �1},

� � � �
� �


1 11 2

1 1

1 2

, , , , },r k r m i
r r


 �


 � ,
(4)

Q i m m( , ) {( , )| ,� 
 � 
 � — êîìïîíåíòà m è m
 �, � 0 ,
 �� �1 11 2, , ,r r }. (5)

Ðàññìîòðåííîå ïðîèçâåäåíèå ñî ñòåïåíüþ íåëèíåéíîñòè i â îáùåì

âèäå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

( , ) ( , )

,

,

,

[ ( ), ( ),

 � �


 �


 �


 �


� ��� 

� �
� � � �

Q i m

m

u n n c p
1

1 1 1 c p2 2� ( )]� . (6)

Ôèêñèðóåì i n r r� �{ , ..., ( ) }1 10 1 2 è m i�� ( ). Äëÿ âñåõ ( , ) ( , )
 � �Q i m
ââåäåì îáîçíà÷åíèå

�1 1 1 11 0( ) { ( ( ),..., ( ))| (, , ,m n n n m n
 � 
 � 
 �
� �� 
� �� 
� � � � ��1) ...	

... ( ) },	 �n m n1 0
� �� 
 � . (7)

Äëÿ âñåõ ( , ) ( , )
 � �Q m i îáðàçóåì èç âåêòîðîâ n
 �, áëî÷íûé âåêòîð n2.

Ìíîæåñòâî âñåõ áëî÷íûõ âåêòîðîâ (íàáîðîâ) n2 îáîçíà÷èì �( , )i m . Î÷å-

âèäíî, ÷òî êàæäîìó n i m2�� ( , ) ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèå âèäà (6).

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ (4), (5), (7), ìîæåì çàïèñàòü f (...) â âèäå ñëå-

äóþùåãî ïîëèíîìà:

f K n
i

n r r

m i n i m
i m(...) [ ]

( )

( ) ( , )

,

( ,

�
�

�

� �

 
 


0

1

2

0 1 2

2� � 
 �) ( , )

,

,

,

[ ( ),
�
� � � �

Q i m

m

u n n c
�


 �


 �


 �


� ���1

� �p c p1 2 2( ), ( )]
 � , GF( )2 . (8)

Â ñëó÷àå i �0 íàáîð m i�� ( ) ñóòü íàáîð íóëåâûõ çíà÷åíèé è ïîýòîìó

âìåñòî K nm0 2, [ ] áóäåì ïèñàòü K 0.
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Ïóñòü i r r n� �{ ,..., ( )}1 11 2 0 è m i�� ( ). Íà îñíîâå íàáîðà m ïîñòðîèì

ìàòðèöó A m m( ) ( ),� 
 � ,
 �� �1 11 2, , ,r r . Óäàëÿÿ íóëåâûå ñòîëáöû è ñòðîêè

ìàòðèöû A m( ), ïîñòðîèì ìàòðèöó B m( ). Îáîçíà÷èì ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû

B m( ) ÷åðåç � �1 2( ) ( )m m� . ßñíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû B m( ) íå ïðå-

âûøàåò ðàçìåðíîñòè ìàòðèöû A m( ), ò.å. �1 1( )m r� , � 2 2( )m r� . Äëÿ âñåõ

ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà � ( )i òàêèì æå ñïîñîáîì ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþ-

ùóþ ìàòðèöó B m( ).

Èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà� ( )i ïîñòðîèì ñïåöèàëüíûå ïîäìíîæåñòâà:

1) ëþáîé ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà � ( )i âõîäèò òîëüêî â îäíî ñïåöèàëü-

íîå ïîäìíîæåñòâî;

2) åñëè äëÿ ýëåìåíòîâ m1 è m2 èç ìíîæåñòâà � ( )i ñîîòâåòñòâóþùèå

ìàòðèöû B m( )1 è B m( )2 ñîâïàäàþò, òî îáà ýëåìåíòà âõîäÿò â îäíî è òî æå

ñïåöèàëüíîå ïîäìíîæåñòâî.

Îáîçíà÷èì � i ÷èñëî ñïåöèàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà� ( )i , à i1-å

ñïåöèàëüíîå ïîäìíîæåñòâî îáîçíà÷èì ��( , )i i1 . Òîãäà

� �� �( , ) ( , )i j i� � ��, j � �;
j

i

i j i
�

�
1

�

�� ��( , ) ( ).

Ðàññìîòðèì êàêîå-ëèáî ïîäìíîæåñòâî��( , )i i1 ìíîæåñòâà� ( )i . Ïóñòü

ýòîìó ïîäìíîæåñòâó ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà B ðàçìåðíîñòüþ � �1 2� :

B m� �( ),
 � , 
 �� �1 11 2, , ,� � . Òîãäà ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ��( , )i i1 ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

m mj
 �� 
 �, ,� � , 
 �� �1 11 2, , ,� � , m� �, �0,

� �{ , , ..., }j j j1 2 1� , � � � ��{ , , ..., }1 2 2� .

ßñíî, ÷òî êàæäîé ïàðå ( , )j � ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà��( , )i i1 .

Çäåñü j j j� ( , ..., )1 1� è � � � �( , ..., )1 2� ÿâëÿþòñÿ íàáîðàìè ñîîòâåòñòâåííî â

L1 1( )� è L2 2( )� , ãäå

L j j j j r1 1 1 1 11 1
1( ) {( ,..., )| ... }� � �� � 	 	 � ,

L r2 2 1 1 22 2
1( ) {( ,..., )| ... }� � �� � 	 	 �� � � � .

(9)

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

F i m m m m m( ) {( , , )| ( ,..., , ..., ),, , ,� �� � � � �1 2 1 1 1 2 1 2


 �


 �

� �


 �

1 1

1 2� �

m i, ;

m n
 �, { ,..., }� �0 10 , 
 �� �1 11 2, , ,� � ; äëÿ âñåõ
 �� 1 1,..., }�
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ñóùåñòâóåò òàêîå � �� 1 2,..., }� , ÷òî m
 �, � 0, è äëÿ âñåõ � �� 1 2,..., }�

ñóùåñòâóåò òàêîå 
 �� 1 1,..., }� , ÷òî m
 �, � 0; � � ��{ ,..., }1 r , � �1 2, }; (10)

Q i m m0 1 2( , , , ) {( , )| ,� � � 
 � 
 � — êîìïîíåíòà m è

m
 �, � 0 ,
 �� �1 11 2, , ,� � }.

Êàæäîìó ( , , ) ( )� �1 2 � �m F i ñîîòâåòñòâóåò ñïåöèàëüíîå ïîäìíîæåñòâî

ìíîæåñòâà � ( )i . Ïóñòü m m m m� ( , ..., , ..., ), , ,1 1 1 2 1 2� � � , n n n2 1 1 1 2
� ( , ..., , ..., , �

..., ),n� �1 2
. Ïðè n m
 � 
 �, ,( )� �1 , ( , ) ( , , , )
 � �Q i m0 1 2� � , 
 �1 1, ,� � �1 2, � ,

ìíîæåñòâî âñåõ áëî÷íûõ âåêòîðîâ (íàáîðîâ) n2 îáîçíà÷èì ÷åðåç

� ( , , )� �1 2 m . Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîé òðîéêå	 �j n, ,� 2 ñîîòâåòñòâóåò ïðî-

èçâåäåíèå âèäà

( , ) ( , , , )

,

,

,

[ ( ),

 � �


 �


 �


 �


� ���
� �
� � �

Q i m

m

u n n c
0 1 2 1

1 1

� �

� �p j c p1 2 2( ), ( )]
 �� ,

ãäå n m2 1 2�� ( , , )� � , ��L2 2( )� , j L� 1 1( )� .

Èñïîëüçóÿ (5), (7), (9), (10), ìîæåì çàïèñàòü (8) â âèäå ñëåäóþùåãî

ïîëèíîìà:

f
i

n r r

m F i j L L

(...)
( )

( , , ) ( ) ( ) (

�
�

�

� � �

 
 


0

10 1 2

1 2 1 1 2� � � � � � �

� �

2 2 1 2

1 2 2

) ( , , )

, , , [ , ]
 

�

�
n m

i mh j n
�

��

� � �
� �
� �

( , ) ( , , , )

,

[ ( ), (

 � � �


 �


� ���
Q i m

m

u n n c p j
0 1 2

1 1 1

� �


 ��), ( )]c p2 2� , GF( )2 .

(11)

Â ñëó÷àå i �0 ÿñíî, ÷òî F i( ) ��, ïîýòîìó h m0 1 2, , , [...]� � çàïèøåì â âèäå h0.

Ïîëèíîìû (8) è (11) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëèíîìû Æåãàëêèíà è,

êðîìå òîãî, ÿâëÿþòñÿ äâóçíà÷íûìè àíàëîãàìè ïîëèíîìà Âîëüòåððû. Òà-

êèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (4), (5), (7), (9), (10).

Òîãäà ïîëíàÿ ðåàêöèÿ 3D-ÍÌÄÑ ñ ôèêñèðîâàííîé ïàìÿòüþ n0 è îãðàíè-

÷åííîé ñâÿçüþ P P P� �1 2, õàðàêòåðèçóåìàÿ ôóíêöèîíàëüíûì ñîîòíîøå-

íèåì (1), ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïîëèíîìà (8) èëè (11).

Èç òåîðåìû (1) âûòåêàåò ñëåäóþùåå.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü 2D-ÍÌÄÑ ñ ôèêñèðîâàííîé ïàìÿòüþ n0 è îãðà-

íè÷åííîé ñâÿçüþ P r�{ ( ), ..., ( )}� �1 ( ( ) ( ) ... ( ))� � �1 2	 	 	 r îïèñûâàþòñÿ

ôóíêöèîíàëüíûì ñîîòíîøåíèåì

y n c G u m c p n n m n[ , ] { [ , ]| ,� � � � �0 p P� }, GF ( )2 . (12)

Ô. Ã. Ôåéçèåâ, Ç. À. Ñàìåäîâà

38 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2011. V. 33. ¹ 2



Òîãäà (12) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïîëèíîìà

y n c h
i

n r

m F i j L n m
i[ , ]

( )

( , ) ( ) ( ) ( , )

,�
�

�

� � �

 
 
 


0

10

2� � �

�

�

, [ , ]m j n2 �

� � �� �
�
�� � �








� � �
� m

u n n c j[ ( ), ( )]1 , GF ( )2 ,
(13)

ãäå

F i m m m m( ) {( , )| ( ,..., ),� �� �1







�

 �

1

�

m i, m n
 � �{ ,..., }1 10 ,


 �1, ,� ��{ ,..., }}1 r ,

L j j j j r( ) {( ,..., )| ... }� � �� � 	 	 �1 11 ,

�1 1 1 11 0 1( ) { ( ( ),..., ( ))| ( ) ...m n n n m n
 
 

� 
� 
�� � � � 	 	 �n m n1 0( ) }
� 
 ,

n n n2 1� � �( ,..., )� ,

à ïðè � �n m
 
��( ), 
 �1, �, ìíîæåñòâî âñåõ áëî÷íûõ âåêòîðîâ (íàáîðîâ) n2

îáîçíà÷åíî � ( , )� m .

Íàõîæäåíèå íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìèàëüíûõ ïðåä-

ñòàâëåíèé äëÿ ïîëíîé ðåàêöèè 3D-ÍÌÄÑ. Ïóñòü ïðè çàäàííûõ çíà÷å-

íèÿõ âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u c p c p[ , , ]� 1 1 2 2� � , n n n� � �0 � , p P1 1� ,

p P2 2� , èçâåñòíû çíà÷åíèÿ âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàéäåì êîýô-

ôèöèåíòû h h j ni m0 21 2
, [ , ], , ,� � �� äëÿ âñåõ n m2 1 2�� ( , , )� � , � �j L, ) ( )� �1 1�

� L2 2( )� , i n r r� �{ ,...,( ) }1 10 1 2 , â ïîëèíîìå (11), ñîîòâåòñòâóþùèå èçâåñòíûì

âõîäíîé è âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì.

×èñëî íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ â ïîëèíîìå (11) ñîñòàâëÿåò 2 0 1 21( )n r r�
.

×èñëî íàáîðîâ çíà÷åíèé u c p c p[ , , ]� 1 1 2 2� � , n n n� � �0 � , p P p P1 1 2 2� �, ,

òàêæå ðàâíî 2 0 1 21( )n r r�
. Ó÷èòûâàÿ ýòî, â ïðàâîé ÷àñòè ïîëèíîìà (11) ìîæíî

ïîëó÷èòü ñèñòåìó íàäGF ( )2 èç2 0 1 21( )n r r�
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé ñ 2 0 1 21( )n r r�
íåèçâåñòíûìè. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû íåèç-

âåñòíûõ â ýòîé ñèñòåìå îáðàçóþòñÿ èç ïðîèçâåäåíèé èçâåñòíûõ çíà÷åíèé

u c p c p[ , , ]� 1 1 2 2� � , n n n� � �0 � , p P p P1 1 2 2� �, .

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Îäíàêî ïðè âîçðàñòàíèè çíà÷åíèé n0, r1 è r2 ðåøèòü ýòó ñèñòåìó èçâåñò-

íûìè ìåòîäàìè, íàïðèìåð ìåòîäîì Êðàìåðà, Ãàóññà è äðóãèìè, î÷åíü

ñëîæíî. Ñòðóêòóðà ïîëó÷åííîé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé òàêî-

âà, ÷òî äëÿ åå ðåøåíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ. Äëÿ

ýòîãî ââåäåì îáîçíà÷åíèå

x u n i c p j c pij� �� � � �[ , ( ), ( )]1 1 2 2 , j r�1 1, , � �1 2, r , i n�0 0, , (14)
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ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïîëó÷èì

y n c c f x x x xr r r[ , , ] ( , ..., , ..., , ...,, , , , , ,1 2 0 1 1 0 1 02 1 2
� n r r0 1 2, , ).

Èç (11) âèäíî, ÷òî

h f0 0 0 0 0� ( , ..., , ..., , ..., ). (15)

Ïîëîæèì

X x i n r j rij� � � �{ | , ..., ; , ..., ; , ..., }� �0 1 10 2 1 . (16)

Ïóñòü x Xi j1 1 1, , � � ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé èç ìíîæåñòâà X,

ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèå 1, à îñòàëüíûå ïåðåìåííûå èç X, ïðèíèìàþò çíà-

÷åíèÿ 0. Â ýòîì ñëó÷àå îáîçíà÷èì ÷åðåç f x i j( ), ,1 1 1
1� � çíà÷åíèå ôóíêöèè

f (...). Ó÷èòûâàÿ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ìíîæåñòâà X, èç (11) ïîëó÷àåì

h j i h f x i j1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
1, , , ( ) , ,[ , , ] ( )� �� � � . (17)

Ñîãëàñíî ñòðóêòóðå óïîìÿíóòûõ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ëåììû.

Ëåììà 1. Ïóñòü x i j1 1 1
1, , � � , t m�1, , à îñòàëüíûå ïåðåìåííûå èç ìíî-

æåñòâà X èìåþò çíà÷åíèå 0. ×åðåç f x t mi j( | , ), ,1 1 1
1 1� � � îáîçíà÷åíî çíà÷å-

íèå f (...). Òîãäà äëÿ h j i im m m, , , ( ) [( ),( ),( ,..., )]1 1 1 1 1� ñïðàâåäëèâî

h j i i f x tm m m i j, , , ( ) , ,[( ),( ),( ,..., )] ( |1 1 1 1 1 1 1 1
1� �� � �1, )m �

�
�

�

�

 

t

m

m
t t

t t

h j i
0

1

1 1 1 1

1( , ..., ) ( )

, , , ( ) [( ),( ),(
� �

��
�

1
2,..., )], ( )i GF

t�
,

(18)

ãäå� t t tm m( ) {( , ..., )| ... }� � 	 	 �� � � �1 11 .

Ëåììà 2. Ïóñòü x i j1 1
1, , � � ,  �1, �, à îñòàëüíûå ïåðåìåííûå èç X

èìåþò çíà÷åíèå 0. ×åðåç f x i j( , ,1 1
1

 � � | �1, �) îáîçíà÷åíî çíà÷åíèå f (...).

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå:

h j j i i� �
���

�

�

, , , ( ,..., ) [( , ..., ), ( ), (( ), ..., (1 1 1 1 1 1� 1 1 1
1 1))] ( | , ), ,

�
� �� ��

�� � � �f x i j �  

�
�

�

�

 

 

  

   0

1

1 1 1

1

�

�
���

( ,..., ) ( )

, , , ( ,..., ) [(
s s Q

sh j
1 1 1 1 2, ..., ),( ),(( ),...,( ))], ( )j i i GFs 

�

 
� �� ��

,
(19)

ãäå Q s s s s   ( ) {( , ..., )| ... }� �� � 	 	 �1 11 .
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Ëåììà 3. Ïóñòü x i j1 1
1, , � �
� , � �1, �, à îñòàëüíûå ïåðåìåííûå èç X èìåþò

çíà÷åíèå 0. ×åðåç f x i j( , ,1 1
1� �
� |� �1, �) îáîçíà÷åíî çíà÷åíèå f (...). Òîãäà

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

h j i i� �
���

�

�

, , , ( ,..., ) [( ),( ,..., ),(( ),...,(1 1 1 1 1 1� � 1 1 1
1 1))] ( | , ), ,

�
� �� ��

�� � � �f x i j � �
�

�
�

�

�

 

� � �

� �

� � �0

1

1 1 1 1

1

�

�
���

( ,..., ) ( )

, , , ( ,..., ) [(
N

h j ),( ,..., ),(( ),...,( ))], ( )� �� �

�

�1 1 1 2i i GF
� �� ��

, (20)

ãäå N � � �� � � �( ) {( ,..., )| ... }� �� � 	 	 �1 11 .

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî x i jt ��  ��, , , � 1, t m�1, , � ,  �1 1, � , � �1 2, � , à

îñòàëüíûå ïåðåìåííûå èç X èìåþò çíà÷åíèå 0. Â ýòîì ñëó÷àå f (...) îáî-

çíà÷èì ÷åðåç f x i jt
( |

, , , ��  ��
�1 t m�1, , � ,  �1 1, � , � �1 2, � ). Ïóñòü

s m*
,�

� �



 �

 �

1 1

1 2� �

.

Ó÷òåì çíà÷åíèå x ij� , i n�0 0, , j r�1 1, , � �1 2, r , â (11). Òîãäà ïîñëå óäàëåíèÿ

íóëåâûõ ñëàãàåìûõ èç (11) ïîëó÷èì

f x i jt
( |

, , , ��  ��
�1 t m�1, , � ,  �1 1, � , � �1 2, � ) =

�
� � � � ��

 
 
 

k

s

F m k s Q N0 1 1 2 1 2

*

( , ) ( , , , ) ( ) ( ) ��! � � �� � � � � ( , , )

, , , [ ( ), ( ), ( )]
!  ��

 � ! � � �
m

kh j s i
 � �1 1 1

�
� �
� �

( , ) ( , , )

, ,

,

, , ,
, ( )


 �  � !

!

�


 �


 � �
 �� 
 ��
" t

i jx GF
t s

1

2 . (21)

Çäåñü

F m k1 1 2 1 21 1( , , , ) {( , )| { ,..., }, { ,..., },� � � �� � � �� !  � ! � ( ,..., , ..., ),, , ,! ! !�  �1 1 1




 

�

�


 �!
� �


 �

1 1

, k; !
 � �
 �, ,{ ,..., }� 0 ms , 
  � �� �1 1, , , , ( , ) ( , , , )}
 � �Q i m0 1 2� � ,

Q s s s s   ( ) {( ,..., )| ... }� �1 1 1 11� � 	 	 � , N � � �� � � �( ) {( ,..., )| ... }� �2 1 1 21� � 	 	 � ,

j s j j js s s( ) ( , ,..., )�
1 2  

, � � � � �� � ��
( ) ( , ,..., )�

1 2
,

� �( , , ) ( )
, ,!  � �




 

�

�

! �
 � 
 �
m X X ms� �

� �1 1
,
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� � � ��! � 
 � 
 �� 
 ��! 
 �
 � 
 � 
 �
� � � �

, ,
( ) { ( ,..., )|, , , , ,ms 1 1 � 
 ��! ��


 � 
 �1 	 	 �... }, ,,
ms ,

i i i1 1
( ) ( ,..., ), , , , ,, , , , ,
�
 � 
 � � 
 � �
 � 
 � !
 �

� , � � �i i i i1 1 1 1 1 1 1( ) ( ( ),..., ( ),..., ( )), , ,� � � ��  � ,

" ( , ) {( , )| , �� ! 
 � !
 �� — êîìïîíåíòà ! è !
 �, � 0 ,
  � �� �1 1, , , }.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x i jt ��  ��, , , � 1 ïðè t m�1, , � ,  �1 1, � , � �1 2, � , èç (21)

ïîëó÷àåì

f x i jt
( |

, , , ��  ��
�1 t m�1, , � ,  �1 1, � , � �1 2, � ) =

�
� � � � ��

 
 
 

k

s

F m k s Q N0 1 1 2 1 2

*

( , ) ( , , , ) ( ) ( ) ��! � � �� � � � � ( , , )

, , , [ ( ), ( ), ( )],
!  ��

 � ! �� � �
m

kh j s i
 � �1 1

GF ( )2 . (22)

Â ñëó÷àå k s� * ìíîæåñòâî F m k1 1 2( , , , )� � ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ

òðîéêó ( , ) �� ! . Ïðè ýòîì  � �1, � � � 2, !
 � 
 �, ,�m ,� �
� �1 12 1, ,� � . Êðîìå

òîãî, Q� �
1 1( ) è N � �

2 2( ) òàêæå èìåþò åäèíñòâåííûå ýëåìåíòû è ýòè ýëå-

ìåíòû åñòü ñîîòâåòñòâåííî ( , ..., ) ( , ..., )s s1 11 � � è ( , ..., ) ( , ..., )� ��1 21� � , à

ìíîæåñòâî ��! 
 �
 �,
( ),m èìååò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò � �
 � 
 ��, ,( , ...� 1

..., ) ( , ..., ), ,,
�
 ��! 
 �
 �

� 1 m . Ñëåäîâàòåëüíî,

� ( , , ) {( , ..., ), ...,( , ..., ), ,!  � � 
 � 
 �m m m� 1 1

1 2� �
� ����� �����

},

i i i
m1 1( ) ( ,..., ), , , , , , , ,

�
 � 
 � 
 � �
 � 
 �
� .

Ïîýòîìó ôîðìóëû (22) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

f x i jt
( |

, , , ��  ��
�1 t m�1, , � ,  �1 1, � , � �1 2, � ) =

� h j j
s m m*

, ,, ( ,..., )
[( ,..., ), ( ,...,

� � � �
� �1 2 1 1 1 2

11 1� �
2
),

( ,..., , ..., , ...,, , , , , , , ,, ,
i i i im m m1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 2� � �� � �1 2,

)]�

�
�

�

� � � �


 
 
 

k

s

F m k s Q N0

1

1 1 2 1 2

*

( , ) ( , , , ) ( ) ( ) ��! � �� � � � � !  ��

 � ! �� � �
�

 � �

� ( , , )

, , , [ ( ), ( ), ( )],
m

kh j s i1 1

GF( )2 ,

èëè

h j j
s m m*

, ,, , ( ,..., )
[( ,..., ),( ,...,

� � � �
� �1 2 1 1 1 2

11 1� �
2
),

( ,..., , ..., , ...,, , , , , , , ,, ,
i i i im m m1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 2� � �� � �1 2,

)] �
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� �f x i jt
( |

, , , ��  ��
1 t m�1, , � ,  �1 1, � , � �1 2, � ) +

�
�

�

� � � �


 
 
 

k

s

F m k s Q N0

1

1 1 2 1 2

*

( , ) ( , , , ) ( ) ( ) ��! � �� � � � � !  ��

 � ! �� � �
�

 � �

� ( , , )

, , , [ ( ), ( ), ( )],
m

kh j s i1 1

GF( )2 . (23)

Â ñëó÷àå � 2 1� , m , �2
1� ,  �1 1,� , ôîðìóëà (23) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó (19),

â ñëó÷àå �1 1� , m�1
1, � � , � �1 2,� , — ê âèäó (20), à â ñëó÷àå �1 1� , � 2 1� — ê

âèäó (18). Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà (23) ñîâìåñòíî ñ ôîðìóëàìè (15), (17) —

(20) îáðàçóþò ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýô-

ôèöèåíòîâ ïîëèíîìà (11).

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü çíà÷åíèå x ij� îïðåäåëÿåòñÿ ïî (14), à ìíîæåñòâî X —

ïî (16). Ïóñòü

x i jt ��  ��, , , �1, t m�1, , � ,  �1 1, � , � �1 2, � , (24)

ãäå

0 0� �i nt ��, , 1 1� �j r , 1 2� �� � r , 1 10� � �m n �� , 1 1 1� �� r , 1 2 2� �� r ,

à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X, íå óêàçàííûå â îïðåäåëåíèè (24), èìåþò

çíà÷åíèÿ 0. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà (11)

ñïðàâåäëèâî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (23) ñ ó÷åòîì (15), (17) — (20).

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2, ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ñîîòíîøåíèÿ (7), (9)—(11). Ïóñòü

n m2 1 2�� ( , , )� � , j L� 1 1( )� , ��L2 2( )� , ( , , ) ( )� �1 2 m F i� , i n r r� �{ ,...,( ) },1 10 1 2

è îíè ïðîèçâîëüíûå. Òîãäà äëÿ h j ni m, , , [ , ]� �1 2 2�� ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

ñîîòíîøåíèå:

h j ni m, , , [ , ]� �1 2 2�� �

� � � � � �f u n n c p j c p( [ ( ), ( ), ( )] | ,, ,1 1 1 2 2 1 1
� ��� � �
 � 
 � 
 � m
 �, ,

� �1 2, � ,
 �1 1, � ) +

�
�

�

� � � �


 
 
 

k

i

F m k s Q N0

1

1 1 2 1 2( , ) ( , , , ) ( ) ( ) ��! � � �� � � � �

 �

� ( , , )

, , , [ ( ), ( ), ( )],
!  ��

 � ! � � �
m

kh j s n3

GF ( )2 . (25)

Çäåñü

n n n n n3 2 1 1 2 1 2 1( ) ( ), ..., )),...,( ), ...,, , ,� �� �� �� ���  2�� �, ))),

n n n2 1 1 1�� 
 � � 
 � �
 � 
 �� 
 ��!
 �, , ,) ( ( , , ),..., ( , , ))
,

� .
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Ïåðåïèøåì ôîðìóëû (17) — (20) ñ ó÷åòîì (14), ïîñëå ÷åãî îíè ïðèìóò

ñëåäóþùèé âèä:

h j n1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, , , ( ) [( ),( ),( ( , , ))]� �

� � � � � �h f u n n c p j c p0 1 1 1 1 2 2 11 1 1 1( [ ( ), ( ), ( )]� � � ), GF( )2 , (26)

h j n n ti i, , , ( ) [( ),( ),( ( , , ),..., ( , , ))]1 1 1 1 1 11 1 1 1 1� �

� � � � � � �f u n n t c p j c p t i( [ ( ), ( ), ( )] | , )1 1 1 1 2 2 11 1 1 1� � �

�
�

�

�

 

k

i

i
k k

k k

h j n
0

1

1 1 1 1 1

�� ��

�
,..., ) ( )

, , , ( ) [( ),( ),(
�

( , , ), ..., ( , , ))],1 1 1 11 1� �n k GF( )2 ,
(27)

h j j ni i i

i

, , , ( ,..., ) [( , ..., ),( ),(( ( , , ))1 1 1 1 1 1 1 1 1
���

� , ..., ( ( , , )))]n
i

1 1 1 1
� ����� �����

�

� � � � � � �f u n n c p j c p t it( [ ( ), ( ), ( )] | , )1 1 1 2 2 11 1 1 1 1� � �

�
�

�

�

 

k

i

s s Q i
k k s

k k k

h j
0

1

1 1 1

� � ,..., ) ( )

, , , ( ,..., ) [(
��� 1 1 1 11 1 1 1 1 1,..., ),( ),(( ( , , )),...,( ( , , ))j n ns

k
k

�
� ����� �����

)],

GF( )2 . (28)

h j ni i i

i

, , , ( ,..., ) [( ),( ,..., ),(( ( , , ))1 1 1 1 1 1 1 1 1
���

� � , ...,( ( , , )))]n
i

1 1 1 1
� ����� �����

�

� � � � � � �f u n n c p j c p t it( [ ( ), ( ), ( )] | , )1 1 1 1 2 21 1 1 1 1� � �

�
�

�

�

 

k

i

N k
k k

k i k

h j
0

1

1 1 1 1

�� �� ,..., ) ( )

, , , ( ,..., ) [(
���

),( , ..., ),(( ( , , )),...,( ( , , ))� �� �1 1 1111 111
k

n n
k

� ���� ����
)],GF( )2 .

(29)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìèàëüíûõ

ïðåäñòàâëåíèé (11) ôîðìóëà (25) ñîâìåñòíî ñ ôîðìóëàìè (15), (26)—(29)

îáðàçóþò ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ.

Íàõîæäåíèå íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìèàëüíûõ ïðåä-

ñòàâëåíèé äëÿ ïîëíîé ðåàêöèè 2D-ÍÌÄÑ. Àíàëîãè÷íî îïèñàííîìó

âûøå íàõîäèì ôîðìóëû äëÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìèàëüíûõ

ïðåäñòàâëåíèé ïîëíîé ðåàêöèè 2D-ÍÌÄÑ (13). ßñíî, ÷òî h f0 0 0 0� ( ,..., , ..., ).

Íà îñíîâå (26) ïîëó÷èì

h j i h f u n i c j1 1 1 1 1 0 1 1 1, , ( ) [( ),( )] ( [ , ( )] )� � � � �� ,
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à íà îñíîâå (27) è (28) — ñîîòâåòñòâåííî

h j i im m m, , ( ) [( ),( ,..., )]1 1 1 � f u n i c j t mt( [ , ( )] | , )� � � � �� 1 1 1

�
�

�

�

 

t

m

m
t t

t t

h j i i
0

1

1 1 1

�� �

�

� ,..., ) ( )

, , ( ) [( ),( ,...,
�

�t
)], GF ( )2 ,

è

h j j i i� �
���

�

��

� �� �, , ( ,..., ) [( ,..., ),(( ),...,( )1 1 1 1 1�
)]� f u n i c j( [ , ( )] | , )� � � � �1 1 1�   �

�
�

�

�

 

 �

  

�    0

1

1 1 1

�

�
���

s s Q

h j
,..., ) ( )

, , ( ,..., ) [( ,..., ),...,(( ),...,( ))],j i i 

 

1 1� �� ��
GF ( )2 ,

ãäå � t t tm m( ) {( , ..., )| ... }� � 	 	 �� � � �1 11 , Q s s s  ( ) {( , ..., )| ...� � � 	1 11

... }	 �s � .

Ïóñòü çàäàíî n m2��( , )� , j L� ( )� , ( , ) ( )� m F i� , i n r� �{ , ..., ( ) }1 10 . Ââå-

äåì îáîçíà÷åíèÿ:

Q s s s s   ( ) {( ,..., )| ... }� �� � 	 	 �1 11 , j s j js s1 1
( ) ( , ..., )�

 
,

F m k k1 1 1( , , ) {( , )| { , ..., }, ...� � � � � � ! ! ! ! ! !  , !
 

� ( ,..., }0 ms , 
  �1, ,

 �{ , ..., }1 � , { , ..., } ( )}s s Q1   � � ,

� � � � 	 	 ��! 
 
 
 ! 
 
 !
 
 
 

� � � � �( ) { ( ,..., )| ..., , , ,m ms s1 11



},

� �( , ) ( )!



 

!
 

m X ms� �

�1
.

(30)

Èç òåîðåìû 3 âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ñîîòíîøåíèÿ (8), n m2�� ( , )� ,

j L� ( )� , ( , ) ( )� m F i� , i n r� �{ , ..., ( ) }1 10 , è ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ (30). Òîãäà

ñïðàâåäëèâî cîîòíîøåíèå

h j ni m, , [ , ]� 2 � f u n n t c j t m( [ ( ), ( )]) | , , , )� � � � � �1 1 1 1
� � 

 
 �

�
�

�

� � ��

 
 
 

k

i

F m k s Q m
kh j

0

1

1( , ) ( , , ) ( ) ( , )

, , [
 ! � !

 !

 � � �

( ), ( )],s n3 �� GF( )2 , (31)

ãäå n n n3 2 1 2( ) ( ), ..., ))� �� �� �� , n n n2 1 1 1�� 
 � 
 �
 
 
 !

) ( ( , ), ..., ( , )), ,� ,


  �1, .
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Ïðèìåð. Ïóñòü â (12) P �{ , }0 1 , n0 1� , r �2. Òîãäà ( )n r0 1 4� � . Äëÿ

y n c f u n c u n c u n c u n c[ , ] ( [ , ], [ , ], [ , ], [ , ])� � � � �1 1 1 1 çàïèøåì ïîëèíîìèàëü-

íîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå (13). Ïðåäñòàâèì ýëåìåíòû ìíîæåñòâ F i( ) è

� ( , )� m ïðè i �0 1 4, , ..., .

1. Â ñëó÷àå i �1 F ( ) {( ,( ))}1 1 1� ò.å. � �1, m1 1� . Ïðè ýòîì

L( ) {( ),( )}1 1 2� , �1 1 11 1 1 0 1 1 1( ) {( ( , ) ), ( ( , ) )}� � �n n , � ( , ( )) {( ), ( )}1 1 0 1� .

Ýòîìó ñëó÷àþ ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå ñëàãàåìûå:

S h u n c1 1 1 1 1 0� , , ( ) [( ),( )] [ , ], S h u n c2 1 1 1 1 1 1� �, , ( ) [( ),( )] [ , ] ,
(32)

S h u n c3 1 1 1 2 0 1� �, , ( ) [( ),( )] [ , ], S h u n c4 1 1 1 2 1 1 1� � �, , ( ) [( ),( )] [ , ] .

2. Â ñëó÷àå i �2 F( ) {( ,( )),( ,( , ))}2 1 2 2 1 1� .

à) ( , ) ( ,( ))� m � 1 2 . Ïðè ýòîì

L( ) {( ),( )}1 1 2� , �1 1 12 1 1 1 2 0 1( ) {( ( , ),( ( , ))} {( , )}� �n n , � ( ,( )) {( ),( )}1 2 0 1� . (33)

Ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå:

S h u n c u n c5 2 1 2 1 0 1 1� �, , ( ) [( ),( , )] [ , ] [ , ],
(34)

S h u n c u n c6 2 1 2 2 0 1 1 1 1� � � �, , ( ) [( ),( , )] [ , ] [ , ] .

á) ( , ) ( ,( , ))� m � 2 1 1 . Ïðè ýòîì

L( ) {( , )}2 1 2� , �1 1 0 1( ) {( ),( )}� , �( ,( , )) {(( ),( )),(( ),( )),(( ),( )),(( ),( )2 1 1 0 0 0 1 1 0 1 1� )}.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå:

S h u n c u n c7 2 2 1 1 1 2 0 0 1� �, , ( , ) [( , ),(( ),( ))] [ , ] [ , ],

S h u n c u n c8 2 2 1 1 1 2 0 1 1 1� � �, , ( , ) [( , ),(( ),( )] [ , ] [ , ],
(35)

S h u n c u n c9 2 2 1 1 1 2 1 0 1 1� � �, , ( , ) [( , ),(( ),( ))] [ , ] [ , ] ,

S h u n c u n c10 2 2 1 1 1 2 1 1 1 1 1� � � �, , ( , ) [( , ),(( ),( ))] [ , ] [ , ] .

3. Â ñëó÷àå i �3 F ( ) {( ,( , )),( ,( , ))}3 2 1 2 2 2 1� .

à) ( , ) ( ,( , ))� m � 2 1 2 . Ïðè ýòîì

L( ) {( , )}2 1 2� , �1 1 0 1( ) {( ),( )}� , ��( ) {( , )}2 0 1� ,

� ( ,( , )) {(( ),( , )),(( ),( , ))}.2 1 2 0 0 1 1 0 1�

Ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå:

S h u n c u n c u n11 3 2 1 2 1 2 0 0 1 1� �, , ( , ) [( , ),(( ),( , ))] [ , ] [ , ] [ � �1 1, ]c ,
(36)

S h u n c u n c u12 3 2 1 2 1 2 1 0 1 1 1� � �, , ( , ) [( , ),(( ),( , ))] [ , ] [ , ] [ , ]n c� �1 1 .
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á) ( , ) ( ,( , ))� m � 2 2 1 . Ïðè ýòîì

L( ) {( , )}2 1 2� , ��( ) {( , )}2 0 1� , �1 1 0 1( ) {( ),( )}� ,

� ( ,( , )) {(( , ),( )),(( , ),( ))}2 2 1 0 1 0 0 1 1� .

Ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå:

S h u n c u n c u n13 3 2 2 1 1 2 0 1 0 1� �, , ( , ) [( , ),(( , ),( ))] [ , ] [ , ] [ , ]c�1 ,

S h u n c u n c u n14 3 2 2 1 1 2 0 1 1 1� �, , ( , ) [( , ),(( , ),( ))] [ , ] [ , ] [ � �1 1, ]c .
(37)

4. Â ñëó÷àå i � 4 F ( ) {( ,( , ))}4 2 2 2� . Ïðè ýòîì

L( ) {( , )}2 1 2� , � �1 21 1 0 1( ) ( ) {( , )}� � , �( ,( , )) {(( , ),( , ))}2 2 2 0 1 0 1� .

Ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå:

S h u n c u n c u15 4 2 2 2 1 2 0 1 0 1 1� �, , ( , ) [( , ),(( , ),( , ))] [ , ] [ , ] [ , ] [ , ]n c u n c� � �1 1 1 . .(38)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

y n c h S S S S S S S S S S( , ) � � � � � � � � � � � �0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

� � � � �S S S S S11 12 13 14 15, GF( )2 , (39)

ãäå S i , i �1 15, , îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (32)—(38), à h GF0 2� ( ).

Òåïåðü ðàññìîòðèì íàõîæäåíèå êàêîãî-ëèáî êîýôôèöèåíòà â (39),

íàïðèìåð h3 2 2 1 1 2 0 1 0, , ( , ) [( , ),(( , ),( ))], ïðè èçâåñòíûõ çíà÷åíèÿõ âõîäíîé è

âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

ßñíî, ÷òî h3 2 2 1 1 2 0 1 0, , ( , ) [( , ),(( , ),( ))]ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ñëàãàåìîãî

u n c u n c u n c[ , ] [ , ] [ , ]� �1 1 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç f u n c u n c u n c( [ , ], [ , ], [ , ] )� � �1 1 1

çíà÷åíèå f u n c u n c u n c u n c( [ , ], [ , ], [ , ], [ , ])� � � �1 1 1 1 ïðè u n c u n c[ , ] [ , ]� � �1

� � �u n c[ , ] ,1 1 u n c[ , ]� � �1 1 0. Â ýòîì ñëó÷àå i �3, � �2, m m m� �( , ) ( , )1 2 2 1 ,

( , ) ( , )j j1 2 2 1� , � �n n1 1 1 1( ( , ),n1 1 2 0 1( , )) ( , )� , � � �n n2 1 2 1 0( ( , )) ( ).

1. Â ñëó÷àå k �1 F1 2 2 1 1 1 1( ,( , )) ) {( ,( ))}� , ò.å.  �1, !1 1� ; s s� ( )1 ;

( ) ( )s Q1 1 2� , ò.å. s1 1� èëè s1 2� .

à) Ïðè s1 1�

j js1 1� , � � � � � ��! � � �
1 1 1 1 1 1 11 2 1 2( ) { ( )| } {( ),( )}, ,ms ,� ( , ) {( ),( )}! m � 1 2 ,

n n n3 2 1 1 1 11( ) ( )) ( , )),� � �� �� � � , n1 1 11 0 1� �, ) { , }, � .

�à ) Ïðè�1 1 1, � n1 1 11 0� �, ), � . Ýòîìó ñëó÷àþ ñîîòâåòñòâóåò h1 1 1 1 0, , ( ) [( ),( )].
��à ) Ïðè�1 1 2, � n1 1 11 1� �, ), � . Ýòîìó ñëó÷àþ ñîîòâåòñòâóåò h1 1 1 1 1, , ( ) [( ),( )].
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á) Ïðè s1 2� j js1 2� , � � � � � ��! � � �
1 1 1 1 1 1 11 1 1( ) { ( )| } {( )}, ,ms ,

� ( , ) {( )}! m � 1 , ò.å. �1 1 1, � . Ïðè ýòîì n n n j3 2 1 1 1 1( ) ( )) ( , )),,� � �� �� � �#

n j1 1 1 1� �# , ), � . Ýòîìó ñëó÷àþ ñîîòâåòñòâóåò h1 1 1 2 0, , ( ) [( ),( )] .

2. Â ñëó÷àå k �2 F1 2 2 1 2 1 2 2 1 1( ,( , )), ) {( ,( )),( ,( , ))}� .

à) Ïðè  � 1, ! � ( )2

s s Q� � �( ) ( ) ( )1 11 2 ;� �( , ) ( ) {! �!m ms� � �
1 1 1 � �( , )} {( , )}, ,� �1 1 1 2 1 2 .

Ïðè ýòîì n n n j3 2 1 1 1 2 1 1 1( ) ( , )) ( , ),, ,� � �� �� � � n j1 1 2 0 1� , )) ( , )� . Ýòîìó

ñëó÷àþ ñîîòâåòñòâóåò h2 1 2 1 0 1, , ( ) [( ),( , )].

á) Ïðè  �2, ! ! !�� �( , ) ( , )2 1 1

s s s� �( , ) ( , )1 1 2 ; � � � �( , ) (( , ), ( , )) ( ) ( )! ! !m m m� � � � �1 1 2 1
1 21 2 ,

� � � � � � �� �! � � �
1 1 1 1 1 1 1 12 1( ) ( ) { ( )|, ,m 2 1 2} {( ),( )}� ,

� � � � � � � �� �! � � �
2 2 1 2 2 1 1 11 1 1 1( ) ( ) { ( )| } {( )}, ,m .

�á ) Ïðè�1 1 1, � ,� 2 1 1, �

n n1 1 1 11 1 1 0� � �, ) , ), � � , n n1 2 1 12 2 1 0� � �, ) , ), � � .

Ýòîìó ñëó÷àþ ñîîòâåòñòâóåò h2 2 1 1 1 2 0 0, , ( , ) [( , ), (( ), ( ))].
��á ) Ïðè�1 1 2, � ,� 2 1 1, �

n n1 1 1 11 1 2 1� � �, ) , ), � � , n1 2 12� �, ), � �n1 2 1 0� , ) .

Ýòîìó ñëó÷àþ ñîîòâåòñòâóåò h2 2 1 1 1 2 1 0, , ( , ) [( , ), (( ), ( ))] .

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå (31) ïîëó÷àåì

h f u n c u n c u3 2 2 1 1 2 0 1 0 1, , ( , ) [( , ), (( , ), ( ))] ( [ , ], [ , ], [� � n c, ] )� � �1 1

� � �h h h1 1 1 1 1 1 1 1 11 0 1 1 2, , ( ) , , ( ) , , ( )[( ), ( )] [( ), ( )] [( ), ( )] [( ), ( , )], , ( )0 1 0 12 1 2� �h

� �h h2 2 1 1 2 2 1 11 2 0 0 1 2 1, , ( , ) , , ( , )[( , ), (( ), ( ))] [( , ), (( ), ( ))], ( )0 2GF .

Âûâîäû

Äâóçíà÷íûé àíàëîã ïîëèíîìà Âîëüòåððû â âèäå (8) èëè (11) ÿâëÿåòñÿ

îáùèì óðàâíåíèåì äëÿ 3D-ÍÌÄÑ ñ ôèêñèðîâàííîé ïàìÿòüþ n0 è îãðà-

íè÷åííîé ñâÿçüþ P P P� �1 2. Ïîëó÷åííîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ

íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìèàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ìîæåò áûòü

èñïîëüçîâàíî ïðè ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ è ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ
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äëÿ àâòîìàòèçèðîâàííîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ.

Äâóçíà÷íûé àíàëîã ïîëèíîìà Âîëüòåððû â âèäå (11) ìîæåò áûòü èñ-

ïîëüçîâàí ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ 3D-ÍÌÄÑ, ïîñòàíîâêå è

ðåøåíèè êâàäðàòè÷íî-îïòèìèçàöèîííûõ èëè äðóãèõ ðàçëè÷íûõ ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ çàäà÷ äëÿ 3D-ÍÌÄÑ. Â ÷àñòíîñòè, 3D-ÍÌÄÑ,

çàäàííûå óðàâíåíèåì (11), ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ìîäåëèðîâàíèè

òðåõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ íåïðåðûâíûõ èëè äèñêðåòíûõ îáúåêòîâ, îïèñû-

âàåìûõ óðàâíåíèÿìè ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè èëè êîíå÷íî-ðàçíîñò-

íûìè óðàâíåíèÿìè.

The problem of analytical description of full reaction of 3D-nonlinear modular system in the form
of two valued analogue of Volterra’s polynomial and definition of unknown coefficients of this
polynomial under certain values of input and output sequences of the system is considered in the
work.
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èíôîðìàòèêè.
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