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The article considers theorems which are useful for the mathematical and computer modeling

of the covering problems of a compact canonical multiconnected polygonal set with a finite

family of convex polygons. Based on peculiarities of a rectangular cover, theorems concerning

a partition of the translation vector space and an upper bound of the number of local extrema

of the Γ-function are formulated.

Основой математического моделирования задач геометрического проектирования (зада-
чи покрытия [1] и упаковки [2]) является аналитическое описание отношений точечных
множеств в евклидовых пространствах. С этой целью используется метод Φ-функций [3–
5]. Однако при математическом моделировании отношений двумерных ϕ-объектов [3], по
крайней мере один из которых получен в результате пересечения базовых двухсвязных
ϕ-объектов, возникает необходимость построения Φ-функций в виде композиций Φ-функ-
ций базовых объектов [4]. Конструктивным средством аналитического описания отноше-
ний области покрытия и семейства покрывающих объектов является Γ-функция [6]. Вид
Γ-функции зависит от пространственных форм и метрических характеристик покрываю-
щих объектов. В этой связи актуальны исследования такой зависимости для конечного се-
мейства покрывающих прямоугольников, имеющих не обязательно различные метрические
характеристики.

Пусть имеется компактное многосвязное каноническое многоугольное множество Ω ⊂

⊂ R2 и множество P =
τ⋃

s=1
Ps ⊂ R2, где R2 — двухмерное арифметическое евклидово

пространство; Ps =
ns⋃
i=1

Psi, ns 6 n, Psi — выпуклый многоугольник; τ — число компонент

связности множества P . Пусть H =
τ⋂

s=1
Hs, Hs = R2 \ int Ps, int Ps — внутренность Ps. При

этом Hs =
λs⋃

j=1
Csj , где Csj — выпуклое, многоугольное, канонически замкнутое, в общем

случае неограниченное множество.
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В дальнейшем, множество T ⊂ R2, транслированное на вектор w ∈ R2, обозначим T (w).
Теорема 1. Пусть H(w) = R2 \ intP (w) и Φsj(w + wsj, v) — Φ-функция множеств

Csj(w + wsj) и Ω(v), wsj = const, v ∈ R2, j = 1, 2, . . . , λ, s = 1, 2, . . . , τ , тогда функция

Φ(w, v) = max
s=1,...,τ

min
j=1,...,λ

Φsj(w + wsj , v) (1)

является Φ-функцией множеств H(w) и Ω(v).
Пусть имеется семейство Λ = {Pi(ui), i ∈ In = {1, 2, . . . , n}} выпуклых многоугольников

Pi(ui), i ∈ In.
Как известно [6], семейство Λ при ui = const, i ∈ In, является покрытием области Ω(v),

если любая точка z ∈ Ω(v) принадлежит хотя бы одному из Pi(ui), i ∈ In, т. е. выполняется
условие

Ω(v) ⊆ P (w) или Ω(v)
⋂

int H(w) = ∅. (2)

Теорема 2. Если Φ(w, v) — Φ-функция множеств H(w) и Ω(v) вида (1), то

Φ(w, v) > 0 (3)

является критерием покрытия (2) множества Ω(v) семейством Λ.
Замечание. Соотношение (3) можно рассматривать также в качестве условия трансля-

ционного включения (2) при w = const или условия взаимного непересечения множеств
H(w) и Ω(v) в задачах упаковки.

Теорема 3. Пусть Ω =
K⋃

k=1

Ωk, Ωk = conv{ωkj = (x̃kj, ỹkj), j ∈ Imk
}, а Λ — семейство

прямоугольников Pi(ui) = {(x, y) ∈ R2,−ai 6 x−xi 6 ai,−bi 6 y−yi 6 bi}, ui = const, i ∈ In,
и выполняются условия теоремы (1). Тогда справедлива оценка сложности вычисления
Φ-функции (1) для множеств H(w) и Ω(v)

ν = max
l=1,...,4

ξl,

где

ξ1 = 4Kn, ξ2 =
K∑

k=1

(nmk + 8n − mk − 4), ξ3 =
K∑

k=1

(2nmk + 12n − 3mk − 14),

ξ4 =





K∑

k=1

(
1

4
n2mk + nmk + n2 + 8n − 2mk − 12

)
, если n = 2t, t ∈ N,

K∑

k=1

(
1

4
n2mk + nmk + n2 + 8n −

13

4
mk − 19

)
, если n = 2t + 1, t ∈ N.

Теорема 4. Пусть имеется Pi(ui) = {(x, y) ∈ R2,−ai 6 x − xi 6 ai,−bi 6 y − yi 6 bi}
и Pj(uj) = {(x, y) ∈ R2,−aj 6 x − xj 6 aj,−bj 6 y − yj 6 bj}, uij = (ui, uj) ∈ R4, i 6= j.
Тогда разбиение пространства R4 имеет вид

1) R4 =
11⋃

q=1,q 6=2

R
q
ij или R4 =

10⋃
q=1

R
q
ij , если ai 6= aj и bi 6= bj , где

R1
ij = {uij ∈ R4 : Φij(uij) > 0},

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2008, №9 49



R2
ij = {uij ∈ R4 : ft(uij) > 0, ai > aj, bi < bj , t = 1, . . . , 4},

R3
ij = {uij ∈ R4 : ft(uij) > 0, t = 3, 4, ft(uij) > 0, t = 2, 9},

R4
ij = {uij ∈ R4 : ft(uij) > 0, t = 1, 2, ft(uij) > 0, t = 8, 11},

R5
ij = {uij ∈ R4 : ft(uij) > 0, t = 3, 4, ft(uij) > 0, t = 5, 10},

R6
ij = {uij ∈ R4 : ft(uij) > 0, t = 1, 2, ft(uij) > 0, t = 7, 12},

R7
ij = {uij ∈ R4 : ft(uij) > 0, t = 6, 8, 9, 11},

R8
ij = {uij ∈ R4 : ft(uij) > 0, t = 6, 7, 9, 12},

R9
ij = {uij ∈ R4 : ft(uij) > 0, t = 5, 7, 10, 12},

R10
ij = {uij ∈ R4 : ft(uij) > 0, t = 5, 8, 10, 11},

R11
ij = {uij ∈ R4 : ft(uij) > 0, ai < aj, bi < bj , t = 1, . . . , 4},

R
q
ij = intR

q
ij , q = 1, 2(11), R

q
ij = cl Rq

ij , q = 7, 8, 9, 10,

R
q
ij 6= intR

q
ij , R

q
ij 6= cl Rq

ij , q = 3, 4, 5, 6, в пространстве R4;

2) R4 =
⋃

q=1,3,5,7,8,9,10
R

q
ij , если ai = aj и bi 6= bj , где

R1
ij = {uij ∈ R4 : Φij(uij) > 0},

R3
ij = {uij ∈ R4 : ft(uij) > 0, t = 3, 4, ft(uij) > 0, t = 2, 9},

R5
ij = {uij ∈ R4 : ft(uij) > 0, t = 3, 4, ft(uij) > 0, t = 5, 10},

R7
ij = {uij ∈ R4 : ft(uij) > 0, t = 6, 8, 9, 11},

R8
ij = {uij ∈ R4 : ft(uij) > 0, t = 9, ft(uij) > 0, t = 6, 7, 12},

R9
ij = {uij ∈ R4 : ft(uij) > 0, t = 5, 7, 10, 12},

R10
ij = {uij ∈ R4 : ft(uij) > 0, t = 10, ft(uij) > 0, t = 5, 8, 11},

R1
ij = intR1

ij , R
q
ij = cl Rq

ij , q = 7, 9,

R
q
ij 6= intR

q
ij , R

q
ij 6= cl Rq

ij , q = 3, 5, 8, 10, в пространстве R4;

3) R4 =
⋃

q=1,4,6,7,8,9,10
R

q
ij , если ai 6= aj и bi = bj , где

R1
ij = {uij ∈ R4 : Φij(uij) > 0},

R4
ij = {uij ∈ R4 : ft(uij) > 0, t = 1, 2, ft(uij) > 0, t = 8, 11},

R6
ij = {uij ∈ R4 : ft(uij) > 0, t = 1, 2, ft(uij) > 0, t = 7, 12},

R7
ij = {uij ∈ R4 : ft(uij) > 0, t = 11, ft(uij) > 0, t = 6, 8, 9},
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R8
ij = {uij ∈ R4 : ft(uij) > 0, t = 6, 7, 9, 12},

R9
ij = {uij ∈ R4 : ft(uij) > 0, t = 12, ft(uij) > 0, t = 5, 7, 10},

R10
ij = {uij ∈ R4 : ft(uij) > 0, t = 5, 8, 10, 11},

R1
ij = intR1

ij , R
q
ij = cl Rq

ij , q = 8, 10,

R
q
ij 6= intR

q
ij , R

q
ij 6= cl Rq

ij , q = 4, 6, 7, 9, в пространстве R4;

4) R4 =
⋃

q=1,7,8,9,10
R

q
ij , если ai = ajи bi = bj , где

R1
ij = {uij ∈ R4 : Φij(uij) > 0},

R7
ij = {uij ∈ R4 : ft(uij) > 0, t = 11, ft(uij) > 0, t = 6, 8, 9},

R8
ij = {uij ∈ R4 : ft(uij) > 0, t = 9, ft(uij) > 0, t = 6, 7, 12},

R9
ij = {uij ∈ R4 : ft(uij) > 0, t = 12, ft(uij) > 0, t = 5, 7, 10},

R10
ij = {uij ∈ R4 : ft(uij) > 0, t = 10, ft(uij) > 0, t = 5, 8, 11},

R1
ij = intR1

ij ,

R
q
ij 6= intR

q
ij , R

q
ij 6= cl Rq

ij , q = 7, 8, 9, 10, в пространстве R4,

где в 1–4:

Φij(uij) — Φ-функция Pi(ui) и Pj(uj) [4],

f1(uij) = −∆xij + α2
ij , f2(uij) = ∆xij + α2

ij , f3(uij) = −∆yij + β2
ij,

f4(uij) = ∆yij + β2
ij , f5(uij) = −∆xij + α1

ij , f6(uij) = ∆xij + α1
ij ,

f7(uij) = −∆yij + β1
ij , f8(uij) = ∆yij + β1

ij , f9(uij) = −∆xij − α2
ij,

f10(uij) = ∆xij − α2
ij , f11(uij) = −∆yij − β2

ij , f12(uij) = ∆yij − β2
ij ,

∆xij = xj − xi, ∆yij = yj − yi,

ai + aj = α1
ij , |ai − aj | = α2

ij , bi + bj = β1
ij , |bi − bj| = β2

ij .

Теорема 5. Пусть выполняются условия теоремы 4, тогда для семейства прямоу-
гольников Λ(u), u = (u1, . . . , un) ∈ R2n, разбиение пространства R2n имеет вид

R2n =

η⋃

q=1

R2n
q , R2n

q =
n⋂

i>j=1

R
q
ij, (4)

где

η = 10σ1 · 7σ2 · 5σ3 , σ =

3∑

l=1

σl,

σl ∈

{
0, 1, 2, . . . ,

1

2
n(n − 1)

}
, l = 1, 2, 3, σ =

1

2
n(n − 1),

(5)
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при этом

η = 10σ , если R4 =

11⋃

q=1,q 6=2

R
q
ij или R4 =

10⋃

q=1

R
q
ij , ∀i, j ∈ In, i 6= j,

η = 7σ , если R4 =
⋃

q=1,3,5,7,8,9,10

R
q
ij или R4 =

⋃

q=1,4,6,7,8,9,10

R
q
ij , ∀i, j ∈ In, i 6= j,

η = 5σ , если R4 =
⋃

q=1,7,8,9,10

R
q
ij, ∀i, j ∈ In, i 6= j.

Теорема 6. Пусть выполняются условия теорем 3–5 и Γ-функция [6] для семейства
прямоугольников Λ(u), u = (u1, . . . , un) ∈ R2n, и Ω имеет вид

Γ(u) =





Γ1(u), если u ∈ R2n
1 ,

· · ·

Γq(u), если u ∈ R2n
q ,

· · ·

Γη(u), если u ∈ R2n
η ,

(6)

где Γq(u) = Fq(u, v)|v=0, Fq(u, v)|u=const = Φ(0, v) — Φ-функция H(0) и Ω(v) вида (1). Тогда
справедлива оценка числа локальных максимумов Γ-функции (6)

η∗ 6 µη,

где η определяется соотношением (5),

µ =

K∏

k=1

((0,5mk + 3)4(n−3)(mk + 4)0,25(n−2)2 max{108(mk + 1)3, (0,25mk + 2)8}).

Приведенные результаты могут быть использованы при построении математических мо-
делей двумерных задач покрытия и упаковки в виде задач математического программиро-
вания, что позволяет применить для решения NP-сложных задач этого класса современные
методы локальной и глобальной оптимизации.
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