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Обобщения теоремы Кигурадзе о корректности
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The dependence of a continuous parameter in linear boundary-value problems for systems of
differential equations is studied. Two generalizations of Kiguradgze’s theorem are established.

Рассмотрим параметризированное числом ε ∈ [0, ε0] семейство общих линейных краевых
задач для системы m ∈ N дифференциальных уравнений первого порядка

y′(t; ε) = A(t; ε)y(t; ε) + f(t; ε), t ∈ [a, b], (1ε)

Uεy(t; ε) = cε. (2ε)

Здесь квадратные матрицы — функции A(·; ε) ∈ L([a, b]; Cm×m) =: Lm×m, вектор-функции
f(·; ε) ∈ L([a, b]; Cm) =: Lm, векторы cε ∈ C

m, а линейные непрерывные операторы

Uε : C([a, b]; Cm) → C
m.

Под решением системы дифференциальных уравнений (1ε) понимается вектор-функция
y(t; ε) ∈ W 1

1 ([a, b]; Cm) =: ACm, которая почти всюду на конечном отрезке [a, b] имеет про-
изводную по t, для которой равенство (1ε) выполняется на подмножестве полной меры
Лебега. Неоднородное краевое условие вида (2ε) охватывает все классические виды краевых
условий: задачи Коши, двуточечные и многоточечные, интегральные и смешанные краевые
задачи (см. [1] и приведенную там библиогр.).

Будем предполагать всюду далее, что выполнено
Предположение E. Предельная однородная краевая задача

y′(t; 0) = A(t; 0)y(t; 0),

U0y(t; 0) = 0,

имеет только тривиальное решение.
Это условие равносильно тому, что неоднородная краевая задача (10), (20) имеет ре-

шение при произвольных вектор-функции f(t; 0) ∈ Lm, векторе c0 ∈ C
m и оно является

единственным в классе ACm. В частности, оно выполняется, если U0y := y(a0), a0 ∈ [a, b].
В работе [2] установлена следующая фундаментальная

Теорема Кигурадзе. Пусть для задачи (10), (20) выполнено предположение E и сле-
дующие условия:

1) sup
ε

‖A(·; ε)‖1 < ∞;

2) sup
ε

‖f(·; ε)‖1 < ∞;

3) sup
ε

‖Uε‖ < ∞;
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4) max
t∈[a,b]

∣

∣

∣

t
∫

a

A(s; ε)ds −
t
∫

a

A(s; 0) ds
∣

∣

∣
→ 0, ε → +0;

5) max
t∈[a,b]

∣

∣

∣

t
∫

a

f(s; ε)ds −
t
∫

a

f(s; 0) ds
∣

∣

∣
→ 0, ε → +0;

6) cε → c0, ε → +0;
7) Uεy → U0y, ∀ y ∈ ACm.

Тогда для достаточно малых ε > 0 задача (1ε), (2ε) имеет единственное решение и

‖y(·; ε) − y(·; 0)‖C : = max
t∈[a,b]

|y(t; ε) − y(t; 0)| → 0, ε → +0.

Примеры показывают, что ни одно из условий теоремы не может быть опущено. Усло-
вия 3 и 7 означают, что операторы Uε сильно сходятся к оператору U0. Поэтому в условии 7
множество ACm можно заменить произвольным подмножеством функций, линейная обо-
лочка которых плотна в банаховом пространстве C([a, b]; Cm). Из конечномерности прост-
ранства C

m вытекает, что это условие равносильно тому, что операторы Uε слабо сходятся
к оператору U0. Оно существенно слабее, чем условие равномерной сходимости операторов:
‖Uε − U0‖ → 0.

Можно показать, что для выполнения условий 1, 4 и 2, 5 достаточно, чтобы A(·; ε)
слабо сходилась в банаховом пространстве Lm×m к матрице-функции A(·; 0), а f(·; ε) слабо
сходилась в банаховом пространстве Lm к функции f(·; 0). Тем более достаточна сходимость
в нормах соответствующих пространств. Примеры показывают, что эти условия не влекут
за собою сходимость по мере Лебега и тем более поточечной сходимости почти всюду на
отрезке A(·; ε) к A(·; 0) и f(·; ε) к f(·; 0).

Цель данной работы — максимально ослабить условия теоремы Кигурадзе на ростки
отображений A(·; ε) и f(·; ε) в точке ε = 0 и рассмотреть некоторые приложения.

Основные результаты. Для их формулировки нам потребуется ввести
Определение. Обозначим через Mm[a, b] =: Mm, m ∈ N класс всех квадратных m×m

комплекснозначных матриц-функций R(t; ε) : [0, ε0] → Lm×m, для которых нормированное
решение Z(t; ε) системы

Z ′(t; ε) = R(t; ε)Z(t; ε), Z(a; ε) ≡ Im

удовлетворяет предельному соотношению

lim
ε→+0

‖Z(t; ε) − Im‖C = 0,

где Im — единичная m × m матрица.
В работах [3–7] при выполнении разных априорных предположений получены необхо-

димые и достаточные условия того, что R(t; ε) ∈ Mm. Примеры показывают, что эти клас-
сы не являются линейными. Из включений Ri(t; ε) ∈ Mm, i = 1, 2, еще не следует, что
R1(t; ε) + R2(t; ε) ∈ Mm. Возможно, что эти классы не являются и однородными.

Теорема 1. В формулировке теоремы Кигурадзе можно заменить условия 1, 4 более
общим нелинейным условием

R(t; ε) := A(t; ε) − A(t; 0) ∈ Mm. (3)

Условие (3) в теореме 1 нельзя ослабить. Можно показать, что оно является необходи-
мым, если Uεy ≡ y(a).
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Положим для матрицы-функции R(t) ∈ Lm×m и вектор-функции f(t) ∈ Lm

R∨(t) :=

t
∫

a

R(s) ds, f∨(t) :=

t
∫

a

f(s) ds.

Тогда условия 4 и 5 можно записать соответственно в виде:
4 ′) ‖R∨(·; ε)‖C → 0, ε → +0;
5 ′) ‖f∨(·; ε) − f∨(·; 0)‖C → 0, ε → +0.
Из результатов работ [5, 6] следует, что если при ε → +0 выполнено одно из четырех

условий:
(α) ‖R(t; ε)‖1 6 const;
(β) ‖R∨(t; ε)R(t; ε)‖C → 0;
(γ) ‖R(t; ε)R∨(t; ε)‖C → 0;
(∆) ‖R∨(t; ε)R(t; ε) − R(t; ε)R∨(t; ε)‖C → 0,

то условие (3) равносильно условию 4 ′. В общем случае условие 4 ′ не является ни необхо-
димым, ни достаточным для выполнения условия (3).

Приведем пример, в котором выполнено соотношение (3), однако не выполняется ни
одно из условий (α), (β), (γ), (∆) и тем более условие 1.

П р и м е р . Пусть m = 2, [a, b] = [0, 1], A(t; ε) = A(t) + R(t; ε), где

R(t; ε) =







0
1√
ε

cos
t

ε
1√
ε

sin
2t

ε
0






.

Нетрудно проверить, что ‖R∨(t; ε)‖C → 0 и

R(t; ε)R∨(t; ε) = diag

{

1

2
sin

2t

ε
· sin t

ε
, sin

2t

ε
· sin t

ε

}

,

R∨(t; ε)R(t; ε) = diag

{

sin
t

ε
· sin 2t

ε
,

1

2
sin

t

ε
· sin 2t

ε

}

,

R∨(t; ε)R(t; ε) − R(t; ε)R∨(t; ε) = diag

{

−1

2
sin

2t

ε
· sin t

ε
,

1

2
sin

t

ε
· sin 2t

ε

}

.

Отсюда имеем

‖R(t; ε)‖1 >
1√
ε

1
∫

0

∣

∣

∣

∣

cos
t

ε

∣

∣

∣

∣

dt =
√

ε

1/ε
∫

0

| cos t| dt =
1√
ε
M{| cos t|} → +∞,

1
∫

0

∣

∣

∣

∣

sin
t

ε
· sin 2t

ε

∣

∣

∣

∣

dt = ε

1/ε
∫

0

| sin t| · | sin 2t| dt → M{| sin t · sin 2t|} > 0

[8, с. 384]. Поэтому ни одно из четырех приведенных выше условий здесь не выполнено. Однако,
пользуясь теоремой 6 работы [7], при i = 1 нетрудно убедится, что R(t; ε) ∈ M2.

Определим по заданным A(·; ε) ∈ Lm×m и f(·; ε) ∈ Lm матрицу-функцию

Af (·; ε) :=

(

A(·; ε) f(·; ε)
0 0

)

∈ L(m+1)×(m+1),

где вектор-функция f(·; ε) записана в виде столбца высоты m.
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Теорема 2. В формулировке теоремы Кигурадзе можно заменить условия 1, 2, 4, 5
одним более общим условием

B(t; ε) := Af (·; ε) − Af (·; 0) ∈ Mm+1.

Приложения. Рассмотрим неоднородную краевую задачу для скалярного линейного
дифференциального уравнения порядка m > 2:

z(m)(t; ε)+am−1(t)z
(m−1)(t; ε)+am−2(t; ε)z

(m−2)(t; ε)+ · · · +a0(t; ε)z(t; ε) = g(t; ε), (4ε)

с общими краевыми условиями

Vεz(t; ε) = cε, ε ∈ [0, ε0], t ∈ [a, b], (5ε)

где коэффициенты aj(·; ε), j = 0,m − 2, am−1(·) и правые части уравнений g(·; ε) прина-
длежат банаховому пространству L([a, b]; C), векторы cε ∈ C

m, а линейные непрерывные
операторы

Vε : Cm−1([a, b]; C) → C
m.

Под решением краевой задачи понимается функция z(t; ε) ∈ W m
1 ([a, b]; C), которая удов-

летворяет дифференциальному уравнению (4ε) почти всюду на отрезке [a, b] и краевому
условию (5ε). Справедлива

Теорема 3. Пусть однородная предельная краевая задача (40), (50) имеет лишь три-
виальное решение и при ε → +0 выполнены условия:

1) ‖a∨j(·; ε) − a∨j(·; 0)‖∞ → 0, j = 0,m − 2;
2) ‖g∨(·; ε) − g∨(·; 0)‖∞ → 0;
3) cε → c0;
4) линейные операторы Vε сильно сходятся к оператору V0.

Тогда для достаточно малых ε > 0 решения задач (4ε), (5ε) однозначно определены и удов-
летворяют соотношению

‖z(·; ε) − z(·; 0)‖Cm−1 → 0, ε → +0.

Замечание. Если коэффициент уравнения am−1(·; ε) зависит от ε, то утверждение тео-
ремы 3 остается верным, если дополнительно потребовать, чтобы:

5+) нормы функций aj(·; ε) ограничены по ε в банаховом пространстве L([a, b]; C);
6+) нормы функций g(·; ε) ограничены по ε в банаховом пространстве L([a, b]; C).
В частности, условия 1, 2, 5+, 6+ выполнены, если функции aj(·; ε) и g(·; ε) слабо схо-

дятся в пространстве L([a, b]; C) к функциям aj(·; 0) и g(·; 0) соответственно.

Исследование В.А. Михайлеца поддержано Государственным фондом фундаментальных ис-
следований Украины, грант 01.07/00252.
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Опуклостi, породженi монадами

(Представлено членом-кореспондентом НАН України В.В. Шарком)

Let F be a monad in the category Comp. We build a convexity in general sense for each F-algebra
(see [1]), investigate properties of such convexities, and apply them to prove that the multipli-
cation map of the monad of order-preserving functionals is soft.

Поняття опуклостi, що розглядається в цьому повiдомленнi, є значно загальнiшим, нiж
класичне поняття опуклостi, обмежене контекстом лiнiйного простору. Загальнi опукло-
стi виникають при дослiдженнi розмаїтих структур: частково впорядкованих множин, на-
пiвграток, граток, суперрозширень тощо. Наш пiдхiд базується на поняттi топологiчної
опуклостi з [1], де викладена загальна теорiя опуклостi, починаючи з аксiом i закiнчуючи
застосуваннями в рiзних галузях математики.

Головна мета роботи полягає в описаннi категорного зв’язку мiж тополого-алгебраїчни-
ми структурами i теорiєю опуклостi. Багато топологiчних конструкцiй є функторiальними:
вони означенi не тiльки для просторiв, а й для вiдображень. Алгебраїчний аспект тео-
рiї функторiв у категорiях топологiчних просторiв та неперервних вiдображень базується
в основному на поняттi монади (чи трiйки) у сенсi С. Ейленберга та Д. Мура [2]. Багато
класичних конструкцiй приводять до монад: гiперпростори, простори ймовiрнiсних мiр, су-
перрозширення та iн. Багато дослiджень присв’яченi монадам у категорiях топологiчних
просторiв та неперервних вiдображень (див., напр., [3] або [4]). Для деяких з них вводились
опуклостi. Звичайна лiнiйна опуклiсть вiдповiдає монадi ймовiрнiсних мiр [5]. Певна нелi-
нiйна опуклiсть була означена для суперрозширення [6]. У цiй роботi ми вводимо структуру
опуклостi для кожної F-алгебри довiльної монади F у категорiї компактних гаусдорфових
просторiв та неперервних вiдображень (п. 1), введенi опуклостi зберiгаються морфiзма-
ми F -алгебр; дослiджуємо властивостi опуклостей для деяких спецiальних класiв монад
(пп. 2, 3); застосовуємо нашi результати для дослiдження топологiї монади функцiоналiв,
що зберiгають порядок (п. 4).
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