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Исследование чувствительности параметризации Меллора – Ямады 
к выбору конечно-разностных аналогов 
в численной трехмерной модели 
оперативного прогноза течений в Черном море 
 

В рамках подхода Меллора – Ямады реализована численная схема расчета коэффициентов 
турбулентной вязкости и диффузии в z-системе координат для трехмерной модели оператив-
ного прогноза течений в Черном море. Исследованы дискретные аналоги уравнений для кине-
тической энергии турбулентности и макромасштаба турбулентности. Показана их высокая 
чувствительность к выбору конечно-разностных аппроксимаций. На основе сопоставления 
результатов прогностических экспериментов с данными наблюдений выбрана лучшая аппрок-
симация слагаемого, описывающего генерацию энергии турбулентности. 

 
Введение. Правильное описание процессов, происходящих в верхнем пе-

ремешанном слое Черного моря, принципиально важно для адекватного вос-
произведения морской термодинамики и, следовательно, для прогноза его 
состояния. Формирование и эволюция верхнего слоя в модели динамики [1, 2] 
ранее описывались на основе аппроксимации Филандера – Пакановского [3]. 

В серии численных расчетов (например, в работе [2]) было показано, что 
в случае гладкой структуры атмосферных полей использование этой аппрок-
симации оправданно. В то же время при резких изменениях атмосферной си-
туации  приближение Филандера – Пакановского приводит к неадекватным 
результатам. В первую очередь это связано с тем, что в аппроксимации Фи-
ландера – Пакановского в отличие от параметризации Меллора – Ямады [4] 
при расчете коэффициентов турбулентности влияние атмосферного воздейст-
вия учитывается опосредованно, через число Ричардсона. Для реализации 
численной модели оперативного прогноза течений в море, когда необходимо 
воспроизводить влияние резких изменений атмосферной ситуации, такой не-
достаток должен быть преодолен. 

Параметризация Меллора – Ямады используется в численной модели ди-
намики океана, разработанной в Принстонском университете (POM) [5]. Эта 
модель выписана в σ-системе координат и применяется для решения за-
дач диагноза и прогноза состояния морской среды. В отличие от POM в дан-
ной работе на основе подхода Меллора – Ямады разработана и реализована 
численная схема расчета коэффициентов турбулентной вязкости и диффу-
зии для трехмерной модели оперативного прогноза течений в Черном море в 
z-системе координат. Рассматривался одномерный по пространству вариант 
параметризации Меллора – Ямады, при котором в уравнениях для кинетиче-
ской энергии турбулентности и макромасштаба турбулентности адвективные 
и диффузионные слагаемые не учитывались. В качестве первого шага такое 
приближение оправданно, так как основные проблемы обусловлены слагае-
мыми, описывающими генерацию и диссипацию турбулентной энергии. Про-
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веден анализ конечно-разностных аналогов уравнений для кинетической 
энергии турбулентности и макромасштаба турбулентности и предложены 
различные аппроксимации для слагаемых, обеспечивающих генерацию тур-
булентной энергии. 

 
1. Постановка задачи. В приближении Буссинеска, гидростатики и не-

сжимаемости морской воды рассматривалась  следующая система уравнений: 
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Обозначения в уравнениях (1) – (7) – общепринятые [1]. Краевые условия 
имели следующий вид. 

На поверхности при z = 0 
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где TQ – потоки тепла, Ev  – испарение, Pr– осадки, 0S  и clS – рассчитывае-

мая и климатическая соленость, β  – заданный релаксационный параметр. 
На дне при z = H(x, y) 

 

u = v = w = 0,   Tz = Sz = 0.                                         (9) 
 

На твердых боковых стенках: 
для меридиональных участков границы 

 

,0)()(,0 2222 =∇==∇==∇==∇= xxxxxx SSTTvvuu              (10) 
 

для зональных участков границы 
 

0)()(,0 2222 =∇==∇==∇==∇= yyyyyy SSTTuuvv .             (11) 
 

На части границы, где вода втекает, используются следующие условия: 
для меридиональных участков 
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для зональных участков 
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Для верхнебосфорского течения и Керченского пролива, когда течение 
направлено из Черного моря в Азовское: 
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При 0tt =  потребуем выполнения следующих условий: 
 

),,(),,,(),,(),,,(),,,( 00000 zyxSSzyxTTyxzyxvvzyxuu ===== ςς ,   (15) 
 

где 00000 ,,,, STvu ς – известные поля на начальный момент времени счета 0t . 

Полагаем, что VV κν , – неизвестные функции. В соответствии с теорией 
Меллора – Ямады [4] для их определения необходимо знать кинетическую 

энергию турбулентности ( 2/2e ) и макромасштаб турбулентности (l). Соот-
ветствующие соотношения для расчета коэффициентов имеют вид 
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где MH SS ,  – функции устойчивости, которые определяются из эмпириче-
ских соотношений [4]: 
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Брента. Эмпирические константы A1, A2, B1, B2, C1 определялись из экспери-
мента [4]. 

Для нахождения 2/2e и l решаются уравнения: 
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где H – эмпирическая функция и 31, EE – эмпирические константы. В общем 
случае [4] в уравнениях (19), (20) необходимо учитывать адвективные сла-
гаемые и турбулентную диффузию по горизонтали. На данном этапе мы ог-
раничились рассмотрением упрощенного варианта (19), (20), так как основ-
ные вычислительные проблемы связаны именно с правыми частями этих 
уравнений. 
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Эта система уравнений должна быть дополнена соотношением для расче-

та Vµ , которое имеет вид 
 

,e
V leS=µ                                                      (21) 

 

где эмпирическая константа eS =0,2. 

Систему уравнений (16) – (21) необходимо дополнить краевыми и на-
чальными условиями: 
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Таким образом, решается система уравнений (1) – (7), (16) – (21) с крае-
выми (8) – (14), (22), (23) и начальными (15), (24) условиями. 

 
2. Конечно-разностная схема параметризации Меллора – Ямады. 
Конечно-разностная схема модели (1) – (15) подробно описана в работах 

[1, 6]. Поэтому остановимся на особенностях разностных аналогов уравнений 
(19), (20). 

В правых частях уравнений (19), (20) содержатся нелинейные слагаемые. 
В силу соотношения (21) наряду с последним членом в уравнении (19) нели-
нейным является первое слагаемое в правой его части. С учетом (16) в урав-
нении (20) все четыре члена в правой части являются нелинейными. Причем 
последнее слагаемое в (19) имеет особенность в нуле, второе и третье в (20) 
обладают квадратичной нелинейностью. Именно поэтому использование яв-
ных схем для аппроксимации по времени этих уравнений, как правило, при-
водит к неустойчивости решения. 

По аналогии с работой [5] распишем разностные аналоги уравнений (19), 
(20) с учетом неявного представления по времени диффузионного члена. 
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где n – временной уровень и τ – шаг по времени. 
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Разностные операторы имеют вид 
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Здесь введены следующие обозначения: 
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Коэффициенты VV κν , и Vµ  могут аппроксимироваться следующим об-
разом: 
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В известной схеме POM [5] расчет этих коэффициентов проводится для 
одних и тех же точек (i, j , k+1/2) (формула (28а)). В настоящей работе ис-
пользуется аппроксимация (28б), которая согласуется с разностной формули-
ровкой уравнений (1), (2), (5), (6) [6]. 

В уравнениях (24), (25) преобразовано последнее слагаемое. Цель такого 
преобразования заключается в следующем. Нетрудно видеть, что эти разно-
стные уравнения сводятся  к уравнениям прогонки. Условием их разрешимо-
сти является свойство диагонального преобладания. Преобразование послед-
них членов этих уравнений приводит к усилению этого свойства и, следова-
тельно, к повышению устойчивости решения конечно-разностной задачи. 

Для анализа численных расчетов необходимо указать на особенность ап-
проксимаций коэффициентов турбулентности в уравнениях (1), (2), (5), (6). В 
соответствии с распределением переменных на сетке С [1] компоненты гори-
зонтальной скорости u и v рассчитываются для разных относительно друг 
друга узлов. Поэтому, строго говоря, коэффициенты вертикального турбу-
лентного обмена в конечно-разностных аналогах (1), (2) должны быть опре-

делены для различных точек сеточной области. В уравнении (1) Vν аппрок-
симируется в точках (i+1/2, j, k+1/2), в уравнении (2) – в точках (i, j+1/2, 
k+1/2). В свою очередь коэффициент вертикальной турбулентной диффузии 
определяется в точках (i, j, k+1/2). Поэтому возникает неоднозначность в ап-
проксимации второго слагаемого в правых частях уравнений (24), (25). 

 
3. Численные эксперименты. Предварительный анализ показал, что ре-

зультаты расчетов чрезвычайно чувствительны к некоторым параметрам 
уравнений Меллора – Ямады. Поэтому были проведены специализированные 
численные эксперименты. В качестве иллюстрации чувствительности турбу-
лентной модели Меллора – Ямады к выбору аппроксимаций приведем в со-
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поставлении результаты двух расчетов. Их отличие состояло в следующем. В 
I эксперименте второе слагаемое аппроксимировалось в соответствии с раз-
ностными аналогами уравнений движения и имело вид 
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Вторая аппроксимация (II эксперимент) использовалась в согласовании с 
уравнениями (25), (26) и соотношениями (28б): 
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3.1. Схема проведения расчетов и параметры модели. Для проверки 

качества модели оперативного прогноза течений в Черном море необходимо 
сравнить результаты эксперимента с данными наблюдений. Такое сопостав-
ление целесообразно, когда модель воспроизводит близкую к наблюдаемой 
гидродинамическую ситуацию. Поэтому необходимо задание реальных крае-
вых и начальных полей. 

В качестве краевых условий использовались поля тангенциального на-
пряжения трения ветра, полученные на каждые сутки прогноза [7]. Имелись 
данные о ежесуточных потоках тепла, осадках и испарении, которые были 
получены по натурным измерениям [7 – 8]. 

Расчеты проводились на горизонтальной сетке 5 ×  5 км, по вертикали 
использовались 38 горизонтов с глубинами 2.5, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 40, 50, 
62.5, 75, 87.5, 100, 112.5, 125, 150, 175, 200, 250, 300, 400, 500, 600, 700, 800, 
900, 1000, 1100, 1200, 1300, 1400, 1500, 1600, 1700, 1800, 1900, 2000, 2100 м. 
Шаг по времени равнялся 5 мин. 

Коэффициенты горизонтального турбулентного обмена импульсом и го-
ризонтальной турбулентной диффузии брались следующими: 

 

14161417 ññì10,ññì10 −− ⋅=⋅= HH κν . 
 

Коэффициенты турбулентности по вертикали вычислялись в соответст-
вии с параметризацией Меллора – Ямады. 

Схема проведения численных экспериментов была следующей. Задава-
лись начальные поля горизонтальных компонент скорости течения, уровня, 
температуры и солености (условие (15)), которые соответствовали 1 января 
2006 г. Эти поля были получены в рамках проекта «Оперативная океаногра-
фия» [9]. Начальные условия (24) для уравнений (19), (20) задавались сле-
дующим образом: 

 

ñì10,ññì10 0220 =⋅= − le . 
 

3.2. Результаты численных экспериментов. В обоих расчетах наблю-
дается качественное соответствие временной изменчивости полей течений, 
температуры и солености. Как пример рассмотрим эволюцию уровня моря и 
холодного промежуточного слоя (ХПС). 
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Приведенный уровень отражает структуру геострофических течений в 
верхнем слое моря. Глубоководную область моря охватывает циклонический 
круговорот с центрами в западной и восточной частях бассейна. По его пери-
ферии формируются и эволюционируют антициклонические вихри, среди 
которых наиболее известны Севастопольский и Батумский антициклоны. 

В обоих вариантах воспроизводятся известные особенности в структуре 
полей уровня, течений, температуры и солености. На рис. 1 приведено поле 
уровня для I эксперимента в различные моменты времени. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Р и с. 1. Рассчитанная уровенная поверхность (см) в 2006 г. для различных моментов времени 
 
По периферии основного циклонического круговорота располагаются 

Севастопольский и Батумский круговороты. Около Анатолийского и Кавказ-
ского побережий квазипериодически возникают и эволюционируют антици-
клонические вихри. 

В зимний сезон происходит интенсивная зимняя конвекция, которая про-
никает до глубины 100 м (рис. 2, а). К весне ХПС уже сформировался в виде 
непрерывного слоя холодной воды толщиной примерно 80 м (рис. 2, б). В нем 
четко выражено ядро, температура которого меньше 7°С. В период весны – 
лета формируется приповерхностный теплый слой. Ниже его сохраняется 
ХПС, температура которого постепенно повышается (рис.2, в). К осени ХПС 
сохраняет качественную структуру, но температура в нем выше 7,5°С. При-
поверхностный теплый слой увеличивается по толщине, что приводит к 
опусканию ХПС (рис. 2, г). Указанные особенности хорошо согласуются с 
данными наблюдений и современными представлениями об изменчивости 
температуры в верхнем перемешанном слое. 
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Р и с. 2. Вертикальное  сечение  в  поле  температуры  (°С)  по 43,7° с.ш.  для  различ-
ных  моментов  времени 

Анализ полей течений и солености 
также подтверждает качественное соответ-
ствие результатов обоих вариантов. Иная 
ситуация наблюдается в распределении ки-
нетической энергии турбулентности и мак-
ромасштаба турбулентности. На рис. 3 при-
ведены графики изменения со временем 
средней по горизонту кинетической энер-

гии турбулентности 2e . Видны качествен-
ные различия в их изменчивости. В I экспе-
рименте прослеживаются нерегулярные ко-
лебания со значительной амплитудой. Су-
щественные различия между эксперимен-
тами наблюдаются в величине энергии. Во 
II эксперименте ее значения в два раза 
меньше, чем в I. 

В пространственном распределении 2e  

в I и II экспериментах имеют место качест-
венные и количественные различия. Иллю-

 

Р и с. 3. Изменение со временем в I 
и II экспериментах кинетической 
энергии турбулентности (см2·с-2), 
осредненной по горизонту 81,5 м 
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страцией служит рис. 4, на котором представлено распределение энергии на 

горизонте 81,5 м. В I эксперименте (рис. 4, а) большие значения 2e  наблю-

даются вдоль свала глубин, они достигают 34 см2·с-2. Во II эксперименте 

(рис. 4, б) значительные величины 2e  отмечаются вдоль периферии области, 

максимальное значение энергии не превышает 5 см2·с-2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Р и с. 4. Пространственное распределение кинетической энергии турбулентности на гори-
зонте 81,5 м для 15 мая в I (а) и II (б) экспериментах (интервал между изолиниями составля-
ет 0,2 см2·с-2) 
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Аналогичные различия наблюдаются в пространственной и временной 
изменчивости макромасштаба турбулентности. В свою очередь это привело к 
тому, что коэффициенты турбулентности по вертикали в обоих вариантах 
различаются. Поэтому существует разница в воспроизведении перемешива-
ния в ХПС. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Р и с. 5. Профили модельной (кривая 1) и измеренной (кривая 2) температур в I (а) и II (б) экс-
периментах для 7 июля 2006 г. 

 
В качестве примера на рис. 5 приведены профили измеренной [10] и мо-

дельной температур для 7 июля 2006 г. Для слоя 40 – 60 м наблюдается 
большое отличие в результатах двух расчетов. Этот слой соответствует ядру 
ХПС, которое четко прослеживается по наблюдениям в этот период. Во II 
эксперименте модель воспроизводит эту особенность, в I – нет. 

 
4. Заключение. Проведенный анализ уравнений для кинетической энер-

гии турбулентности (25) и макромасштаба турбулентности (26) в рамках па-
раметризации Меллора – Ямады показал высокую чувствительность резуль-
татов расчетов к выбранным конечно-разностным аппроксимациям этих 
уравнений. В первую очередь она определяется их существенно нелинейным 
характером. Правая часть уравнения (19) содержит два таких члена (первый и 
четвертый), в уравнении (20) все слагаемые в правой части являются нели-
нейными. Важно отметить, что последнее слагаемое в (19) имеет особенность 
в нуле, второе и третье в (20) обладают квадратичной нелинейностью. По-
этому решение сформулированной задачи (1) – (24) зависит от используемых 
аппроксимаций. 

На примере двух конечно-разностных аналогов коэффициента переме-

шивания Vν , который участвует при расчете второго слагаемого в правых 

частях уравнений (25), (26), показана такая зависимость. 
Несмотря на то, что основные характерные черты в термохалинной и ди-

намических структурах воспроизводятся в соответствии с данными наблюде-
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ний и имеющимися представлениями, более тонкие особенности зависят от 
вида конечно-разностных аппроксимаций уравнений (25), (26). Анализ двух 
типов разностных аналогов правых частей этих уравнений позволил выбрать 
наиболее подходящую из них. 
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АНОТАЦІЯ У рамках підходу Меллора – Ямади реалізована чисельна схема розрахунку кое-
фіцієнтів турбулентної в'язкості і дифузії в z-системі координат для тривимірної моделі опера-
тивного прогнозу течій в Чорному морі. Досліджені дискретні аналоги рівнянь для кінетичної 
енергії турбулентності і макромасштабу турбулентності. Показана їх висока чутливість до 
вибору кінцево-різницевих апроксимацій. На основі зіставлення результатів прогностичних 
експериментів з даними спостережень вибрана краща апроксимація доданку, який описує ге-
нерацію енергії турбулентності. 
 
ABSTRACT Within the framework of the Mellor-Yamada approach, numerical scheme of calculating 
turbulent viscosity and diffusion coefficients in the z-coordinate system is realized for a three-
dimensional model of operative prediction of the Black Sea currents. Discrete analogues of equations 
for kinetic energy and macro scale of turbulence are investigated. Their high sensitivity to choice of 
finite-difference approximations is shown. The best approximation of the item describing turbulence 
energy generation is chosen based on the comparison of the results of prediction experiments and the 
observation data. 


