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Задача разделения секрета существует давно. Одним из первых примитивных 

решений этой задачи можно назвать способ разделения на части какой-либо из-
вестной информации (лист документа, игральной карты). Последующее восста-
новление полной информации может быть достигнуто сложением частей полного 
объекта. Отсутствие любой части не дает полного сохранения секрета. Также из-
вестна задача разделения секрета, представленного в области действительных чи-
сел, которая состоит в том, чтобы некий секрет C  разделить так,  чтобы можно 
было полностью восстановить исходное число. Просто разделение секрета на сла-
гаемые не может дать хороших результатов. Поэтому одним из вариантов являет-
ся представление секрета в виде совокупности остатков по модулям. Восстанов-
ление секрета по имеющимся остаточным представлениям осуществляется одно-
значно решением системы линейных сравнений, что известно как «китайская тео-
рема» [1]. 

Мы предлагаем расширить постановку задачи разделения секрета, в частно-
сти, на случаи использования числовых систем второго порядка. 

Рассмотрим множество чисел вида bEa + , где ba  ,  — действительные числа, 
E  — новый элемент. Введем на этом множестве две операции: 

1) сложение 
 

EbbaaEbabEa )()()()( 1111 +++=+++ ; 
 

2) умножение 
 

EqbbbaabpbbaaEbabEa )()()()( 1111111 ++++=+×+ , 
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где qpqEpE ,,2 +=  — некоторые вещественные числа. 
Это множество чисел с определенными выше операциями является двумер-

ной алгеброй над полем действительных чисел. Каждой паре  вещественных чи-
сел ),( qp  соответствует определенная алгебра qpa , . Имеется только три различные 
алгебры второй степени над полем действительных чисел: 

1)  комплексные числа )0,1(1 , 2 =-=-=+ qpibia ; 
2)  дуальные числа )0,0(0 , 2 ===+ qpebea ; 
3)  двойные числа )0,1(1 , 2 ===+ qpebea . 
Ранее нами была представлена постановка задачи разделения секрета в ком-

плексных числах [2]. Для комплексных чисел справедлива теория сравнения, 
можно построить систему остатков. Постановка задачи в таком виде усиливает 
сложность задачи, но и вычисления становятся более трудными. Однако, благода-
ря фундаментальной теореме Гаусса об изоморфизме, можно перейти из системы 
комплексных остатков к вещественным остаткам.  

Эту процедуру можно усложнить, рассматривая не комплексные, а двойные 
числа. 

Рассмотрим свойства двойных чисел [3]. Обозначим алгебру двойных чисел 
D , элемент e  этой алгебры назовем двойной единицей.  

В алгебре двойных чисел вводим операцию сопряжения, сопоставляя каждо-
му элементу beaA +=  сопряженный элемент beaA -= , для которого выполня-
ются следующие основные свойства: 
 

;BABA +=+  
;BABA ×=×  

.AA =  
 
Абсолютную величину квадратичной формы 22 baAAAA -=×=×  назовем 

нормой двойного числа A  и обозначим как 
 

=)(AN 22 baAAAA -=×=× . 
 
Очевидно, что 0)( ³AN  и )()()( BNANBAN -£+ . Доказано, что £× )( BAN  

≤ )()( BNAN × . 
Если 0¹A и 0)( ¹AN , то существует обратный элемент  

 

22
1

ba
AA
-

=- , 

 
причем 111 =×=× -- AAAA . 

Элементы 0¹A , для которых 0)( =AN , не имеют обратных элементов и яв-
ляются делителями нуля. Таким образом, aeaA +=  есть делитель нуля тогда и 
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только тогда, когда ba = ,  т.е.  все делители нуля имеют вид aeaA +=  или 
aeaA -= . 

Двойное число beaA +=  назовем целым, если ba  ,  — целые вещественные 
числа. 

Множество всех целых двойных чисел образует кольцо 0D .  Целые двойные 
числа с нормой, равной единице, называются единицами кольца 0D . Будем гово-
рить, что двойное число 0DAÎ  делит двойное число 0DBÎ , если существует це-
лое двойное число 0DF Î , такое что FAB ×= . Это записывается как BA / . 

Отношение делимости в кольце 0D  обладает такими свойствами: 
1) AAAA /,/1,0/  для любого 0DAÎ ; 
2) A/0  для любого 0¹A ; 
3) из FBBA /,/  следует FA / ; 
4) из BABA ¢¢ /,/  следует BBAA ¢¢ / ; 
5) из BFAF / , 0)( ¹FN  и F  не является делителем нуля, следует BA / ; 

6) из ) ...1(/ niBA i =  следует å
=

n

i
ii FBA

1
/  для любых целых двойных чисел 

nFF  ...1 . 
В кольце двойных чисел 0D  имеет место аналог алгоритма Евклида, поэтому 

справедливо, что для любых целых двойных чисел A  и B  0( ¹B  и не является 
делителем нуля) существуют целые числа P  и F  такие, что FBPA += , причем 

).()( BNFN <  
Целые двойные числа, отличающиеся друг от друга множителем, равным де-

лителю единицы, называются ассоциированными. Так, числами, ассоциированы-
ми с числом beaA += , являются числа bae+ , bae-- , bea -- . Делители еди-
ницы и все числа, ассоциированные с целым двойным числом A , называются 
тривиальными делителями A . 

Целое двойное число A  назовем составным, если существуют нетривиальные 
делители этого числа. Целое двойное число A  называется простым, если не суще-
ствует у него делителей, отличных от тривиальных. 

Таким образом, целое двойное число A  является простым тогда и только то-
гда, когда )(AN  — целое простое число. 

Два целых двойных числа A  и B  называются взаимно простыми, если их 
нормы взаимно простые целые числа 1))(),(( =BNAN , и существуют целые двой-
ные числа vu,  такие, что 1=+ BvAu . 

Два целых двойных числа 0, DBA Î  назовем сравнимыми по модулю целого 
двойного числа M , если )/( BAM - , т.е. существует целое двойное число L  та-
кое, что MLBA =- . 

Сравнение целых двойных чисел имеет следующие основные свойства: 
1)  если )(mod MBA º , то )(mod MAB º ; 
2)  )(mod MAA º ; 
3)  если )(mod MBA º , )(mod MFB º , то )(mod MFA º ; 
4)  если )(mod MBA º , 0DF Î , то )(mod MBFAF º ;  
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5)  если )(mod MBA º , )(mod MLP º , то )(mod MLBPA ±º± ; 
6)  если )(mod MBA º , )(mod MLP º , то )(mod MLBPA ×º× ; 
7)  если )(mod MBA ii º ) ...1( ni = , то )(mod ... ... 2121 MBBBAAA nn º ; 
8)  если )(mod MBXAX º  и 1),( =XM , то )(mod MBA º . 
Рассмотрим построение системы остаточных классов для двойных чисел. 
Пусть beaA +=  — произвольное целое двойное число, qepM +=  — мо-

дуль, причем 0¹M  и не является делителем нуля, т.е. 022 ¹- qp . Тогда 
 

e
qp
aqbp

qp
bqap

qp
qepbea

qep
bea

222222
))((

-
-

+
-
-

=
-

++
=

+
+ . 

 
Зададим некоторую полную систему вычетов по вещественному модулю 
)(MN . 

Тогда имеем однозначное разложение 
 

;1Nmrbqap +=-  
 

Nmraqbp 2+¢=- , 
 
где [ ] )(mod Nbqapr -= ; [ ] )(mod Naqbpr -= . 

В результате получаем 
 

2221
1)]()[(

qp
errNemm

qep
bea

-
¢+++=

+
+  

 
или 
 

))(~~()( 2122 qepemm
qp
qperrbea +++

-
+¢+=+ , 

 
где )2 ,1(~ == imm ii , если 022 >- qp , )2 ,1(~ =-= imm ii , если 022 <- qp , и это раз-
ложение определено однозначно. 

Таким образом, если обозначить t  как остаток от деления числа beaA +=  на 
qepM += , то справедлива формула 

 

22)(
qp

Merrt
-

¢+= , 

 
из которой следует, что способ задания полной системы вычетов по двойному мо-
дулю qepM +=  зависит от способа задания полной системы вычетов по вещест-
венному модулю )(MN . 
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Если двойное число beaA +=  принадлежит полной системе вычетов по мо-
дулю двойного числа qepM += , то имеем тождество 

 

22)(
qp

Merrbea
-

¢+=+ , 

 
так как в этом случае beat += . 

Полную систему вычетов по модулю двойного числа A , определяемую фор-
мулой  

22)(
qp

Merrt
-

¢+= +++ , 

 
будем называть полной системой наименьших вычетов по модулю двойного чис-
ла M . 

Полную систему вычетов по модулю двойного числа qepM += , определяе-
мую формулой  
 

22)(
qp

Merrt
-

¢+= --- , 

 
будем называть полной системой абсолютно наименьших вычетов по модулю 
двойного числа. 

Для двойных чисел справедливо развитие теоремы Гаусса об изоморфизме. 
Теорема.  
Пусть qepM +=  — целое двойное число, причем 1),( =qp  и 0)( ¹MN . То-

гда существует взаимно однозначное соответствие между остатками любого дво-
йного числа beaA +=  по модулю qepM +=  и вычетами по модулю )(MN . 

При этом изоморфное соответствие между полной системой вычетов по мо-
дулю qepM +=  и полной системой вычетов по модулю 22 qpN -=  задается 
формулой  
 

rbabea ++ ~ , 
 
где )( qypx --=r . Число r  назовем коэффициентом изоморфизма. 

Назовем двойное число beaA +=  представимым в системе S , если A явля-
ется наименьшим вычетом по модулю М, в противном случае A  не представимо в 
данной системе. 

В системе с взаимно простыми основаниями nMMM  ..., 21 , где eqpm iii += , 
1),( =ii qp  ) ...1( ni = , любое представимое число beaA +=  единственным спосо-

бом изображается набором чисел ) ...,( 21 nAAA , где iA  —  наименьший вычет по 
модулю ) ...1( niM i = . 
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Любое представимое двойное число beaA +=  в системе наименьших выче-
тов по основаниям взаимно простых чисел nMMM  ..., 21  единственным образом 
представляется в виде совокупности целых чисел }...,{ 21 nKKK , где iK  — наи-
меньший вычет числа A  по модулю ) ...1( niM i = . 

Таким образом, для числовой системы двойных чисел могут быть построены 
теоретико-числовые сравнения, правила выполнения алгебраических операций. 
Для двойных чисел сформулирован аналог фундаментальной теоремы Гаусса об 
изоморфизме в классах остаточных представлений в действительных и двойных 
числах. Это указывает на то, что для повышения производительности обработки 
информации можно осуществлять изоморфные переходы из двойных чисел в дей-
ствительные и обратно.  

Представление информации — секрета в двойных числах — может дать оп-
ределенные преимущества при решении задачи разделения секрета в целом. 

 
Статья была подготовлена под научным руководством доктора технических 

наук, профессора М.В.Синькова.  
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