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Алгебраическая характеристика класса
частично-рекурсивных графовых функций

Рассмотрен класс вычислимых функций на множестве графов. Опре-
делено порождающее множество алгебры частично-рекурсивных
функций на новом носителе — графе, а также доказана его полнота.
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ный ориентированный граф, частично-рекурсивная функция и преди-
кат произвольной арности, поиск порождающих множеств и базисов.

1. Вступление

Задача нахождения базисов примитивных программных алгебр (ППА) функ-
ций тесно связана с формализацией теории программирования. В данной работе
рассматривается ППА, носителем которой является множество вычислимых
функций над конечными графами (вычислимость вводится согласно нумерацион-
ному подходу [2]). Основное внимание уделяется поиску порождающего множе-
ства данной ППА. Отметим, что полученные в работе результаты, дополняют ре-
зультаты для векторных, матричных, реляционных и табличных функций [3–6].

Все использованные и неопределенные в работе понятия и обозначения сле-
дует трактовать в смысле [5].

2. Основные понятия

2.1. Носитель и сигнатура ППА

Носитель ППА могут составлять либо функции, зависящие от переменных [3,
12], либо п-арные функции и предикаты [4, 15]. Далее ППА понимаются во вто-
ром смысле, поэтому под функциями (предикатами) имеются в виду п-арные
функции (предикаты) для = 1,2,...n , хотя при их обозначении преимущество от-
дается не операторной, а термальной форме записи, ввиду ее компактности [2, п.
2.1].
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Сигнатуру ППА составляют операции суперпозиции, ветвления и n -арного
циклирования, которые являются адекватными уточнениями стандартных струк-
тур управления алголоподобных языков программирования. Для удобства после-
дующего изложения и понимания работы кажется полезным дать формальное оп-
ределение этих операций (подробнее см. [6, 13]).

1. Под суперпозицией подразумевается 1)( m -арная операция
,...,1t tmS

( ji tt  , ji  ), = 1,2,...m , nm  , которая произвольному кортежу функций

1
1 1 1( ,..., ), ( ,..., ),..., ( ,..., )n k m pf x x f y y f z z 

ставит в соответствие новую функцию g , зависящую от переменных множества

 1 1 1 1{ ,..., } \{ ,..., } { ,..., } ... { ,..., },n m k px x t t y y z z  

где 1 1 1{ ,..., } { ,..., } = { ,..., }n m i im
x x t t x x , sr ii  , sr  , и ssi

tx = , ms ,1,=  . Тогда

значение этой новой функции считается равным

1 1 1 1 11 1
( ,..., , ( ,..., ), ,...,i k if x x f y y x  1 1 1, ( ,..., ), ,..., ).i m p i nm m

x f z z x x 

2. Ветвление представляет собой 1)( m -арную операцию 1m , = 2,3,...m ,

которая произвольному кортежу функций

1 1 1( ,..., ), ( ,..., ),...,n kh x x f y y 1( ,..., ),...,i pf t t 1( ,..., )m rf z z 

ставит в соответствие новую функцию g . Причем здесь 1( ,..., )nh x x — функция, с

конечным множеством значений 1{ ,..., }mh h . Тогда функция g зависит от пере-

менных множества

1 1 1 1{ ,..., } { ,..., } ... { ,..., } ... { ,..., }n k p rx x y y t t z z    

и ее значение считается равным 1( ,..., )i pf t t , если 1( ,..., ) =n ih x x h , и не определен-

ным в другом случае.
3. Наконец циклирование задается, как семья 1)( n -арных операций

( 1)
1* : , ,...,n

np f f g    , = 1,2,...n , где p — предикат, а gfi , — функции, причем

арность p , if , g равняется n . Значение 1( ,..., )ng x x определяется следующим об-

разом. Рассмотрим последовательность кортежей ),...,{( 1 n
ii yy , 0=i , 1, ...} , где

j
j xy :=0 , :=1

j
iy 

1( ,..., )n
j i if y y , = 0,1,..., = 1,i j n . Найдем первый кортеж 1( ,..., )n

k ky y

такой, что 1( ,..., ) =n
k kp y y Л . Положим 1

1( ,..., ) =n kg x x y . Если такого кортежа в по-

следовательности не существует, то 1( ,..., )ng x x считается неопределенным.
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Отметим, что операция 1)(* n в сущности совпадает с операцией повторения
первого рода функторов по предикату [8, 15].

Очевидно, что ( 1)
2* = * ( , , ,..., )n n n

np f p f I I , где арности p и f равняются n .

Отсюда вытекает, что все утверждения, полученные в [3–7] в рамках предыдуще-
го определения ППА, сохраняются при переходе к новому.

При термальной записи циклирования используем записи вида

1 1
1 1 1 11...1

( ,..., ) * ( ,..., ),..., ( ,..., )m m
n k m kmy ym

p x x f z z f z z  ,

указывая явно лишь те переменные, значения которых будут изменяться. При

этом функция 1( ,..., )i i
i ki

f z z «управляет» изменением значения переменной iy , а

переменная 1y считается «выходной». Возобновление операторной записи при

этом очевидно.

2.2. Конечный граф

Прежде чем ввести формально объект граф, необходимо сделать оговорку,
что существуют разные способы определения этого понятия, в зависимости от его
последующего использования. В дальнейшем будем придерживаться терминоло-
гии, употребляемой в источнике [1].

Определение 1. Под (конечным) ориентированным графом g будем пони-
мать совокупность двух множеств — непустого счетного множества V (множест-
ва вершин) и множества E упорядоченных пар разных элементов V (множества
ребер или дуг), которое, вообще говоря, может быть и пустым:

.,,,= VVEVEVg 

При этом, если Vvv 21, и Evve ),(= 21 , то вершины 1v и 2v графа g назы-

ваются смежными, а каждая из них в свою очередь называется также инцидент-
ной дуге e .

Если ),(= 21 vve , то говорят, что дуга e направлена от вершины 1v к вершине

2v . Дуга e считается положительно инцидентной ее конечной вершине 2v . Коли-

чество дуг, которые являются положительно инцидентными вершине, называется

ее положительной степенью и обозначается )( 1v . Отрицательная степень оп-

ределяется аналогично и обозначается )( 1v .

Замечание 1. Ниже будем рассматривать конечные ориентированные псевдо-
графы (т.е. графы с петлями — дугами, которые соединяют вершину саму с со-
бой). Множество всех таких графов обозначим G .

Замечание 2. Для удобства изложения последующего материала, введем по-
нятие так называемой псевдо-вершины или пустой вершины. Будем считать, что
произвольная вершина графа может иметь какое угодно количество псевдо-дуг,
которые связывают ее с пустой вершиной.



Н. Н. Снигур

28

С помощью GA обозначим ППА, носитель которой составляют все частично-

рекурсивные функции (чр) и предикаты на G . Порождающее множество алгебры

GA назовем ее полной системой, а полную систему ППА — n
mI -базисом, если вся-

кая ее подсистема, получаемая удалением какого-либо предиката или какой-либо
функции, отличной от селекторной, уже не будет полной.

В силу конечности рассматриваемых графов, не будет существенным ограни-
чением, если в качестве вершин графа рассматривать натуральные числа. При
этом на множестве вершин графа вводится вполне естественный порядок. Кроме
того, становится очевидным, что множество всех конечных графов является счет-
ным, а, следовательно, для него должна существовать эффективная нумерация

GNG : (определенная в смысле [11]).
Основой данного исследования являются две известных теоремы: теорема об

изоморфизме и теорема о базисе ППА:
Теорема 1 (об изоморфизме ППА). Биективное отображение чрчр: NG AA  ,

которое сопоставляет каждой функции на G определенную арифметическую
функцию (в нумерации G ), задает изоморфизм ППА чр

GA на ППА чр
NA , где чр

NA
— ППА всех чр-функций и чр-предикатов над N .

Теорема 2 (о базисе ППА). Существует n
mI -базис алгебры чр

GA , который со-

стоит с точностью до селекторных функций из двух функций и одного предиката.
При построениях в ППА часто являются удобными логические связки для

предикатов [6, 9, 14]; они легко моделируются в ППА с помощью везде истинного
и везде ложного предикатов ( иp , лp ), например:

1 1 1 1 1 1( , , ) ( , , ) ( ( , , ), ( ), ( ( , , ), ( ), )),n m n и m и лp x x q y y p x x p x q y y p x p       

1 1 1 1 1 1( , , ) & ( , , ) ( ( , , ), ( ( , , ), ( ), ), ( )),n m n m и л лp x x q y y p x x q y y p x p p x      

1 1 1( , , ) ( ( , , ), , ( )).n n л иp x x p x x p p x    

Обозначим с помощью B][ замыкание множества  операциями совокуп-

ности B , а  — совокупность введенных выше операций ППА.

3. ППА частично-рекурсивных граф-функций и граф-предикатов

Рассмотрим следующие функции на множестве графов (граф-функции):

1) G
0C — константная функция: 1

00 =)( ggCG ;

2) GS — увеличение на единицу номера первой вершины графа, т.е., если

1 1 1 1= = { ,..., }, = { = ( , ),..., = ( , )...}n k l pg V v v E e v v e v v  , то 1( ) = = { 1,..., },nS g V v v 
G

1 1 1= { = ( 1, ),..., = ( , 1) ...}k l pE e v v e v v   ;

3)  — объединение графов:  111 ,= EVg ,  222 ,= EVg , 21 gg  21= VV  ,

 21 EE ;

4) \ — разность графов:  111 ,= EVg ,  222 ,= EVg ,  21121 \,=\ EEVgg ;
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5) eE — выделение первой дуги, т.е., для Vg = 1{= v , ..., }nv ,

),(={= 1 kl vveE , ...} , },{=
~

=)( kle vvVgE  , )},(=~{=
~

1 kl vveE ;

6) R — отожествление корня графа с первой отрицательно инцидентной вер-
шиной: Vg = 1 1= { ,..., kv v  , 1, ,..., }k k nv v v , ),(={= 1 kl vveE , …, ),(= kps vve , ...} ,

тогда VgR
~

=)(  1{= v , …, 11,  kk vv , ..., }nv , =
~
E ),(=~{ 1 ll vve , ... , ),(=~

lps vve , ...} ;

7) A — стягивание корня графа с первой отрицательно инцидентной верши-
ной: == Vg  1{v ,…, 1lv , lv , 1lv ,…, }nv , =E ),(={ 1 kl vve , ),(=2 rl vve , …,

),(= lps vve , ...} , тогда =
~

=)( VgR  1{v ,…, 1lv , 1lv ,…, }nv , =
~
E ),(=~{ 1 rk vve ,…,

),(=~
1 kps vve  , ...} ;

8)
* — объединение графов 1g и 2g с добавлением дуги из корня графа 1g

в корень графа 2g : =1g 111 {= vV , ...} , ),(={= 11111 lvveE , ...} , =2g =2V 21{v , ...} ,

=2E ),(={ 2121 pvve , ...} , =2
*

1 gg  21 VV  ,  )},(={ 211121 vveEE s ;

9) vE — выделение корня графа: 1= = { ,..., }ng V v v , ),(={= 1 kl vveE , ...} ,

 },{=
~

=)( lv vVgE .

Также понадобятся еще и такие функции:
1) eD — удаление первой дуги: 1 1 2= = { ,..., }, = { , ,..., }n mg V v v E e e e  ,

2( ) = , = { ,..., }e mD g V E e e  ;

2) vD — удаление первой вершины, если она изолирована;

3) out
vE — выделение подграфа, который состоит из корня графа и всех отри-

цательно инцидентных ему дуг: Vg = 1{= v , ... , }nv , =E ),(={ 1 kl vve ,…,

),(= rls vve , ),(=1 qps vve  , ...} , VgEv

~
=)( out

lv{= , kv ,…, }rv , =
~
E 1{e ,…, }se ;

4)
G

C — функция перевода в пустой граф: GG
 =)(gC .

Положим

.},=,,,,,,\,,,{:= 1,2,=

1,=

*
0

n

nm

n
mve IEARESC GG

G
G 

Можно непосредственно проверить, что все эти функции являются частично
рекурсивными.

3.1. Отображение графа в вектор

Так как рассматриваются графы с вершинами из N , то любому графу g мож-

но поставить в соответствие определенный вектор u , при этом псевдо вершине
будет отвечать число 0. Вектор u формируется поэлементно следующим образом.
Первым элементом поставим номер корня графа; далее перечислим все смежные с
ним вершины, отвечающие отрицательно инцидентным дугам. Поставим разде-
ляющий ноль. Повторяем этот процесс для всех вершин графа. В конце записы-
ваем номера всех изолированных вершин, также разделяя их нулями. Пустой граф
(аналог пустого слова) будем обозначать G .
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Обозначим данное отображение *: NG , i
i NN 
0

* =  , где }{=0 N — пус-

той вектор. Очевидно, что  — инъекция, но не сюръекция. Обозначим

)(:= GV  . Очевидно, это множество является рекурсивным в нумерации G .

Ниже под L -функцией (L -предикатом) понимается многоместная частичная
операция (предикат) на множестве L .

Определение 4. V -функцию 1( ,..., )nF x x назовем векторным образом граф-

функции 1( ,..., )n F , если 1 1( ( ),..., ( )) ( ,..., )n nF g g g g   F для всех 1,..., ng g .

Аналогично V -предикат ),,( 1 nxxP  назовем векторным образом граф-предиката

1( ,..., )n P , если 1 1( ( ),..., ( )) ( ,..., )n nP g g g g   P для всех 1,..., ng g .

Лемма 1. Векторным образом чр-граф-функции (чр-граф-предиката) является
чр- V -функция (чр- V -предикат).

Непосредственно из рекурсивности множества V вытекает следующая лем-
ма.

Лемма 2. Любая чр- V -функция является чр- *N -функцией (т.е. просто век-
торной чр-функцией). Для чр-предикатов аналогично.

Следствие 2. Векторный образ чр-граф-функции (чр-граф-предиката) являет-
ся векторной чр-функцией (векторным чр-предикатом).

3.2. Отображение вектора в граф

С целью моделирования векторных функций граф-функциями построим ко-
дирующее отображение GN  *: следующим образом:

1 1 1

( ) = ,

( ,..., ) = { ,..., } {1,..., }; {(1, ),..., ( , )} .n n nv v V v v n E v n v

  

     
G

Определение 5. Граф-функция 1( ,..., )n F называется граф-моделью вектор-

ной функции 1( ,..., )nF x x , если 1 1( ( ),..., ( )) ( ( ,..., ))n nv v F v v   F для всех 1,..., nv v .

Граф-модель предиката вводится аналогично.
Почти очевидно следующее утверждение.
Лемма 3. Для любых векторных чр-функций и чр-предикатов существуют их

граф-модели, которые принадлежат замыканию  
G .

3.3. Кодирующее и декодирующее отображения

Пусть ψ :=  . Очевидно, что ψ : ( )G V — биекция. Через χ обозна-
чим какое-либо расширение отображения 1ψ . Граф-функции ψ и χ играют роли
кодирующей и декодирующей функций соответственно.

Непосредственно из приведенных выше определений вытекает лемма.
Лемма 4. Пусть 1( ,..., )n F — чр-граф-функция, а 1( ,..., )n H — граф-

модель векторного образа функции 1( ,..., )n F . Тогда
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1 1( ,..., ) = χ( (ψ( ),..., ψ( )))n nA A A AF H

для всех iA , ni 1,= .
Аналогично, пусть 1( ,..., )m P — чр-граф-предикат, а 1( ,..., )m K — граф-

модель векторного образа этого предиката. Тогда

1 1( ,..., ) = (ψ( ),...,ψ( ))n nA A A AP K

для всех iA , ni 1,= .
Теперь, если выразить функции ψ и  с помощью замыкания  

G , то от-

сюда немедленно следует полнота выбранного порождающего множества.
Лема 5. Имеет место

 ψ, χ 


 G .

Доказательство.
Рассмотрим такие граф-функции:
1)  


),(),(,*))))((((=),,(

,,,
1 eeee DEERDG ;

2) =),,(2 G ))))(((( *  ee ERD )((  
 ,,

*  *(  )))(( eEA ,

)(eD , ))( GS ;

3) (3G , }){n — увеличение номера вершины графа  на n ;

4) =)(4 G )((( eE ),= , ({1}F , )))(eD , где =),( F ))((  eE  ,
*

 )(),(  eDSG ;

5) (5G , , =) ))(( eE
 ,,

*   (( 2G , , )))(GS , \ (2G ,  , ))(GS ,

(( 3GGS , (( 24 GG ,  , )))))(GS ;

6) )(=),,(6 G
 ,,

*  ( ))(* vE , )(),( 2  GSDv ;

7)  )(),(,*))))((()))((((=),(
,,

2
7 


eeeee DEERDRDSGG ;

8) )))(((=)(8  ee ERDG ;

9) *
9 8

, , ,
( , , ) = ( ) * ( ), , ( ), ( ) ;eD

   
              G G

10) 10 9 8 7 7 7
,

( , ) = ( ) * ( , ( ( , )), ( ( , ))), \ ( , ) .eD
 

               G G G G G G

Несложно показать, что

5 0ψ( ) = ( , , )g g g G ,

,(6 G )((\ g
 ,

* )( eE , ))( eD , 1
04

2 (( gS GG , (5G , )))), 0gg
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10χ( ) = ( , ( )).g g G

Из приведенных выше определений и утверждений непосредственно вытека-
ет основное утверждение данной работы.

Теорема 3. G является полной системой алгебры чр
GA .

В заключение заметим, что следующим шагом данного исследования может
быть проверка, есть ли совокупность граф-функций G базисом указанной ППА

чр
GA , а также попытка сократить количество функций порождающего множества.
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