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АСИМПТОТИЧНА НОРМАЛЬНІСТЬ РІЗНИЦЕВОЇ 
ПРОЦЕДУРИ СТОХАСТИЧНОЇ ОПТИМІЗАЦІЇ 

Отримано достатні умови асимптотичної нормальності не-
перервної різницевої одновимірної процедури стохастичної 
оптимізації з врахуванням впливу на функцію регресії, що 
описується рівномірно ергодичним марковським процесом. 
Встановлено, що граничним процесом процедури є процес 
Орнштейна–Уленбека. 

Ключові слова: процедура стохастичної оптимізації, функ-
ція регресії, марковський процес, асимптотична нормальність. 

Вступ. Основною характеристикою різницевої процедури стохас-
тичної оптимізації (РПСО), за якою можна оцінити швидкість збіжнос-
ті процедури до точки екстремуму, є асимптотична нормальність нор-
мованого за часом процесу. Встановленню такої властивості присвяче-
ні ряд робіт [1; 2]. Зокрема, в [2] розглянуто дискретну ПСО з адитив-
ною складовою, що описує похибки вимірювання функції регресії та 
має природу «білого шуму». Слід зауважити, що така складова звужує 
застосування ПСО на відміну від випадку, коли функція регресії безпо-
середньо враховує стан зовнішнього середовища [3]. У роботі [3] вста-
новлюється асимптотична нормальність неперервної процедури стоха-
стичної апроксимації методом малого параметру [4] та розв’язком про-
блеми сингулярного збурення в схемі усереднення [5]. 

Постановка задачі. Нехай ( , )C u x , u R , — функція регресії, 

що досягає єдиного максимуму в точці 0u , 0u R . Компонента x  ха-
рактеризує вплив зовнішніх факторів, які описуються рівномірно ерго-
дичним марковським процесом ( )x t , 0t   у вимірному фазовому про-

сторі станів ( , )XX [5]. Генератор МП задається співвідношенням:  

 ( ) = ( ) ( , ) ( ) ( ) ,Q
X

x q x P x dy y x    

де ( , ), , XP x B x X B   — стохастичне ядро.  

Стаціонарний розподіл ( ), XB B  , МП ( )x t , 0,t   визначається 

співвідношеннями: ( ) ( ) = ( ),dx q x q dx   = ( ) ( )
X

q dx q x , де ( )dx  — 

стаціонарний розподіл вкладеного ланцюга Маркова ( ), 0nx n  [5]. 

Для генератора Q  визначений потенціал 0R : 1
0 = ( )R Q     , де 
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( ) = ( ) ( )
X

x dx x     — проектор на підпростір = { : = 0}QQN    ну-

лів оператора Q . 

Розглянемо неперервну процедуру стохастичної оптимізації по-
шуку точки 0u  в схемі усереднення, що задається еволюційним ди-

ференціальним рівнянням [6]: 

  2( )
( ) ( ), ( ) ,b

du t
a t C u t x t

dt


    (1) 

де 
( ( ), ) ( ( ), )

( , ) = ,
2 ( )b

C u b t x C u b t x
C u x

b t

  
  з нормуючими функціями 

( ) = , > 0
b

b t b
t

 та ( ) = , > 0
a

a t a
t

. 

Асимптотична нормальність РПСО досліджується в умовах екс-
поненційної стійкості усередненої системи  

 = ( ),
du

C u
dt

  (2) 

де ( ) = ( ) ( , )
X

C u dx C u x  — усереднена функція регресії за стаціонар-

ним розподілом ( ), XB B  . 

Нехай виконуються умови збіжності РПСО в схемі усереднен-
ня [6] до точки 0u  рівноваги усередненої системи (2). 

Нормована РПСО має вигляд  

 ( ) ( ) /v t tu t   . (3) 

Основний результат. 

Теорема 1. Нехай функція регресії 3( , ) ( )C u C R   та викону-

ються додаткові умови: 
2

0

2

2

1: : 2 ( ) (0, ) (0, ) 0;

2 : : ( ) (0, ) 0;

1
3 : : 0.

2

R
X

X

C dx C x C x

C C dx C x

C b aC

 



  

 

  



  

Тоді нормована РПСО (3) слабо збігається ( ) ( )v t t   

 0( , ] (0, ]t t T  при 0  , 0,T   де ( ), 0,t t   — процес Орнш-

тейна—Уленбека [7] з генератором 
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2

( ) ( ) ( )
2

L v bv v v
      

та дисперсією 2 2 2a  . 

Висновок 1. Граничний процес Орнштейна-Уленбека ( )t  є ер-

годичним зі стаціонарним нормальним розподілом 2
0(0, ),N   

2
0 2b

    [7]. 

Висновок 2. Умова 1C  визначає дифузійність процесу ( )t , а 
умова 3C - ергодичність. 

Побудова граничного генератора. 

Лема 1. Нормована РПСО (3) є розв’язком диференціального рі-
вняння: 

 1( ) 1
( , )

2b
dv t a v

C x v
dt tt t

     . (4) 

Доведення. Оскільки, ( ) = ( ) / ,tv tu t    то 1/2( ) = ( )u t v t t   . 
Продиференціюємо останню рівність по t ,  

 
3 1

2 2( ) 1 ( )
= ( ) ( ) .

2

du t dv t
t v t t

dt dt

 
  

   (5) 

Прирівняємо праві частини рівностей (5) та (1),  

 
3 1

2 21 ( )
( ) ( ) = ( ( ) / , ).

2 b t
dv t a

t v t t C v t t x
dt t


     

    (6) 

Виконаємо елементарні перетворення (6),  
31 2( ) 1

= ( ( ) / , ) =
2

1
( , ) .

2

b t

b t

dv t a
t C v t t x t v

dt t

a v
C x v

tt t


  


 

  




     

  

 

Отже, має місце (4). 

Лема 2. Генератор Lt
  двокомпонентного марковського процесу 

2( ), : ( / ), 0,tv t x x t t     на банаховому просторі ( , )B R X  дійснозна-

чних функцій 2( , ) ( , ),dv x C R X   визначається співвідношенням: 

 2( , ) ( , ) ( ) ( , ),L Q Ct tv x v x x v x      (7) 
де 

  1 1
( ) ( , ) ( , ) ( , )

2
C t b

a v
x v x C x v v x

tt t

   
   

 
. (8) 
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Доведення. Згідно означення породжуючого оператора марков-
ського процесу [5]:  

 1
,

0

,

( , ) = ,lim

( , ) | ( ) = , = = ( , ) ( , ) .

L v x t

t v x t

v x E v v x

v x v t v x x E v v x v x

  

 

 

  






 

   

     

 

Для першого доданку має місце розклад  

, , ,( , ) = ( , ) ( , ) ( , ) .v x t v x t v x t tE v v x E v x E v v x v x                   

Враховуючи розподіл часу x  перебування МП ( )x t , 0,t   в 
стані x  маємо 




, , ,

2 2
,

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ] ( > ) ( , ) ( , ) ( ).

v x t v x t v x

x v x t t x

E v v x E v x E v v x

v x I E v v x v x I

  

      
 

 
 

        

         
 

Для неперервної по v  функції ( , )v x отримуємо [5]:  
2

, ( , ) ( , ) ( ) = ( ).v x t t xE v v x v x I o     
         

Аналогічно:  

  -2 1
, ,

2 2

( , ) ( , ) ( ) = ( , ) ,

1
( ) ( , ) , ( ) .

2

v x x v x b

b

a v
E v v x v x I E v x C x

t t

a v
v q x v x C x o

t t t

     

 


 



   
        

  
             

 

Отже, граничний генератор набуде вигляду  

 1
, ,

0

2 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) =lim

1
= ( , ) , ( , ),

2
Q

v x t v x t t

b

E v x v x E v v x v x

a v
v x C x v v x

tt t

   

   





 

                 

  
    

  

 

оскільки 

, ,

2 2
,

2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( ) ( ( , ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ).

v x t v x t

x x v x t

t

E v x v x E v x v x

I I E v x v x

q x o q x E v x v x v x o

   

     

   

 

  


 


         
           

            

 

Лема 3. Генератор Lt
  на тест-функціях 2( , ) ( )v C R    для 

3( , ) ( )C u C R  , має аналітичне представлення: 

 

2 1
1

2

1
( , ) ( , ) ( ) ( , )

1
( ) ( , ) ( ),

L Q Q

Q

t

t

v x v x x v x
t

x v x v
t





    

  

   

 

 (9) 
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де 

1( ) ( , ) (0, ) ( , ),Q x v x aC x v x    

2
1

( ) ( , ) (0, ) ( , ),
2

Q x v x v aC x v x     
 

 

а залишковий член  

1 2 2 1 2 2
1

( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )Q Q Qt v x v x x v x x v x
t t t

     
 

   
 

. 

Доведення. Розглянемо функцію ( , )b
v

C x
t


 . Оскільки ( , )C u    

3 ( )C R , то її можна розкласти в ряд Тейлора в околі точки нуль:  

 2, (0, ) (0, ) ( )b
v v

C x C x C x o
t t

  
 

     
 

. (10) 

Підставимо (10) у (8) та проведемо деякі елементарні перетворення 

1 21
( ) ( , ) (0, ) (0, ) ( , ) ( )

2
Ct

a v
x v x C x C x v v x o

tt t
      

        
  

 

1 21
(0, ) (0, ) ( , ) ( ).

2

a av
C x C x v v x o

tt t
   

      
 

 

Тоді, генератор (7) з врахуванням останнього і позначень опера-
торів 1( )Q x , 2 ( )Q x  та залишкового члена  

2
1 2 2 1 2 2

1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )Q Q Qt v x v x x v x x v x o

t t t
      

 
    

 
 

набуде вигляду (9). 
Розглянемо тест-функції виду  

2

1 2( , ) ( ) ( , ) ( , )v x v v x v x
tt

        , 3( ) ( )v C R  . 

Лема 4. Розв’язок проблеми сингулярного збурення [5] для ге-

нератора Lεt  на тест-функціях ( , )v x  має вигляд:  

1
( , ) ( ) ( ),L Lε

t t tv x (v) x v
t

       

де Lt  — граничний генератор вигляду:  
2 2

2
1

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

Lt
a

v v aC v v
      , 

2 ( ) (0, )
X

C dx C x   , 2
02 ( ) (0, ) (0, )R

X

dx C x C x     , 
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а залишковий член обмежений: ( ) ( )t x v M     . 

Доведення. Розглянемо дію зрізаного генератора  
1

2
1 2

1
= ( ) ( )L Q Q Qt x x

tt
   


  


  

на тест-функціях ( , )v x . 
Отже, отримаємо: 

   
1

2
1 1 2 1 1 2

1 2 2 1 2 2

1
= ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

L Q Q Q Q Q Q

Q Q Q

t x x x
tt

x x x
t t t

         

   


      

 
   

 



 (11) 

Оскільки оператор Q  діє тільки по змінній x , то для першого 
доданку в (11) маємо 0Q  . 

Використаємо умову балансу 1( ) ( ) 0
X

Qdx x  , оскільки 

( ) (0, ) (0) 0
X

dx C x C    , та додаткову умову 1 0  . Тоді для 

другого доданку в (11) маємо: 1 1( ) = 0Q Q x  . Звідси, отримаємо 

вигляд функції 1( , )v x : 

1 0 1 0( , ) = ( ) ( ) = (0, ) ( )R Q Rv x x v a C x v    . 
Використаємо другу умову розв’язності проблеми сингулярного 

збурення [4] та додаткову умову 0  .  
Для третього доданку маємо 

 2 ( , ) ( ) ( )Q L Lt tv x x x   ,  (12) 

де 1 2( ) = ( ) ( , ) ( ) ( )1L Q Qt x x v x x v  , а ( ).L Lt t x   

З (12) отримуємо представлення для 2 ( , )v x  

2 0( , ) = ( ),R Ltv x v   де ( )L L Lt t tx  . 

З представлення 1( , )v x , 1( )Q x  та 2 ( )Q x маємо  

2
0

1
( ) ( ) = (0, ) (0, ) ( ) ( (0, ) ] ( ).

2
L Rt v vx v a C x C x v v aC x v         

З останнього та представлення 2 ( , )v x  отримуємо твердження 
Леми 4. 

Доведення теореми.  
Використовуючи твердження — Леми 4 легко перевірити вико-

нання умов Модельної граничної теореми [5], тобто має місце слабка 
збіжність ( ) ( ),v t t  при 0  . 
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Висновки. Встановлено асимптотичну нормальність нормованої 
процедури стохастичної оптимізації з марковськими збуреннями в схемі 
усереднення методом малого параметра на скінченному інтервалі спо-
стереження вихідної процедури стохастичної оптимізації. На відміну від 

класичного випадку нормування по часу t , для асимптотичного 

аналізу запропоновано нормування за малим параметром 2  , що 
дозволило побудувати граничний генератор. Отримані результати 
дозволяють розглянути асимптотичну нормальність РПСО і при інших 
нормуваннях як за часом, так і за малим параметром. Особливо 
важливим тут є отримання умов асимптотично малої дифузії РПСО [8]. 
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