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ДО ПИТАННЯ ЗБІЖНОСТІ КОЛОКАЦІЙНО-ІТЕРАТИВНОГО 
МЕТОДУ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ 

ЗВИЧАЙНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ З ІМПУЛЬСНИМ 
ВПЛИВОМ І ПАРАМЕТРАМИ 

У статті досліджується питання збіжності колокаційно-
ітеративного методу до розв’язування крайових задач для звичай-
них диференціальних рівнянь з імпульсним впливом і параметра-
ми. Встановлено умови збіжності методу, оцінки похибок. 

Ключові слова: крайова задача, диференціальні рівняння, 
інтегральне рівняння, колокаційно-ітеративний метод, імпу-
льсний вплив. 

Вступ. Переважна більшість задач прикладного та теоретичного 
характеру зводиться до розв'язування різних класів диференціальних, 
інтегральних, інтегрально-функціональних та функціонально-дифе-
ренціальних рівнянь та їх систем. У більшості практичних ситуацій 
отримання точного аналітичного розв’язку є досить складним і пот-
ребує значних зусиль, або знайдений розв’язок є не досить зручним 
для використання. Тому в останні десятиріччя широкого розповсю-
дження набули наближені методи розв’язування таких задач. У той 
же час пошук нових, більш ефективних, і удосконалення вже існую-
чих методів продовжує залишатися досить актуальною задачею. 
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Останнім часом увагу дослідників привертають задачі з параметра-
ми, з імпульсним впливом, задачі з обмеженнями. Теоретичні основи 
таких задач закладені у працях А. М. Самойленка, М. О. Перестюка [7; 
8], А. Ю Лучки [3—6], О. А. Бойчука [1] та ін. 

Методи проекційно-ітеративного типу, загальна теорія яких ство-
рена А. Ю. Лучкою, належать до ефективних наближених методів 
розв’язування широких класів лінійних та нелінійних рівнянь, зокрема 
диференціальних та інтегральних, інтегро-диференціальних та функці-
онально диференціальних. До методів проекційно-ітеративного типу 
відносимо і колокаційно-ітеративний метод, який виник на основі зви-
чайного методу послідовних наближень і методу колокації. Слід за-
уважити, що перевага колокаційно-ітеративного методу перед ітера-
ційними методами в тому, що розширюється область застосування, 
оскільки не потрібно накладати обмеження на норму чи спектральний 
радіус інтегрального оператора. В порівнянні з методом колокації ко-
локаційно-ітеративний метод збігається швидше. 

У роботі [9], досліджувалося питання застосування колокаційно-
ітеративного методу для розв’язування крайової задачі для диферен-
ціальних рівнянь з імпульсним впливом і параметрами. В даній робо-
ті запропоновано обґрунтування даного методу і встановлено умови 
збіжності. 

Постановка проблеми. Знайдемо кусково-неперервну функцію 
( )х t  з розривами першого роду при it  , що задовольняє диферен-

ціальне рівняння виду 

 
( ) ( 1)
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, (0, ), 1, 1,

m m

m m
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р t x t p t x t p t x t f t c t

t t T i n
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 ( ) , ,pФ х R p m l     , (2) 
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m
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     , (3) 

де ( )c t   — скалярний добуток вектора  1 2, ,..., l     і кусково-

неперервної вектор-функції ( )c t   1 2( ), ( ),..., ( )lc t c t c t  з можливими 

розривами першого роду при 1, 1,i i nt    ; 0,( ), ( ),k k mf t p t   — 
кусково-неперервні функції з можливими розривами першого роду при 

1, 1,i i nt    , причому ( ) 0mp t  ; (0, )i T   — фіксовані моменти 

часу імпульсного впливу;  1 2( ) ( ), ( ),..., ( ) ,рФ х Ф х Ф х Ф х р m l    — 

вектор, компоненти якого — лінійні обмежені функціонали на класі 
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кусково-неперервних функцій з можливими розривами першого роду 

при 1, 1,i i nt    , як частковий випадок 

( ) ( )к kФ х х t , 
де 

1 2 1 ,... , ,p k pa t t t b      . k it   

Виклад основного матеріалу. Під розв’язком задачі (1)—(3) 
будемо розуміти таку кусково-неперервно диференційовану функцію 

( )х t  з розривами першого роду при it  , 1, 1i n  , і такий вектор 
lR  , що при підстановці їх в рівняння (1) ми отримаємо тотож-

ність для всіх t I \  i , функція ( )х t  задовольняє умови стрибка 

(3) при it   і умови (2). 
Введемо в розгляд оператор 

 ( ) ( 1)
1 0( )( ) : ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )m m

m mLx t p t x t p t x t p t x t
     (4) 

і запишемо задачу (1)—(3) у вигляді 
 ( )( ) : ( ) ( )Lx t f t c t   , (5) 

 ( )Ф x  , pR  , (6) 

     
1

( ) ( )

0

0 0
m

j j
ij i ij i i

j

c x d x B 



    , 1, 1i n  , (7) 

Представимо крайову задачу (5)—(7) у вигляді 
 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )Ax t b t f t d t Bx t     , (8) 

 ( )Ф x  , pR  , (9) 

     
1

( ) ( )

0

0 0
m

j j
ij i ij i i

j

c x d x B 



    , 1, 1i n  , (10) 

де 

 ( ) ( 1)
1 0( )( ) : ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )m m

m mAx t a t x t a t x t a t x t
    , (11) 

 ( 1) ( 2)
1 2 0( )( ) : ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )m m

m mBx t g t x t g t x t g t x t 
     , (12) 

 ( ) ( ) ( )d t b t c t  , (13) 

( ) ( )m ma t p t , ( ) ( ) ( )i i ig t a t p t  , 0, 1i m  , 

( )ia t , ( )ig t , 0, 1i m  , кусково-неперервні функції з можливими роз-

ривами першого роду при it  , 1, 1i n  , а кусково-неперервна век-

тор-функція ( )b t  підібрана таким чином, що однорідна крайова задача 

 ( )( ) ( ) 0A t b t   , (14) 

 ( ) 0Ф   , (15) 
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    , 1, 1i n  , (16) 

має тільки тривіальний розв’язок 
( ) 0t  , 0  . 

У роботі [9], показано, що крайова задача (8)—(10) зводиться до 
рівносильної крайової задачі для системи диференціальних рівнянь з 
параметрами без імпульсів, яка в свою чергу рівносильна системі 
інтегральних рівнянь. 

Побудова алгоритму. Застосуємо до задачі (8)—(10) колока-
ційно-ітеративний метод. 

Нехай на відрізку  0,Т задано систему вузлів колокації  
1

N

j j
t


, 

причому j it  , 1, 1i n  , 1,j N . 

Наближені розв’язки будемо визначати із допоміжної задачі 
    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k kAx t b t f t d t Bz t      (17) 

причому j it  1, 1i n  , 1,j N  
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m
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c x d x B t i n  



        (19) 

де 
 1( ) ( ) ( )k k kz t x t t  , 1( ) ( )k k kt t    ,  (20) 
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  , (21) 

Невідомі параметри k
ja  визначаємо із умови 

         0, 1,k j j k jLz t c t f t j N    , (22) 

де  
1

N

j j
t


 — вузли колокації, а оператор L має вигляд 

 
( ) ( 1)

1 0

1, 1,

( )( ) : ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ( ) ,

, (0, ),

m m

m m

i i n

Lx t р t x t p t x t p t x t f t c t

t t T








 

     

 
 (23) 

Нульове наближення визначаємо із задачі 

  0 0 0( ) ( ) ( ),Ax t b t u t   it  , 1, 1i n   (24) 

 0( ) , ,pФ х R    (25) 
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1

( ) ( )
0 0

0

0 0 , , 1, 1
m

j j
ij i ij i i i

j

c x d x B t i n  



       , (26) 

в якій 0 ( )u t  – задана функція. 

Координатна система функцій  
1

( )
N

j
j

t

і система векторів 

 
1

N

j
j




 задовольняють рівняння 

   ( ) ( ) ( ) ( )j j jА t b t t t     (27) 

та однорідні умови є 

   0,jФ    (28) 

     
1

( ) ( )

0

0 0 0, 1, 1
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l l
il j i il j i

j
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      . (29) 

У рівнянні (27)  
1

( )
N

j
j

t


 — задана система лінійно-

незалежних, кусково-неперервних функцій з можливими розривами 
першого роду при it  , 1, 1i n  . 

На основі співвідношень (20)—(22) звичайним способом для ви-

значення невідомих параметрів k
jа  отримуємо систему лінійних ал-

гебраїчних рівнянь виду 
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N
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 , 1,i N , (30) 

в якій 

    ij j i i jL t c t    , , 1,i j N  

      1 1 ,k
i i k i k ib c t f t Lx t     1,i N . 

Система (30) може бути представлена у вигляді 
 k ka b  , (31) 
де 
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Як встановлено в роботі [9] запропонований вище алгоритм зво-
диться до колокаційно-ітеративного методу розв’язування системи 
інтегральних рівнянь 

   1

1

( ) ( ) , ( ) ( )
bn

k k k
i ij ji j

j a

u l K s u s s ds   


    , (32) 

 
1

( ) ( )
N

k k
i j ji

j

a   


  , 1,i n , (33) 

      1 0k i k i k i
i j j i ji

u u       . 1,i n , 1, ij N . (34) 

Дослідимо питання збіжності методу (17)—(22). 
Задачу (1)-(3) запишемо у вигляді (8)—(10) і припустимо, що 

крайова задача 
 ( )( ) ( ) 0A t b t   , (35) 

 ( ) 0Ф v  , (36) 

     
1

( ) ( )

0

0 0 0 , 1, 1
m

j j
ij i ij i i

j

c v d v i n 



      , (37) 

має тільки тривіальний розв’язок ( ) 0, 0t   . 
Надалі, не обмежуючи загальності, будемо вважати, що система 

вектор-функцій 

 1 2( ) ( ), ( ),..., ( )j j j jn         

фундаментальна. 
Виконавши нескладні перетворення, легко показати, що побудо-

ва функції ( )k
i  , 1,i n , на основі співвідношень (32), (34) рівноси-

льна обчисленню інтеграла 

   1( ) , ( ) ( )
i

b
k k k
i iN i i

a

S s u s u s ds     , 1,i n , (38) 

де 

  
1

( , ) ( )
i

i

N
i

iN ji j
j

S s s    


  . (39) 

Розглянемо, враховуючи співвідношення (32), наступну різницю 

  1

1

( ) ( ) ( ) , ( )
bn

k k k k
i im mi i

m a

u u K s s ds     


     , (40) 

в якій під ( )k
i   будемо розуміти 

   1 1

1

( ) ( ) , ( ) ( )
i
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k k k

i im m i
m a

l K s u s ds u     


    . (41) 
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Підставимо співвідношення (40) у (38), тоді для визначення по-

правок ( )k
i   на кожному кроці отримаємо систему інтегральних 

рівнянь виду 

  ( )

1

( ) ( ) , ( )i

bn
Nk k k

mi i imm a

g H s s ds    


    , 1,i n , (42) 

в якій 

 ( ) ( , ) ( )
i

b
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i iN i

a

g S s s ds    , 1,i n , (43) 

 ( ) ( , ) ( , ) ( , )i

i

b
N

im iN im
a

H s S K s d      , , 1,i m n . (44) 

Припустимо, що система інтегральних рівнянь (42) має єдиний 
розв’язок, тобто 

  
1

( ) , ( )
bn

k k
im mi

m a

R s g s ds  


   , 1,i n . (45) 

Причому для функцій ( , )imR s  будуть справедливі співвідно-

шення 

 ( , ) ( , ) ( , )
i

b

im im iN
a

R s R S s d      , (46) 

 ( , ) ( , ) ( , )
i

b

im iN im
a

R s S R s d      , , 1,i m n , (47) 

Співвідношення (41) з урахуванням (32) можна записати у вигляді 

   1

1

( ) , ( )
bn

k k
im mi

m a

K s s ds    


   , 1,i n , (48) 

де використано наступне позначення 

 1( ) ( ) ( ) ( )k k k k
i i i iu u        , 1,i n . (49) 

Якщо підставити співвідношення (45) у (40) і врахувати позна-
чення (43) та співвідношення (48), (46), (47), то отримаємо 

  1 1

1

( ) ( ) , ( )
bn

k k k
i i im m

m a

u u M s s ds    


    , 1,i n ,  (50) 

в якому оператор ( , )imM s  має вигляд 

1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
b bn n

im im ip pl lm
p l a a

M s K s K R K s d d        
 

    . (51) 

В силу співвідношень (49), (40), (38) маємо 
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   1

1

( ) , ( )
bn

k k
i im m

m a

L s s ds    


   , 1,i n , (52) 

де оператор ( , )imL s  має вигляд 

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
i

b

im im iN im
a

L s M s S M s d        . (53) 

Нехай для будь-якої функції   2 ,i L a b  , 1,i n  виконуються 

нерівності 

 
2

2 2

1 1

( , ) ( ) ( )
b b bn n

im m i m
m ma a a

M s s ds d p s ds   
 

    
  
    , 1,i n , (54) 

 

2

2 2

1 1 1

( , ) ( ) ( )
N

b b bn n n

im m m
i m ma a a

L s s ds d q s ds   
  

    
  

     , (55) 

За даних припущень випливає наступне твердження, яке виражає 
умови збіжності запропонованого колокаційно-ітеративного (17)—(29) 
методу. 

Теорема 1. Якщо 1
N

q  , то крайова задача (1)—(3) має єдиний 

розв’язок *( )x t , *  і послідовності  ( )kx t ,  k , побудовані згідно 

колокаційно-ітеративного методу (17)—(29) збігаються до цього 
розв’язку. 

Доведення. Крайова задача (1)—(3), як встановлено в роботі [8], 
рівносильна системі інтегральних рівнянь 

 
1

( ) ( ) ( , ) ( )
bn

i i ij j
j a

u l K s u s ds  


    , 1,i n , (56) 

де 
  ( ) ( ) ( ) ( )i i i i il f d B h       , 1,i n , (57) 

( , ) ( ) ( ) ( , )ij i j i ijK s d Г s B G s       , , 1,i j n , 

а, отже, має розв’язки тоді і тільки тоді, коли система інтегральних 
рівнянь (56) має розв’язки. 

Покажемо, що при 1
N

q   система рівнянь (56) має єдиний 

розв’язок і послідовності  ( )k
iu  , 1,i n , побудовані згідно методу 

(32)—(34), збігаються до цього розв’язку. 
Справді, на основі співвідношень (50), (52), (54) та (55), отримаємо 
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k k k k
i i i i
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Тоді, в силу співвідношень (58), (59), отримаємо 
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Якщо, 1Nq  , то послідовності  ( )k
iu  , 1,i n , фундаментальні. 

Справді, 
2k p k

i iu u   1 1 2 ...k p k p k p k p
i i i iu u u u            
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1
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p q
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 , 1,i n . 

Оскільки, 0Nq  , при k  , то оцінка (61) показує, що пос-

лідовності  ( )k
iu  , 1,i n  — фундаментальні, а, отже, в силу повно-

ти простору   2 ,L a b  збігаються до деяких функцій * ( )iu  . 

Функції * ( )iu   є розв’язками системи (56), щоб переконатися в 
цьому достатньо перейти до границі в співвідношеннях (32), (38). 

Із умови 1Nq  , вдало [2] , випливає єдиність розв’язку. 

Оскільки для  1,i it    маємо 

   *
1*( ) * ( )i i ix t x a y       , ( , )a b  , 
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  1( ) ( )k
k k i i ix t x a y       , ( , )a b  , 

то, врахувавши той факт, що розв’язок задачі (17)—(19) має вигляд 

 
1

( ) ( ) , ( )
bn

k k
i i im m

m a

y h G s u s ds  


    , 

1

( ) ( )Г
bn

k
k m m

m a

s u s ds 


    , 

Отримаємо 

  * *

1

*( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ,
bn

k k
k i i im m m

m a

x t x t y y G s u s u s ds  


       1, ,i n  (62) 

  
1

* ( ) ( ) ( )Г
bn

k
k m m m

m a

s u s u s ds  


    . (63) 

Аналізуючи співвідношення (62), (63), приходимо до висновку, 
що при виконанні умови 1Nq   крайова задача (1)—(3) має єдиний 

розв’язок і послідовності  ( )kx t ,  k , побудовані згідно колока-

ційно-ітеративного методу (17)—(29) збігаються до цього розв’язку. 
Теорема доведена. 
Умови збіжності методу характеризує теорема. 

Теорема 2. Нехай крайова задача (1)—(3) має єдиний розв’язок 
*( )x t , * , і нехай система вектор-функцій 

 1 2( ) ( ), ( ),..., ( )j j j jn        , 1,j N , 

і вузли колокації підібрані таким чином, що 

  
2( )lim , ( , ) 0,i

il
i

b b
N

il
N

a a

K s H s d ds  


    , 1,i l n .  (64) 

Тоді існує такий номер  0
0 min iN N , 1,i n , що при всіх фік-

сованих 0N N  послідовності  ( )kx t  та  k , побудовані згідно 

колокаційно-ітеративного методу (17)—(29), збігаються до розв’язку 
*( )x t , *  задачі (1)-(3). 

Оцінки похибки. Встановимо оцінки похибки методу (17)—(29). 
Для цього позначимо через 

0
  — норма вектора  1 2, ,..., ld d d d  

в просторі lR , тобто 

0

2 2

1

l

i
i

d d


  . 
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Нехай 

   *, ( ) ( )
i

b
k k
i iN i i

a

S s u s u s ds   , 1,i n , (65) 

i , i  — додатні константи, які фігурують у наступних нерівностях 
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Тоді буде справедливе таке твердження. 

Теорема 3. Якщо 1Nq  , то будуть справедливі наступні оцінки, 
які характеризують швидкість збіжності методу 

 1 * 0 0
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*
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k
k N N l l l

l

x x p q u u 


    , (68) 

 1 0 0
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    , (69) 

та конструктивні оцінки 
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q
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  . (71) 

Доведення. Дані оцінки випливають із відповідних оцінок для 
колокаційно-ітеративного методу розв’язування системи інтеграль-
них рівнянь (56). 

Справді, виконавши нескладні перетворення, для системи інтег-
ральних рівнянь отримаємо наступні оцінки 
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    , (72) 

 * 1

11

n
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p
u u u u
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  . (73) 

Тоді, на основі співвідношень (66), (67), виконавши нескладні 
перетворення, отримаємо 
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Аналогічними перетвореннями отримаємо оцінку і для параметрів 
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Теорема доведена. 
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