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Автори розглядають у просторі 1,1][=),(2 RDDL  

транспортний оператор  
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автори вводять деякий інтеграл (у вигляді відомого виразу резольвен-
ти через півгрупу) і доводять прямо, що цей інтеграл є відповідною 
півгрупою. Щоб спростити обчислення, автори зводять оператор L  
до деякої моделі Фрідріхса, використовуючи перетворення Фур’є.  

Ключові слова: спектр ,транспортний оператор, модель 
Фрідріхса, півгрупа. 
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СУЩЕСТВОВАНИЕ ВТОРОГО МОМЕНТА РЕШЕНИЯ 
ЛИНЕЙНОГО СТОХАСТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ 
ПРОИЗВОДНЫХ С МАРКОВСКИМИ ВОЗМУЩЕНИЯМИ И ЕГО 

ПОВЕДЕНИЕ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ 

Для стохастической задачи Коши линейного уравнения в 
частных производных с непрерывным марковским процессом 
доказано существование решения в среднем квадратическом, 
получены достаточные условия асимптотической устойчиво-
сти в среднем квадратическом решения этой задачи. 

Ключевые слова: задача Коши, стохастические диффе-
ренциальное уравнение, уравнение в частных производных, 
асимптотическая устойчивость, устойчивость в среднем 
квадратическом, марковский процесс. 

Введение. Доказательству существования и асимптотического 
поведения решений детерминированных уравнений в частных произ-
водных посвящено достаточное число монографий и статей, которые 
можно найти в монографиях [13], [15], [22]. 

Когда было введено понятие стохастического дифференциала и 
интеграла, как функции верхнего предела, замены переменных Ито 
для стохастического дифференциала, введения понятия стохастиче-
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ского дифференциального уравнения (СДУ) как интегрального урав-
нения с интегралом Ито и Скорохода известными учеными Гихма-
ном И. И., Скороходом А. В., Хасьминским Р. З., Колмановским В. Б. 
и Царьковым Е. Ф. в монографиях [1], [7], [8], [17], [19], [20], стало 
возможным изучение асимтотического поведения сильного решения 
СДУ в частных производных [4]—[6], [9], [14] и др. 

Дальнейшее изучение СДУ в ЧП шло по пути рассмотрения в 
этих уравнениях случайных параметров, которые представляли бы 
более точную математическую модель реальных сложных систем [7], 
[14], [20] и др. 

Данная работа посвящена исследованию асимптотического по-
ведения сильного решения линейного СДУ в ЧП с учетом непрерыв-
ного марковского процесса. 

1. Постановка задачи 

На вероятностном базовом пространстве   , , , 0 ,t t      

[3] рассмотрим задачу Коши для линейного стохастического диффе-
ренциального уравнения в частных производных (ЛСДУ в ЧП) [14] 
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где      , ,A B C    — матрицы размерности n m , содержащие соот-

ветствующие беровские функции, которые зависят от    ,t t     

для произвольного 0 ,t t    — стохастически непрерывный фелле-
ровский марковский процесс с непрерывными справа реализациями на 
компактном фазовом пространстве   [10], [12], [16]. 
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Обозначим через       1, : 0,w t w t T    — стандартный 

винеровский процесс, 0T   [3], а через 
 ,dw t

dt


 обозначен «белый 

шум» (производная от  ,w t   с вероятностью единица не существу-

ет [12], [16]). 
Обозначим далее через T  пространство функций 

    1 1, , : 0,u t x T    , 

измеримых по t  и x  с вероятностью единица относительно -алгеб-

ры борелевских множеств фазового пространства   10, ,T   и для 

которых существует несобственный интеграл 

   2
, , ,u t x dx





     (3) 

при любых   0, ,t T   — знак математического ожидания. 

Для дальнейших исследований введем с вероятностью единица 
нормы, свойства которых легко проверить: 
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Далее под 2RL , TL  будем понимать пространства функций 

 , ,u t x  , имеющие соответствующие нормы (4), (5). 

В пространстве T  наконец введем норму согласно (6): 

      
2
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      (7) 

Под решением задачи Коши для ЛСДУ в ЧП (1), (2) будем пони-

мать функцию       1 1, , , : 0,u t x u t x T    , которая согла-

сована с фильтрацией  , 0t t   [3] и такую, что с вероятностью еди-

ница при каждом  ,t x  удовлетворяет уравнению 
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Отметим, что случайная функция  ,u t x  с вероятностью 1 неп-

рерывна по  0,t T  в силу конструкции , ,Q
t x

  
   
  и непрерывно-

сти по t  интеграла Ито и интеграла Римана, как функций верхнего 
предела [3]. 

2. Существование решения стохастической задачи Коши для 
ЛСДУ в ЧП (1), (2) 

Будем рассматривать задачу о существовании решения в сред-
нем квадратическом стохастической задачи Коши (1), (2) в простран-

стве 1
T T  , для элементов которого для произвольной матрицы 

  ,A y y , имеет место включение 

   , , , TQ A y u t x
t x

      
  

Лемма 1. Преобразование Фурье по x  для случайной функции 

 ,u t x    , ,u t x  , а именно: 

     1
, , , , ,

2
i xv t v t e u t x dx   








   , 

не выводит его из пространства T  для произвольного конечного 

0 T    с вероятностью единица, а именно имеет место равенство 

    1
, , .

2T T

v t u t x



 

 (9) 

Доказательство. Существование с вероятностью единица пре-
образования Фурье [2], [11] вытекает из принадлежности  ,u t x  про-

странству 2RL  для произвольного  0,t T , поскольку верно нера-

венство Чебишева П. Л. 
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Согласно теореме Планшереля [11] имеем 
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  Далее, взяв математическое 

ожидание и проинтегрировав по  0, ,t T получим (9), что и доказы-

вает лемму. 

Теорема 1. Пусть: 

1) выполнены требования постановки задачи пункта 1 и условие 
Липшица на коэффициенты уравнения 1; 

2) беровские функции      , , ,kj kj kja y b y c y  1, ; 1,k n j m 
 
для 

y   удовлетворяют глобальному условию ограниченности 

модулей 

     2 2 2
;kj kj kja y b y c y L    

3)   0
, 1.
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l
Qu K l 


  

Тогда существует с вероятностью единица непрерывное решение 
стохастической задачи Коши    , , ,u t x u t x  , причем существует 

второй момент   2
1, ,u t x K а для случайной функции 

   , , ,v t v t    (см.(9)) существует l -й момент ( 1l  ), как решение 

задачи (10), (11). 

Доказательство. Применив преобразование Фурье [2] по пере-

менной 1x  к левой и правой части ЛСДУ в ЧП (1), (2), получим 
формальное линейное стохастическое дифференциальное уравнение, 
уже не содержащее частных производных по x  для случайной фун-
кции    , , , :v t v t    
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Полученную задачу Коши для ЛСДУ (10), (11) следует понимать 
как стохастическое интегральное уравнение [3], [8] 
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 (12) 

с начальным условием (11). 
В условиях теоремы 1 существует с вероятностью 1 сильное не-

прерывное решение    , , ,v t v t    при 0   ЛСДУ (10), (11) с 

  
2

, , 1
l

L R
v t l     [8], [20], а значит в силу леммы 1 существует с 

вероятностью единица сильное непрерывное решение  ,u t x   

 , ,u t x   ЛСДУ в ЧП (1), (2) с
 

  2
, .

T

u t   


  

3. Асимптотическое поведение тривиального решения 
 линейных стохастических дифференциальных 

 уравнений в частных производных 

3.1. Вначале обсудим асимптотику поведения ЛСДУ (12) триви-
ального решения  , 0v t    при 0   с начальными условиями (11). 

Заметим, что для поставленной задачи пункта 1 будем применять 
метод стохастической функции Ляпунова [1] для исследования асим-
птотической устойчивости в среднем квадратическом, l  — устойчи-

вости  1l  , экспоненциальной l  — устойчивости, глобально экс-

поненциально l  — устойчивости в целом [12]. 
Дадим соответствующее определение устойчивости тривиаль-

ного решения  , 0v t   , 0  , СДУ (10), (11) с условиями на коэф-

фициенты: 

 , , , 0
d

Q B y i v t
dt

 
     

  
 для  , 0;y t    , 

  , , , 0
d

Q C y i v t
dt

 
     

  
 для  , 0;y t    .  (13) 

Определение 1. Тривиальной решение  , 0v t   , 0   зада-

чи (10), (11) назовем: 
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 стохастически устойчивым, если для 1 0, 
 2 0, 

 
сущест-

вует такое 0  , что из неравенства  0Qu   вытекает для 

0 0t   и y  неравенство: 

     1 2
0

: sup , , , ,
t

d
Q D y i v t

dt
    



      
   

   (14) 

где D  имеет конструкцию        ,

, 1
,

n m

kj k j
D t d t 


  где 

 kjd   — беровские функции; 

 асимптотически стохастически устойчивым, если выполнено ус-
ловие (14) и существует такое 1 0  , что для 0 0t  , y

 
и 

 0Qu   имеет место 

    
0

: lim , , , 0 1.
t

d
Q D y i v t
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Определение 2. Тривиальное решение  , 0v t   , 0   зада-

чи (10), (11) назовем: 

 l — устойчивым, если 
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 асимптотически l — устойчивым, если решение l — устойчиво и 
существует такое 0  , что 
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Определение 3. Тривиальной решение  , 0v t   , 0   зада-

чи (10), (11) назовем: 

 экспоненциально l-устойчивым, если существуют такие 0,   

0M   и 0  , что для произвольных 0 0,t t y    и 
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 глобально экспоненциально l — устойчивым, если (18) выполня-

ется для всех 0 0,t t y    и  
0

1.
t

Qu   

Далее рассмотрим скалярную непрерывную функцию Ляпуно-
ва [1], [17], [12] по всем переменным: 

 1 1: Y       ,  (19) 

для которой выполнено глобальное условие Липшица: 

    1 2 1 2, , , ,t v y t v y L v v      (20) 

для всех 1
1 2,v v   и условие глобальной ограниченности y  : 

      1 2
0

sup , , , , .
t

t v y t v y y


       (21) 

Определение 4. Оператор   , ,s v y  назовем производной 

Ляпунова в силу СДУ (10), (11), если функция 1 1: Y        

непрерывна по , ,s v y , ограничена на каждом множестве 

   1 2, 0t t U  ,    0 0, ; 0U v       и выполняется усло-

вие: для 0,s y    і 1v  найдется такое 0  , что существует 

      
0

1
sup , , , ,

t
x t v s t s s v s K

t


 
         

равномерно по аргументу v , а также существует предел

 
          

0

1
lim , , , , , , , .

t
x t v s t s t s v y s v y

t



          (22) 

Коротко для определения 4 введем обозначение    . Если 

непрерывный функционал 1 1:          удовлетворяет усло-

вию Липшица по 2-ому аргументу v  и условию равномерной ограни-
ченности по первому аргументу t , то оператор   полностью опре-
деляется правой частью (10) и слабым инфинитезимальным операто-
ром марковского процесса  t  [10], [12] 

1 2       , 

где 
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Здесь   — первая производная 2;v    — вторая производ-

ная 2v
  [12, с. 546—549]. 

Определение 5. Оператор  , ,s v y  назовем производной Ляпу-

нова на решениях СДУ (10), (11), а значит в силу леммы 1 и на решениях 
СДУ (1), (2), если функция Ляпунова  , , :s v y  1 1

        не-

прерывна по всем 3-м аргументам, ограничена на каждом множестве 
   1 2, 0rt t     и выполняются условия определения 5, где 

   10 , 0r v v r r     . 

Обозначать этот факт будем, как уже было отмечено выше, 
   . 

Определение 6. В условиях определения 5 верхней производной 
Ляпунова [17] назовем соотношение 

 
        
 

0 0

1
lim sup , , , , ,

, , .

t t
x t v s t y t s v s y

t

s v y


  

   

  

  


 (24) 

если для всех достаточно малых 0   в каждой окрестности 

 0r    выполняется неравенство 

          1
, , , , , , ,rx v s s v y g s v y      


    (25) 

где  , ,rg s v y  является непрерывной функцией своих аргументов и 

ограничена по второму аргументу v  в каждой окрестности  0r . 

Отметим, что при указанных ограничениях на функцию Ляпунова   
выполняется неравенство Дынкина [10]. 

Лемма 2 [10]. Если непрерывная по всем аргументам функция 
Ляпунова  , ,s v y  удовлетворяет условиям (20), (21), то выполняет-

ся неравенство Дынкина 

               

       
 2

2 2 2 2

0

, , , , , , ,

, , , , .
t

x t v s t v s v s t t s v y

s z v s z v s y z dz


   



   

     
  
 

  

 
 (26) 

Доказательство можно найти в [12, с. 550—553]. 
Исходя из потребованных выше жестких условий на функцию 

Ляпунова  , можно установить [12] следующие вспомогательные 
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неравенства на решение  , ,v t    задачи Коши для СДУ (10), (11), а 

значит и на решение задачи Коши (1), (2). 

Лемма 3 [12, с. 552—553]. 
Пусть выполнены локальные условия Липшица на коэффициен-

ты уравнения (1), (2) для искомого решения  , ,u t x  , а значит и на 

коэффициенты уравнения (10), (11) для искомого решения  , ,v t   . 

Тогда решение задачи (10), (11) ((1),(2)) допускает оценку для 

0,T   0,s   y  и  1 1
0 0v u   : 

    0 0
0
sup , , , ,KT

t T
v t s s v y v KT e

 
     (27) 

  
   

 
1 2

2 0 1 0
, ,

0 2 1

sup , , , , , ,

,

t t s s T

KT

v t s v y v t s v y

K v KT e t t 

 
 

     

 (28) 

где в леммах 2 и 3  0, , ,v t s v y  обозначает решение задачи (10), (11) в 

момент времени  0,t T , считая начальным момент s  и в этот мо-

мент значение решения 0v  и значение марковского процесса y . 
Исходя из связи решения u  (9) СДУ в ЧП (1), (2) и решения v  

СДУ (10), (11), для решения u  задачи (1), (2) будут выполнены нера-

венства (27), (28) с точностью до коэффициента 
1

.
2

 

Теорема 2. Пусть 

1) выполняются локальные условия Липшица на коэффициенты 
уравнения (10), (11); 

2) выполняется условие ограниченности на коэффициенты, так на-
зываемого «подлинейного роста»; 

3) существует функция Ляпунова  , ,s v y  с оценкой снизу и сверху: 

  1 2
1 2, ,

l l
c v s v y c v    (29) 

для всех 1 2 2 1, 0, 0c с l l   , всех 1 1, , ;s y v      

4) для функции Ляпунова  , ,s v y  в силу СДУ (10), (11) выполняет-

ся неравенство   3, ,
l

s v y c v   для всех 0,s  1,y v   . 

Тогда тривиальное решение  , 0v t   задачи Коши для СДУ (10), 

(11) асимптотически l  устойчиво, а тривиальное решение  , 0u t x   

задачи (1), (2) для ЛСДУ с ЧП асимптотически устойчиво в . .l i m . 
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Доказательство. Заметим, что в силу линейности СДУ (10) вы-
полняется условие тождественного равенства нулю коэффициентов 
этого уравнения при 0v  . Поэтому в этой теореме и в ниже приве-
денных утверждениях будет исследоваться на устойчивость триви-
альное решение 0v  . 

Поскольку   2
0

: lim 1t t


 


   для всех 0t  , в (26) вместо 

 2 t  можно положить t . Значит вместе с неравенством Дынки-

на (26) и неравенством (27) для t   можно записать неравенство 

        1

1 0 0, , , , , , , ,
l

c v s t s v y s t v s t s v y s        

      2 2

2 0 3 0, , , , , ,
t

l l
c v s s v y c v s z s v y dz



       (30) 

    22
2 0 2 3 0exp , , ,

t
ll

c v l KT c v s z s v y dz


   .  

согласно определения 3. 
Отсюда вытекает l  устойчивость тривиального решения 

 , , 0v t     задачи (10), (11), для 1l l  и сходимость интеграла 

   0, , , .
l

v s z s v y dz    (31) 

Таким образом, из сходимости интеграла (31) вытекает асимпто-
тическая сходимость l-го момента тривиального решения задачи (10), 
(11) при 1l  . 

Далее согласно лемме 1 существует связь (9) между  ,v t s  и 

 , ,u t x  , а значит согласно теореме Планшереля [2], [11] при 2l   

получим асимптотическую сходимость 2-го момента тривиального 
решения задачи Коши (1), (2) 0 ,t y   и  0v U . 

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2 с 2 1 1l l l   . 

Тогда тривиальное решение  , , 0v t   
 
задачи (10), (11), а 

также тривиальное решение  , , 0u t     задачи Коши (1), (2) гло-

бально экспоненциально устойчивы. 
Доказательство. На решениях СДУ (10), (11) и переходной вероят-

ности  , ,t y dz  марковского процесса   1t   определим линейный 

оператор [10] 

          0, , , , , , , ,T t s v y s t v s t v y z t y dz  


      (32) 
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со следующими свойствами [10], [12], если   непрерывен по всем 
переменным: 

1) результат действия оператора  T t  на  , ,t v   является непре-

рывной функцией по всем аргументами, то есть    C C   , 

где   10,      ; 

2) оператор   , 0T t t   образует полугруппу 

     1 2 1 2 1 2, , 0;T t t T t T t t t     

3) семья линейных операторов на фазовом пространстве   опреде-
ляет стохастически непрерывный марковский процесс с непре-
рывными справа реализациями. 
Обозначив      , ,z t T t s v y  , перепишем неравенство 

Дынкина (26) в виде 

           
2

1

2 1 0, , , ,
t

t

z t z t s t v s t v y t dt    
  

(33) 

Если   удовлетворяет условия теоремы 2, то из неравенства (33) 
и очевидных соотношений 

      3
3

1

, , 0 , ,
l c

s v y c v s v y
c

      

получим неравенство 

     
2

1

3
2 1

1

t

t

c
z t z t z t dt

c
    .

 Таким образом, учитывая выше доказанное неравенство, полу-
чим цепочку тривиальных неравенств 

        0 0
1

1
, , , , , , ,

l
v s z s v y dz s t v s t v y t

c
        

       3
0

1 1

1
, , , , exp

c
s v s v y t t

c c
   

 
     

 
   

   32
2 0

1 1

exp exp
lcс

t l Kh v
с c


 

  
 

 

для всех 1
0 , 0,v s y     и t  . 

Очевидно, что согласно лемме 1, имеем при 2l   экспоненци-
альную устойчивость в . .l i m  тривиального решения задачи Коши 
СДУ в ЧП (1),(2). 
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Теорема 4. Пусть: 
1) выполнены локальные условия Липшица на коэффициенты 

ЛСДУ в ЧП (1); 
2) существует функция Ляпунова, удовлетворяющая условиям 3, 4 

теоремы 2. 
Тогда: 

1) нулевое решение  , , 0v t  
 
ЛСДУ (10), (11) асимптотически 

стохастически устойчиво; 
2) нулевое решение  , , 0u t    задачи Коши ЛСДУ с ЧП (1), (2) 

асимптотически стохастически устойчиво. 

Доказательство. 

Пусть r  — момент первого выхода решения  , ,v t x   

ЛСДУ (10) из сферы  0rU . Тогда для 0t   и 0r   по формуле 

Дынкина Е.Б. [10] и определению функции Ляпунова очевидно вы-
полняется неравенство 

 

   
         

 

1 0

0

0 1 0

, , ,

, , , ,

, , .

l

r

r r r

l

c v s t s v y dz

s t v s t s v t

s v y c v



   

 

   

 



 



  (35) 

Поскольку  
0

lim r
t

t t


 , то существует 

     0, , , , ,s t v s t v s t s v t       

для всех 0t  , 1
0 , 0v s   и y  

Пусть t  — минимальная -алгебра, относительно которой из-

меримы все  s  для  0,s t . Тогда     0, , , , ,s t v s t s v y t   

тоже t -измерима, а марковское свойство для произвольного 

 0,z t  дает выполнение основного равенства в определении мар-

ковского процесса 

     0, , , , ,
z

s t v s t s v y t  


   

        1 1 0, , , , ,s t z v s t z s v h t z       , 
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где правая часть должна быть вычислена при 1s s z  ,   ,h z
 

 1 0, , ,v v s z s v y  . 

Далее из неравенства (30) можно получить неравенство 

           0 0, , , , , , , , , ,
z

s t v s t s v y t s z v s z s v h t     


     

А это по определению супермартингала [10] означает, что 

    0, , , , ,s t v s t s v y t   

является неотрицательным супермартингалом для 0t  . Значит су-
ществует предел 

      0lim , , , , , 0
t

s t v s t s v y t  


     

с вероятностью единица. 
Далее из неравенств (29), (30) теоремы 2 можно получить нера-

венства 

     0, , , , ,s t v s t s v y t   

  2 0 3 1 0 1
0

, , ,
t

ll
c v c v s s s v y ds  

 

     3
2 0 1 1 0 1 1

1 0

, , , , ,
t ll c

c v s s v s s s v y t ds
с

     . 

А это означает, что 

        
3

1
0 2 0lim , , , , , l im 0.

c
t

l c

t t
s t v s t s v y t c v e  



 
      

 

Отсюда сразу следует, что   : 0 1     . 

Для завершения доказательства следует учесть основное нера-
венство для супермартингалов [2], [12], которое дает неравенства для 

0  : 

 1 0: sup , , ,
t T

v s s s v y 


    
 

  

    0
1

: sup , , , , , l

t T
s t v s t s v y t

T
  



      
 

   

      2 3
0

11 1

1
, , , , , exp

l

l l

c c
s T v s T s v y T T

cc c




 
 

     
 

   

для 1
00, 0, , 0, , 1T v s y l        . 
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Осталось рассмотреть предел при T   и пункт 1) теоремы 4 
доказан. Для доказательства пункта 2 следует учесть лемму 1. 

4. Устойчивость ЛСДУ с ЧП с дискретными 
марковскими параметрами 

4.1. Дискретный марковский параметр в ЛСДУ с ЧП (1), (2) мо-
жет выступать в следующих структурных характеристиках. 

Рассмотрим скалярный процесс  t  , который является од-

нородной марковской цепью с конечным числом состояний   
 1 2, ,..., ky y y , причем известны параметры ijq  с условиями 

,i ij
j i

q q


   

       : ,i i ijt t y t y q t t             (37) 

       : , 1 .i i iy t t t t y q t t                  (38) 

Пусть эта марковская цепь  t   является параметром зада-

чи Коши для ЛСДУ в ЧП (1),(2). 
Допустим, что в момент 0   скачкообразной смены структуры 

фазовый вектор   1u    однозначно определяется состоянием, в 

котором находилась динамическая система непосредственно перед 
сменой структуры, вызываемой переходом из состояния  0 iy     

в состояние   j iy y    . Это означает выполнимость равенства 

     0 ,iju u i j     ,  (39) 

где   1
ij u  , причем  0 0ij  . 

В зависимости от формулы (23) в случае цепи Маркова слабый ин-
финитезимальный оператор на решении ЛСДУ в ЧП имеет вид [10], [11]: 

        
, ,

, , , , , ,
d s v y d

s v y s v y Q B y i
ds dt

     
 


   

     2 21
, , , ,

2

d
s v y Q C y i

dt
    

 
  (40) 

      , , , ,
k

ij j j ij
j i

s v y s v y q


     .  

В этом случае верны теоремы 2, 3 и 4 об устойчивости тривиально-
го решения задачи Коши ЛСДУ (10), (11), а значит в силу леммы 1 и 
устойчивости тривиального решения задачи Коши ЛСДУ в ЧП (1), (2). 
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4.2. Пусть  t   является чисто разрывным скалярным мар-

ковским процессом  1 2,t t t   таким, что допускает разложение 

           : , , , ,t t t p t t t                     (41) 

           : , , 1 , .t t t p t t t                   (42) 

Тогда слабый инфинитезимальный оператор примет вид [10], [11] 
на решениях ЛСДУ в ЧП (10), (11): 

            
, ,

, , , , , ,
d s v s d

s v s s v s Q B y i
ds dt


       

 



   

          
2

1

2 21
, , , , , , , , , , .

2

d
s v y Q C y i s v s v p t d

dt





                    

Заметим, что и в этом случае теоремы 2, 3 и 4 имеют место при 
условии устойчивости тривиального решения  , , 0v t     ЛСДУ в 

ЧП (10), (11), а, следовательно, в силу леммы 1 имеют место те же тео-
ремы и для тривиального решения  , , 0u t x    ЛСДУ в ЧП (1), (2). 
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