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Сформулирована смешанная проекционно-сеточная схема решения краевой задачи термо­
пластичности в квазистатической постановке, когда процесс неизотермического упруго­
пластического деформирования тела представляет собой последовательность равновесных 
состояний. В этом случае напряженно-деформированное состояние зависит от истории 
нагружения, и процесс неупругого деформирования должен прослеживаться на всем рас­
сматриваемом интервале времени. Исследованы корректность и сходимость смешанных 
аппроксимаций для напряжений, деформаций и перемещений применительно к решению 
нелинейных краевых задач, описывающих неизотермические процессы активного нагруже­
ния с учетом начальных деформаций, зависящих от истории деформирования и нагрева. 
Подробно изучены свойства проектирующих операторов и на этой основе сформулировано 
условие, обеспечивающее существование, единственность и устойчивость решения дис­
кретной задачи. Представлены результаты анализа специальных формул численного инте­
грирования интерполяционного типа, применение которых существенно упрощает вычисли­
тельную процедуру решения уравнений смешанного метода. Оценки сходимости и точности 
базируются на результатах теории обобщенных краевых задач и методах функционального 
анализа. Согласно полученным оценкам точность решения конечномерной задачи на началь­
ных этапах нагружения должна быть достаточной, чтобы не допустить влияния роста 
первых коэффициентов в разложении суммарной погрешности на точность решения упруго­
пластической задачи на последующих этапах нагружения.

К л ю ч е в ы е  с л о в а : теория пластичности, метод конечных элементов, смешан­
ная схема, аппроксимация, устойчивость, сходимость, точность.

В численном анализе задач теории пластичности одним из перспек­
тивных направлений является применение смешанных формулировок мето­
да конечных элементов (МКЭ), в которых напряжения и деформации входят 
в разрешающие уравнения наряду с перемещениями как равноправные 
неизвестные [1, 2]. Основной выигрыш при использовании смешанных 
формулировок М КЭ по сравнению с классическим подходом М КЭ в форме 
метода перемещений состоит в уменьшении погрешности аппроксимации 
для напряжений и деформаций и возможности точного удовлетворения 
статических граничных условий на поверхности тела. При этом смешанные 
схемы М КЭ позволяют обеспечить непрерывность аппроксимации не только 
для перемещений, но и для напряжений и деформаций. До настоящего 
времени математическому обоснованию корректности, устойчивости и схо­
димости смешанных схем М КЭ для задач неизотермической термопластич­
ности уделялось недостаточно внимания, подобные публикации автору неиз­
вестны. Данная работа как раз и посвящена освещению вышеперечисленных 
теоретических аспектов.
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О бобщ енная п остан овка краевой  задачи. Пусть исследуемое тело 
занимает область Q G R  и имеет регулярную границу. Вектор-функции, 

описывающие перемещения точек тела и (г ), будем рассматривать как эле­
менты функционального множества и . М ножество допустимых тензор- 
функций для напряжений о (  г), полных е( г) и начальных £( г) деформаций 
обозначим через X . Полагаем, что и  и X  -  гильбертовы пространства со 
скалярными произведениями (-,-)и и (•,•)х  соответственно. Обозначим 
через и  * -  пространство, сопряженное к и , и определим ( р ( г), у) как

*
значение непрерывного линейного функционала р (  г) Е  и  на элементе
V Е и . Тогда при исследовании неизотермических процессов упругопласти­
ческого деформирования в квазистатической постановке обобщенная крае­
вая задача может быть представлена следующей системой уравнений [3]:

( е ( V) х  =  ( В и (  г), V) х  , ^ П Е  х ;

• (о ( г )  х ) х  = ( ф ( £ ( г )  £ ( г ) г ) х ) х , ^ Е  х ; (1)
( о ( г ), В у ) х  =  ( р ( г), V) , V v  Е и ,

где В  -  непрерывный линейный дифференциальный оператор, действу­
ющий из пространства и  в X , т.е. оператор вычисления малых деформа­
ций по заданным перемещениям; Ф -  нелинейный оператор, отобража­
ющий X  в себя и устанавливающий взаимосвязь между напряжениями и

*
деформациями; р (  г) Е  и  -  линейный функционал, ассоциируемый с рабо­

той приложенных к телу нагрузок на возможных перемещениях V Е  и . 
Оператор Ф : X  — X  определяется с помощью отображения

V(г), ? (г) е  х  -  Ф (v (г), %(г), г) =  к 0( Г ( г ))(V ^ ( г) - % $ ( г)) +

+ 2 0 ( ё а ( ? ( г), ? (г)), Т(г), г)(Vи ( г) - % в  ( г)), (2)

где к 0(Т ( г)) -  модуль всестороннего объемного расш ирения, зависящ ий 
от тем пературы  Т ( г); V я, Vи -  ш аровая и девиаторная составляю щ ие 
п р о и з в о л ь н о г о  т е н з о р а  д е ф о р м а ц и й  v Е  X ; 0 ( ё  а , д( г), Т  ( г), г) =

=  ^ ( е  а , д(г), Т ( г), г)/3г а -  секущий модуль сдвига; Ф" =  Ф ( £ а , д , Т) -  урав­

нение, описывающее мгновенную термомеханическую поверхность с началь­
ным упрочнением д; £ а -  интенсивность девиатора активных деформаций;

^  г), %(г) -  £ а (^  г), %(г)) =  ^  || V и  ( г) -  % и  ( г) | | . (3)

В формуле (3) используется скалярное произведение (•,•), определяемое 
сверткой соответствующих тензоров; 11 • 11 -  норма, ассоциированная с этим 
скалярным произведением. Приведенные и следующие ниже обозначения 
более подробно описаны в [3].
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Для конкретизации функциональной зависимости  ^  =  "Ф(є а , д , Т) 

используем уравнение термомеханической поверхности а  =  / ( є , Т ), где а, 
є -  интенсивности девиаторов напряжений и деформаций [4]. При одно­
осном растяжении образца полная деформация є связана с активной дефор­
мацией Єа соотношением є =  є а +  д,  где д -  начальная пластическая 

деформация. Тогда с учетом линейной зависимости на упругом участке 
деформирования получаем

а [3Єо(Т ) є а , є а <  є _ (д,  Т );

* ( є  а ■ д , Т) = ( /  ( є  а +  д , Т ), є  а > є  Р (д , Т ), (4)

где О 0(Т ) -  начальный модуль сдвига, зависящий в общем случае от 
температуры; £ р  (д , Т ) -  деформация, соответствующая пределу пропор­
циональности о р  ( д , Т), зависящему от накопленной пластической дефор­
мации д  и температуры Т.

Поскольку зависимость между о р  ( д , Т ) и £ р  ( д , Т ) принимается ли­
нейной, получаем уравнение для определения £ р  ( д , Т ):

/ (£ р ( д , Т) +  д,  Т )  =  3О о(Т)£р ( д , Т). (5)

Сделаем некоторые допущ ения относительно функции о  =  / ( £ ,  Т), 
описывающей мгновенную термомеханическую поверхность. Полагаем, что 
при всех £ Е  [0, оо) кроме, быть может, конечного числа изолированных 
точек функциональная зависимость о  =  о (£), описывающая кривую дефор­
мирования материала, удовлетворяет условиям

° <  Ё 1 ^  Ё (£) ^  О (£) ^  О о < ° -  (6)

Заметим, что неравенства (6) записаны для изотермических условий и 
допускают простую геометрическую интерпретацию. Для всех значений £ 
касательный модуль

1 й  о ( £)
Ё  ( £ ) = ~ з ~  (7>

строго положителен и не превыш ает секущий модуль О (£) =  о (£ )/3£, кото­
рый, в свою очередь, не превышает начальный модуль сдвига О  о.

Если в функциональную зависимость о  =  о (£) ввести в качестве вто­
рого аргумента температуру Т, то получим уравнение мгновенной термо­
механической поверхности о  =  / ( £ ,  Т ). Тогда для неизотермических про­
цессов неравенства (6) можно представить в более общем виде:

0 <  т і п g , ( Т ) <  g (є , Т ) <  Є ( є , Т ) <  т а х Є 0( Т ) < м .  (8)
Т Т
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Кроме того, уравнение Ф" =  Ф (£ а , д , Т ), описываю щ ее мгновенную  

термомеханическую поверхность с начальным уравнением д, задается соот­
ношениями (4). Следовательно, на основании неравенств (8) получаем

0 <  ш т  ̂ ! (Т ) <  ^  (£ а , д , Т) <  в (  £ а , д , Т ) <  шах в  о (Т ) <  м. (9)

Если уравнение Ф  =  Ф ( £ а , д , Т), описываю щ ее мгновенную  терм о­

механическую поверхность с начальным упрочнением д, удовлетворяет 
условиям (9), то оператор ] ,  £ ( ] ,  £) является непрерывно дифферен­
цируемым по Фреше [5], причем существуют три вещественных положи­
тельных числа т ,  М  и М 1 такие, что

( Ф £ ( ] ,  £ )л , Л ) ^  т | |  л  | |2 , У ] ,  £, X ; (10)

|| Ф £ ( ] ,  £)л  | | < М  || /л | | , У ] ,  £, ^ е  X ; (11)

|| Ф '§(]  £)% | |<  М 1^ % ^ у ]  £  % е  х  (12)

где Ф£ ( ] ,  £) л  =  d Ф  ( ( ] ,  £); (л , 0)) -  дифференциал Фреше отображения 
]  ^ Ф  ( ] ,  £) в точке ( ] ,  £) на приращении (л , 0); Ф£ ( ] ,  £) -  производная 
Фреше оператора ]  ^ Ф  ( ] ,  £) в точке ( ] ,  £); Ф'^ ( ] ,  £ )*  =  ^Ф ( ( ] ,  £); (0, %))
-  дифференциал Фреше отображения £ ^ Ф ( ] ,  £) в точке ( ] ,  £) на при­
ращ ении (0, %); Ф'ъ ( ] ,  £) -  производная Фреше оператора £ ^ Ф ( ] ,  £) в 
точке ( ] ,  £).

Уравнения (1) позволяют сформулировать обобщенную краевую задачу 
термопластичности в форме нелинейного операторного уравнения относи­
тельно перемещений

А(и ( г ), £ ( г), г) = р ( г) в и  *, и ( г ) е  и , (13)

*
где А: {7 ^  {7 -  нелинейный оператор теории пластичности, определяемый 

с помощью отображения:

А(и ( г ), £ (г), г): V е  и  ^  (а ( и ( г), £ (г), г), £(V))х  =

=  ( Ф( В и ( г ), £ (г), г ) В у ) х  =  ( а ( и ( г ), £ ( г), г) г), у ) . (14)

Существование и единственность обобщенного решения уравнения (13) 
следуют из свойств сильной монотонности и липшиц-непрерывности опера­

*
тора А: и  ^ 7  , которые устанавливаются на основании неравенств (10 )-

(12) и имеют вид:
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{ л (  v , £ ) _  A( w,  £), v — w) — т  11 v — w 11 и  , Vv, w  e  U ;
-| | A ( v ,  £) — A(w, 0  11 u * — M  | | v — w| | u  , Vv, w e  U ; (15)

I | A ( v , £) — A(v, ^ ) | | U* — M  i |  | £ — x |  | x  , V£, ^ e  X .

Использование уравнения (13) для построения сеточных схем приводит 
к классической формулировке М КЭ в форме метода перемещений. В резуль­
тате деформации вычисляются дифференцированием приближенных пере­
мещений, найденных из реш ения задачи в перемещениях, что является 
основной причиной ухудшения сходимости аппроксимации для деформаций 
и напряжений по сравнению с таковой для перемещений.

Альтернативный подход состоит в построении проекционно-сеточной 
схемы, в которой деформации и напряжения являются непосредственными 
аргументами, а не определяются на основании решения задачи в пере­
мещениях. Пусть задано семейство аппроксимирующих пространств 
U  h X X h X X h , удовлетворяющее включению U  h X X h X X h С  U  X X  X X , 
где h  -  определяющий параметр семейства конечномерных пространств, 
стремящийся в пределе к нулю. Тогда по аналогии с уравнениями (1) 
определим конечномерную задачу следующим образом.

Найти тройку ( u h ( t ), £ h ( t), о h ( t)) e  U  h X X h X X h такую, что

(£ h ( t ) , V h ) X =  (B u h ( t ) , V h )X , V V h e  X h ;

- (° h ( t X x h )x  = ( ф ( £ h ( t ) , I h ( t), t ) , x h ) x , Vx h e X h ; (16)

(о  h ( t), B v h ) X =  ( p ( t), v h ) , V v h e  U h .

Система уравнений (16) определяет смешанную проекционно-сеточную 
постановку краевой задачи термопластичности относительно перемещений, 
деформаций и напряжений.

Для формулировки условий устойчивости и разрешимости дискретной 
задачи (16) введем в рассмотрение проектирующий оператор I h , который 
ставит в соответствие каждому элементу из пространства Yh =  B U h  его 
проекцию в X h . Оператор I h , ассоциируемый со скалярным произведением 
(•,•)х  , определим на основании равенства

( r h — r hr h , V h ) X =  0, V h e  Y h , Vv h e  X h . (17)

Тогда элемент I h t h -  суть ортогональная проекция t  h e  Yh на про­
странство X h , и, следовательно, для произвольного элемента г h e  Yh имеем

Wг  h — I hг h W X =  in f Wг  h — V h W X . (18)
Vhe  X h

С использованием ортопроектора I h : Yh ^  X h  уравнения (16) запишем 
в эквивалентном виде
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(є h ( О? V h ) X  ( ( t ) ,  ^ h ) x  , Y^ h Є  X h ;

(<7h ( 0> % h )X =  ( Ф (є h ( 0> £ h ( 0> 0> % h ) X 5 Y% h Є  X h; (19)

(<7h( t ) , I hB v h ) X =  ( p ( t ) , v h ) , Yvh Є  U h ,

откуда следует, что элемент є h ( t ) =  I h B u h  ( t ) -  суть ортогональная проекция 
B u h  ( t ) Є  Yh на пространство X h . Тогда систему уравнений (19) можно 
представить в форме одного нелинейного операторного уравнения относи­
тельно перемещений:

A h ( u h ( О, £ h ( 0> t) = Р  h ( t) в U h ’ u h ( t) Є  U h 5 (20)

где А к : и  н к -  нелинейный оператор, определяемый с помощью отобра­
жения

А н ( и н ( %н (0, *): Ун £  и н ^ ° н ( и н ( t ) , Ч н (0, £ л( Ун ) )х  =

=  ( Ф ( 1 нВ и н ( *), %н ( t), 1 нВ у н ) х  =  (Ан(ин( t), Чн( t),  Ун )■ (21)

У словие устойчивости . Пусть для всякого Н и любого г н Є  Ук спра­
ведлива оценка

й IIг Н I I х - I I Н IIх > 0 <  й  — 1, (22)

где постоянная й  не зависит от Н. Тогда при любом Н дискретная задача
*(16) однозначно разрешима при всех р (  г) Є  и  и £ н ( г) Є  X .

Действительно, с использованием неравенств (10)-(12) и условия устой­
*

чивости (22) приходим к тому, что оператор А н : и н ^  и  й является сильно­

монотонным и липшиц-непрерывным, т.е. для любых ун , ^н  Є  и н  и £н, 
Х н Є  X  выполняются неравенства

{A h ( v h , Ch ) Ah (w h , Ch ), v h Wh ) - ^ J 2 || v h Wh Цц-;

II A h ( v h 5 Сh ) ~  A h ( w h 5 Сh ) | |U* -  M 11 v h ~  Wh Hu ;

11 A h ( v h 5 С h ) _  A h ( v h 5 % h ) | |U * -  M 1 || С h ~  % h H X ■

(23)

Следовательно, решение операторного уравнения (20) существует и 
единственно, а такж е непреры вно зависит от приложенны х нагрузок

*
р  н (*) £  и  н и начальных деформаций % н (*) £  X ■ При этом справедливы 
априорные оценки

| u h -  m d f - ( |  p ( t ) | | U*+ M  ̂ £ h ( t  ) н X ) ;

| є h ( t ) | X -  mdd (  ̂p ( t ) | |U* +  M 1  ̂£ h ( t ) НX );

(24a)
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Г м  I м  \
| |  | а * « ) | | *  £ | ^  | ✓ + м  . ( 1 + т ) ' 1 * *( ,)  1 1 <24б>

З а м е ч а н и е  1 ■ С использованием свойств ортопроектора I * : У* ^  X * 
получаем оценку снизу для d :

| | г  - п  | | 2
d 2 >  1 -  эир — * 2 Х , ^ п е  X * ■ (25)

гн ^Ун | |Т * \ \х

З а м е ч а н и е  2. Если оператор I к  удовлетворяет условию устойчивости 
(22), то линейное отображение І к : У к ^  взаимно однозначно и непре­
рывно. Следовательно, существует обратный линейный ограниченный опе­
ратор I _ 1, действующий из пространства 1 т (І к ) в У к , для которого спра­
ведлива оценка:

11Л 1̂  к IIX -  ^11л  к IIX , к Є  Іт ( І Л ) . (26)

З а м е ч а н и е  3. С использованием оценки (26) находим

^ 1 _  ^  2
|л  Л _  І Л 1л к 11X -  ^  1 л  к 11X , Л Є  І т ( І к ) . (27)

Транспозицию оператора І к обозначим через І  к . Оператор І к  отобра­
жает Х л на пространство Ул и определяется соотношением

(І к V к , г ) X =  (V к , І кг ) X  , у к Є  Х л , Є  Ук . (28)

С помощью равенств (17) и (28) для любого V л Є  Х л получим

(Л  к _  г к V к , Ч ) х  =  0, У Ч Є  . (29)

Следовательно, І ' л : Х л ^  Ул -  ортогональный проектирующий опера­
тор и І  к V л -  суть ортогональная проекция V к Є  Х л на пространство Ул . 
Более того, согласно равенству (28) для всякого л  л Є  [ І т ( І к  )]Х имеем

( І кл к , х к ) х  — (л  к , І к х к ) х  — 0, У ь Є  Ук , (30)

откуда ввиду произвольности выбора Г к Є  Ук получаем л  к Є  кег(І к ), где 
кег(І к ) -  ядро оператора І к . Другими словами, кег(І к ) -  [ І т ( І к  )]Х. Таким 

образом, ортопроекторы І к  и І к  порождают разложение пространства X к 
в прямую сумму подпространств: Х л — І т ( І к ) ®  кег(І к ).

Сужение І к  на пространство І т ( І к ) обозначим через І ' . Оператор І '  

отображает І т ( І к ) на пространство У к и устанавливает между элементами
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этих пространств взаимно однозначное соответствие. Определяя в равенстве 
(28) элемент Г h Є  Y h по соотношению Г h =  I -  1л  h Є  Y h , в соответствии с 

неравенством Кош и-Буняковского-Ш варца [5] и оценкой (26) для произ­
вольного элемента л  h Є  Im (I h ) получаем

л  h IIX J

(31)

(32)

З а м е ч а н и е  4. С помощью оценки (32) находим

11 л  h -  ~йл  h 11X — ^ 1 _  d 2 11 л  h 11X J У л  h Є  I m ( Ih ) . (33)

Определим проектирующий оператор на замкнутое линейное подпро­
странство X h  гильбертова пространства X  относительно скалярного про­
изведения (•,•)x . Для этого отнесем каждому элементу V h Є  X h  его орто­
гональную проекцию на подпространство X h . Полученное соответствие 
есть оператор в X . Обозначим его через 0 h и по определению примем

(V - 0  h V j V h ) X =  VV h Є  X h . (34)

С использованием ортопроектора 0 h : X  ^  X h  для произвольного эле­
мента ц Є  X  имеем

11 V - 0 hV11X =  inf 11V - Vh 11X . (35)
V h ^ h

Сужение 0 h на Yh есть оператор I h , т.е. I h  -  оператор с областью 
определения Y h , для которого I h  Г  =  0 h Г  при любом Г h Є  Y h . Тогда 
любой элемент V h Є  X h  может быть единственным образом представлен в 
виде разложения Vh =  л  h +  Л h , где л  h Є  Im (I h ) и л  h Є  ker(I h ), причем

11 Л h 11X =  V h - л  h 11X =  _ inf 11V h -  I hr h 11X j ^ V h Є  X h . (36)
г h Є Ч

З а м е ч а н и е  5. Пусть v =  B v  Є Y  для любого v  Є  U . Сужение 0 h на 
множество элементов V —Г h обозначим через 0 h . Тогда согласно опреде­

лению элемента л  h Є  ker(I h ) для произвольного Гh Є  Yh получаем

11 Л h | |X — I|~h (V - r h ^ I x  =N V — r h lX -  inf | | (V - r h ) - Vh | |X J (37)
Vh ̂ h

| л  h | |X =  (~йл  h J ^  *л  h ) X — | l ~йл  h H X H ̂  *л  h H X — j l l  ~йл  h H X

откуда следует

d  H л  h H X — 11 ~йл  h H X J У л  h Є  Im ( Ih ) .
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откуда следует

I I Г* h I I X ^  in f I I h I I X > (38)
 ̂h^h

причем равенство справедливо, если ц —т h -  элемент пространства X h. 
Если предположить, что пространства X h и Y h “не пересекаются”, то 
вычитаемое в правой части (37) не может быть равным нулю и, следова­
тельно, в оценке (38) имеет место строгое неравенство, т.е. | | в h \ | х  <  1.

З а м е ч а н и е  6. Для произвольного ц е  X  элемент в h ц е  X h допускает 
ортогональное разложение вида в hц =  ж h +  f t  h е  X h, где ж h е  Im ( I h ) и 
f t  h е  ker(I 'h ). Поскольку ц —ж h =  ц —в hЦ +  ^  h, с учетом свойств орто­
гональных проекций (35) и (36) получим

\\ц —ж h \\X ^  in f \\Ц —Цh \\X +  in f \ \~h(Ц —Th ) | \X . (39)
4h е  X h т h e Y h

Проектирующий оператор на замкнутое линейное подпространство U  h 
гильбертова пространства U  обозначим через P h . Оператор Ph определим 
для всякого h  и любого v  е  U  на основании равенства

(Bv — B P h V , B v h ) x  =  0, Vvh е  U h . (40)

С помощью ортопроектора P h : U  ^  U h  для произвольного элемента 
v  е  U  имеем

\\B v  — B P h v  11 x  =  in f || B v  — B v h \| X ■ (41)
vh еU h

З а м е ч а н и е  7. Пусть ^ =  В у  Є  У  для любого V Є  и , причем в к ̂  = 
=  ж к ^  А Є  , где ж к Є  І т  (І к ) и f t  к Є  кег(Гк ). С использованием орто­
гонального разлож ения элемента ^ — І —V  л Є  У  в виде ^ — І —V  л = 

=  ^ -  В Р Лу  +  В Р Лу  — I — V  Л находим

II ^ -  І / і 1 ж Л Их =11 ^ -  В Р Лу  ІІХ +  11 В Р Лу  -  1/1 1ж Л ІІХ . (42)

Оценим сверху второе слагаемое в правой части (42) с помощью 
равенства

( / кВ р к у  -  жк , Vк ) х  =  ( в р к у  -  V, Vл -  г л ) х  , . . . .
(43)

^ к  Е  ¥ к , V Vк Е  1 т (  1 к X

в котором полагаем Г к =  к Е  ^к и V к =  /к В Р к У  -  ^  к Е  1 т ( / к ). Если для 
левой части (43) использовать условие устойчивости (22), а для правой -  
неравенства Коши-Буняковского-Ш варца и (33), то приходим к неравенству
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, -1 ,, л /1 - й  2 . . .ч
| | Е Р Ьу  -  / / л А|| х  ^ 1  I ^ - В Р к у \ | х  . (44)

Подставляя эту оценку в равенство (42), с учетом свойств ортогональ­
ных проекций (41) получаем

-1 1 _
|| ^ - / к л  н || х  ^ 7  1П | 1 ^ - ^н || х  . (45)

й  г н ^ ун

Т еорема сходимости. Если выполняется условие устойчивости (22), то 
существуют такие не зависящие от Н постоянные С 1, С 2 , ..., С ш , что

є( О - є н ( ОН X <  С 1 Ы  IIо(  О - х  н IIX +  с  2 ( м  II є (0 - ^ н IIX +
ХнЄ ̂  Пн^х н

+ Ы  ^ в н (є (О - Гн) нX ) +  с з Н£ ( О к ( ОНX ; (46)
* нЄУн

о( О - о  н ( ОН X <  С  4 іпґ Н о ( О -  Х н Н X +  С  5 ( іпґ Н є (0 - ^ н Н X +
ХнЄ X к ПнЄ Xk

+ іп^ Нв н(є(О -  * н*1X ) +  с бН£( О н ( ОНX ; (47)
* нЄУн

| є( О -  ^Мн ( ОН X <  С  7 іпґ Н о ( О -  Х н Н X + С 8 ( in f Н є (0 - ^ н Н X +
ХнЄ X к ПнЄ Xк

+ _іпґ Нв н (є (0 - *н )Н X ) +  С 9 _ і п  Н є (0 - *н Н X +  С 10 Н £ ( О - £ н ( ОН X ,
* нЄ¥н * нЄ¥н

(48)
причем

л/і -  й  2 Г м  М 1
С 1 =  — ; С 2 =  А— ; С з =

т й  \  т  т

д / м 2 -  й 2( М 2 -  т 2 ) М  М М 1 
С 4 =  -  7   ; С 5 =  М д — ; С 6 =  1 ; (49)

т й  \  т  т

л / 1 -, _ й  1 М  -  т  1 М 1
С 7 = ----- Т ^ ;  С 8 =  - Л ---------- ; С 9 = - ;  С ш =  — 1.

т й 2 й  \ т  й  т а

<  Пусть в нє =  <Р н +  Р н є  х н, где <р н Є  І т (1 н ) и р н є  кег(г н ). С 
использованием ортогонального разложения є -  є н =  є -  н +  ^ н  -  є н име­
ем
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\1£ £ Н \\Х =  \1£ <Р Н \\Х +  \1 ^  Н £ Н\\2Х  . (50)

Оценим второе слагаемое в правой части (50) с помощью равенства, 
которое справедливо для любого элемента л н е  1ш( 1 к ):

(Ф (£ н , |  н ) - Ф(£,  | ) ,  л  н ) х  =  ( о - ^ но , 1 - 1 л  н - л  н ) х  . (51)

В соответствии с теоремой о среднем [5] следует, что для произволь­
ного л  н е  1ш( 1 н ) и некоторых ~  е  [0,1], ~ е  [0,1] выполняется равенство

( Ф (£ Н , | Н ) - Ф  (£, | ), л  Л ) X =  ( Ф £ (~ £ Н +  ( 1 - ~ )£, | Л )(£ Л - £  ), л  Л ) X +

+ ( Ф | (£, ~ |Н  +  ( 1 -  ~ ) | )(IН - I ), л  Н) X . (52)

Тогда соотношение (51) можно представить в следующем виде:

( Ф £ ( ]  |  Н )(£ Н - £ Х л  Н ) X =  (° - ^ Но , 1 -1 л  Н - л  Н ) X +

+  ( Ф !  (£, £)( | - |  Н X л  Н ) X , У л  Н е  1ш( 1 Н X (53)

откуда нетрудно получить равенство

( Ф £ (]  Н )(£ Н - <Р Н X л  Н ) X =  (° - ^ Н о , 1 -1 л  Н - л  Н ) X +

+ ( Ф £ (]  |  Н ) ( £ - ^  Н X л  Н ) X +  ( Ф ! (£  £)( | - |  Н X л  Н ) X , У л  Н е  1ш(1Н X
(54)

где ]  =  ~£ Н +  ( 1 -  ~ )£ е  X ; £ =  ^  н +  ( 1 -  ~ ) !  е  X .
Введем в рассмотрение оператор Q т ( ] ,  £) с помощью отображения

Q т  ( ] ,  £)л  =  Ф£ ( ] ,  Ц л - ® л , У ], £, л е  X , (55)

где т  -  положительная постоянная.
Тогда равенство (54) принимает вид

( Ф £ (]  |  Н )(£ Н - <Р Н ), л  Н ) X =  (° - ^ Н о , 1 -1 л  Н - л  Н ) X +

+  (Я  т  (]  |  Н ) ( £ - <Р Н ), л  Н ) X +  ( Ф ! (£, £)( Н ), л  Н ) X , У л Н е  1ш( 1 Н X
(56)

Если в (56) положить л н =  £ н -  ^Н е  1ш( 1 н ), то с использованием 
неравенств Кош и-Буняковского-Ш варца (12) и (27) получим

(Ф £ ( ] , |  Н )(£ Н -  <Р Н ) , £ Н -  <Р Н ) X <
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'л/Г
I о  ■ Ч о | 1 X +  М  I і 1 Н 1 1 X 1 £ Н -  р  Н I 1 X +

+  ®иР 1 1 б  т (Ц  IН )(Р  Н - £  Н )| 1 X і 1 £ - Р  Н1 1 X ■ 
цЄ X

(57)

Предположим, что для любых £, X  справедливо неравенство 

н е ш ^  0 ^ 1  IX 2 (® )(ф '£(^  X , (58)

где у(® ) -  положительная постоянная, которую еще нужно оценить.
Тогда в соответствии с (57) и (58) запишем следующую оценку:

( Ф £ ( ц  Ь Н )(£ Н -  р  Н X £ Н -  р  Н ) X

л/1 й 2
й 1 0 - 0  н о | 1 X +  м  I і 1 Н 1 1 X 1 £ Н -  Р  Н 1 1 X +

/

12
+  у (®) (Ф'£(Ц  1 Н) ( £ Н - РНX £ Н - Р Н ) X 1 1 £ - Р Н 1 1 X 5 (59)

откуда с учетом неравенства (10) получаем

1 £ Н Р Н1 1 X
л/1

шй 1 0 - 0  Н о | 1 X + у (да)| II ^ м 1 | | &  &£ р  Н I | X +  | | Ь 1 Н I | X ■ ш ш

Оценим сверху у (®). В соответствии с (55) и (58) имеем
(60)

2( ч | | б  ю ( ц  £ )ц 1 | XУ (®) =  8ир

= 5ир -
цЄ X

| Ф £ (ц  £)лі  | X - М Ф '£ (ц  £)л 5 л  ) X 2| | Л | | X

( Ф £(ц  £)л  5 л  ) X
(61)

Согласно приведенным выше результатам, Ф £ (ц, £) -  самосопряжен­
ный положительно определенный оператор при всех ц, £ Є  X , и, значит, для 
произвольных элементов ц, £, ц Є X  выполняются неравенства

| Ф £(ц  £ ) ^  м ( Ф £(ц  £)л 5 л ) X ; 
2 1

|л | |x  ( Ф £(Ц  £)Л 5л )X ■ ш

(62)
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На основании (61) и (62) получим

2 О
у (о )  =  М  — 2 о  +  — , 

т
(63)

причем для любого о > 0 справедлива оценка

у 2( о )  =  Ш — - ° =
\ 2

М
+ 2о д| — 1

Н  т  ^
>  0. (64)

Выбирая о  из условия минимума у (о ), находим

2 2 у ( т)  =  тпп у (о )  =  М  — т .
о >0

(65)

Согласно неравенствам (60) и (65) имеем

I£ н р н IIх -■
л/1—

т й

н N х (66)

Подставляя это неравенство в (50), приходим к оценке погрешности для 
деформаций:

л/1
| в — £ н N х т й

М  М ,
+  А И£ —р  н 11 х  +  II % —%V т  т

(67)

откуда с учетом свойств ортогональных проекций (35) и (39) получаем 
оценку (46).

Для доказательства оценки (47) используем равенство

1 °  ° н  их  = |1 °  0н ° \ \ 2х  +  |1 0 н °  ° н \ \ 2х (68)

Оценим второе слагаемое в правой части (68) с помощью соотношения, 
которое выполняется для любого элемента п н £  х н :

( 0 н °  °  н , п н ) х  =  ( Ф ( £, О  Ф ( £ н , % н ) , п н ) х  ■
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Если в (69) положить п * = @ * а  —а  * е  X * ,т о  в соответствии с нера­
венством Кош и-Буняковского-Ш варца имеем

| I ^ *а  — а  * | I х  - || Ф (£ > £ ) — Ф (£ * , £ * ^1 х  ■ (70)

Кроме того, если для оценки правой части (70) использовать неравен­
ство треугольника, а затем формулу конечных приращений и неравенства 
(11), (12), то получим

НФ(£, £ ) — Ф ( £* , £ * )Нх  - Н Ф (£, £ * ) — Ф ( £ * , £ * )Нх  +

+ 11 Ф (е,  I  ) - ф ( е ,  I  h )ll X ^  suP II Ф'£ ( ^  I  h )ll X II е - е  h IIX +
X

+  sup IIФ '? ( е , ? ) I X I I h IIX ^  M I I е - е h IIX +  M iH£ - £ h IIX ■ (71) 
teX

На основании (67)—(71) приходим к неравенству

у/ m 2 -  d 2 ( M 2 -  m2 )
I a - a  h I I X * -------------- m d -------------- 1 1 a - "  h ffI I X +

+  M /  M i l  II +  M i  I, t  t  и ^I I e - ^  h I I X +  I I t - t  h I I X m m (72)

откуда согласно свойствам ортогональных проекций (39) и (35) получаем 
оценку (47).

Для доказательства оценки (48) используем неравенство треугольника и 
оценку (26). Тогда приходим к неравенству

-1 ,, 1 ,
I I £ B u h\ I X - I  I £ I h ф h I I X +  j  I ф h £ h I I X , (73)

и, значит, с учетом оценок (44) и (65) находим

Vi — d 2 1 Im  — m
£ — B u h W X -  72 Wa — ^ h °  W X + ~Гл W£ — ф h W X +m d  d  \  m

1 M 1
+ _TI I e -  B P hu \ I X +  T11 t -  ^h■<-- • <74) 

откуда с использованием свойств ортогональных проекций (35), (39) и (41) 
получаем оценку (48). ►
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З а м е ч а н и е  8. Согласно (46) и (47), оценки погрешностей смешанной 
аппроксимации для деформаций и напряжений включают слагаемое | | ^ h \ | х  ■ 
В этом и заключается их принципиальное отличие от аналогичных оценок 
при построении классических схем М КЭ в перемещениях. Погрешность 
£ — B u h “неулучшаема” в том смысле, что в ее оценке (48) присутствует 
слагаемое || £ — B P hu  || х  ■ Однако оценки погрешностей для деформаций и 
напряжений таким членом не располагают, в чем и состоит их особенность.

З а м е ч а н и е  9 . Пусть u j  Е  U  h и £ j  Е  X h -  интерполянты для элементов 
u  E U  и £ E Y  соответственно. Тогда для оценки || ^  h || х  могут быть 
использованы неравенства

З а м е ч а н и е  10. При использовании уравнений (1) весь процесс нагру­
жения разбивается на временные этапы таким образом, чтобы моменты 
времени, разграничивающие этапы нагружения и разгрузки, по возможности 
совпадали с моментами времени изменения направления процесса дефор­
мирования элементов тела от нагружения к разгрузке, и наоборот. Тогда для 
т -го  этапа нагружения тензор начальных деформаций £( 1т ) определяется с 
помощью соотношения [1]

Оценим погрешность £ ( t m ) — £ h ( t m ), где элемент £ h ( t m ) находим по 
выражению

где Р  -  оператор вычисления пластических деформаций, определяемый с 
помощью отображения

Ф h IIX ^  SUP
Vhe  X h

( В ( и  -  u j ), V h ) X

11 V h 11X
< || £ — £ j  IIX  +  SUp

Vhe  X h

(£ j  — B u j  , V h ) X

I|v h 11X

(75)

£( t m ) £ S ( t m ) £ D ( t m—l) , (76)

Тгде £ £ ( 1т ) -  шаровой тензор нестесненных термических деформаций; 

£ £  ( £т _ 0  -  девиатор пластических деформаций,

(77)

£ h ( t m ) =  (£ S ) h ( *m ) +  P ((£ h )D ( t m — l ) , (£ h ) D ( t m —1)), (78)

1
VD , СD Є  X  ^  P ( VD , СD ) =  VD — ^ Ф ( VD , СD )■

0 (79)

В соответствии с (76)-(78) имеем

£ ( t m )  — £  Л ( t m )  = £ I  ( t m )  — ( £ S ) Л ( t m ) +
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+ P (  £ D ( %  D ( t m - \ ) )  P ( (  £ h ) D ( %  h ) d  ( (80)

С использованием неравенства треугольника

IIP (  £ D ( tm-1), % D ( t m-1)) -  P ((  £ h ) D ( tm-1), (% h ) D ( t m-1) ) ll X -  

- I I  P ( £ D ( t m-1), % D ( tm-1)) -  P((£ h )D ( t m-1) , % D ( t m- 1 ) ) \ \ X  +

+  \\P( (  £ h ) D ( t m - 1 )j % D ( t m-1)) -  P ((  £ h ) D ( tm-1)  ̂ (% h ) D ( t m-1) ) | \X (81)

+  SUp \\Pg ((£ h )D ( tm-1 ) , £ D ) \\X \\% D ( tm-1) (% h )D ( t m-1) \ \X , (82) 
£ d  Є X

где P£(]  D , £D ) и P £ ( ]  D , £D ) -  производные оператора P  в произвольной 
тоЧке ( ] D , £ d  ) .

Согласно (79) операторы P£(]  D , £D ) и P | ( ]  D , £D ) определяются с 
помощью отображений

откуда следует, что Р£(]  в  , £д ) и P |  ( ]  д  д ) -  самосопряженные опера­
торы при всех ]  д  , £д  е  X , причем

где у  -  вещественная положительная постоянная, для которой справедлива 
оценка у >  т / М 1.

Неравенство (82) с учетом оценок (84) принимает вид

Если для оценки второго слагаемого в правой части (85) использовать 
неравенство (46), то получим

и формулы конечных приращений находим

P ( £ D ( tm-1)  ̂ % D ( tm-1)) -  P ((  £ h ) D ( *m-1)j (% h ) D ( tm-1) ) \\X -

— sup \ \P £ ( ] D , %D ( ^m-1 ) ) \\ X \ \ £D ( tm-1 ) (£ h )D ( ^m-1 ) \\ X ^

1
х D Є  X  ^  P£(] D J £D ) х D — х D r.n  Ф £ ( ] D J £D ) x D ;

о0
(83)

P£ ( ]  D J £ D\ \x -  1 У; \\P |  ( ] D J £ D ) \\X -  1J (84)

£( f m ) % h ( f m ) \\ X -  \\£ S ( ?m ) (£S ) h ( f m ) \\ X +

+ ( 1 - У ) \\£( tm-1) - £  h ( t m-1) \\ X  +  \\£( tm-1) - £  h ( t m-1) \\x • (85)
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| £( гт ) -  £ к ( гт )|| х  - || £ Я ( гт ) -  (£ Я ) к ( гт  ) || х  +

/
+  К 1 ^  || ^ (гт - 1 ) - Х к || х  +  К 2 М  || £(гт - 1 ) - V к || х  +

Хк Е х к \Vк Е х к

+  М  || 0 к (£( гт -1 ) - Г к Н х
Х кЕ х к

+  К 3^ £(гт -1 ) £ к(гт -1 11х , (86)

где К 1, К  2 , К 3 -  положительные постоянные,

м ,м
К 1 =  с  1 (1 -  Г); К  2 =  С 2 ( 1 - у ); К  3 =  1+ С 3 (1 -  Г ) < — . (87)

т

Если в формуле (8 6 ) каждое £ (гт -1 ) -  £ к ( гт -1 ) выразить через преды­
дущее, то получим неравенство

И £ ( г т ) - £  к ( гт XI х  < 2  К  3” ”  ̂£ Я (ги ) -  (е я )к (г,п )|| х +
п=1

т - 1 /
+  2К ” -п К 1 М  | | а ( гп ) - х к  | | х  +

п=1 \  ХкЕ хк

\\
+  К ' || £( гп ) -  V к || х  +  _ М  || 0 к (е( гп ) - г  к XI х

\Vh Е х к г кЕ 7к //
(88)

На основании (46) и (8 8 ) приходим к оценке суммарной погрешности 
для деформаций в конце этапа нагружения:

| е( гт ) £ к ( гт XI х  <  21 С  1( гп ) || ^ ( гп ) Х к || х  +
ХкЕ х кп=1

/
+  С  2( гп ) ^  || е(гп ) -  V к || х  +  _^  || 0 к (е( гп ) - г к XI х

\VкЕ х к
+

+ С  3( гп XI £ Я ( гп ) -  (£ Я ) к ( гп XI х (89)

где С  1( гп ), С 2( гп ) и С 3( гп ) -  положительные коэффициенты,

С 1( гп ) =  К  Г пК  С  3; С 2 ( гп ) =  К  Г пК  2 С 3 ;

С  3( гп ) =  К  Г пС  3 , 1< п  <  т -  1;

С  1( гт ) =  С 1; С 2 ( г т ) =  С 2 ; С 3 ( гт ) =  С 3 .
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Аналогичную оценку можно получить также для напряжений. Дейст­
вительно, с использованием неравенств (47) и (88) имеем оценку суммарной 
погрешности для напряжений в конце этапа нагружения:

| о (  гт ) - о  Н ( гт )Н X  < Х С 4( 1п ) ^  Н о ( гп ) - % Н Н X  +
п=1 %н̂  Хн

/  \
++  С 5 ( гп ) М  П£(гп ) ННX +  _1пГ |10 н(£(*п) - * н ) Нх

е  х н * н е  7Н

+ С 6 ( гп ) Н £ Т ( гп ) (£ Т ) Н ( гп ) Н X , (91)

где С 4( гп ), С 5( гп ), С 6( гп ) - коэффициенты,

С 4( гп ) =  К  Г пК  С  6 ; С 5 ( гп ) =  К  т~пК  2 С 6 ;

С 6 ( 1п ) =  К Г пС 6 , 1 < п  <  т - 1; (92)

С 4 ( гт ) =  С 4 ; С5( гт  ) =  С 5 ; С 6 ( 1т ) =  С 6 .

Неравенства (89), (91) позволяют установить сходимость смешанной 
аппроксимации применительно к задаче термопластичности, описывающей 
неизотермические процессы упругопластического деформирования с учетом 
начальных деформаций, зависящих от истории деформирования и нагрева. 
Согласно этим оценкам, точность решения конечномерной задачи (16) на 
начальных этапах нагружения должна быть достаточной, чтобы не допус­
тить влияния роста первых коэффициентов в разложении суммарной погреш­
ности (89) и (91) на точность решения упругопластической задачи на после­
дующих этапах нагружения.

П рим енение численного и нтегрирован и я. Далее обозначение [•,•]х  

следует понимать так, что для вычисления скалярного произведения (•,•) х  
применяется численное интегрирование. Ограничимся рассмотрением квад­
ратурных (кубатурных) формул, для которых выполняются следующие соот­
ношения:

Н, * н ]х  =  (V Н, * н ) х  , ^  Н е  х Н, ^ Н  е  ¥ Н; ( )

Н, * н ]х  =  (Л Н , * н ) х  , ^ н , * Н е  ¥ н • ( )

Кроме того, будем рассматривать только такие формулы, в которых 
точки взвешивания совпадают с узлами интерполяции [6 ]. Тогда справед­
ливы равенства

[V /  , % н ]х  =  [^  % н ]х  , х ,  V /  е  х н , V* н е  х н ;
(94)

[V/ , % /] х  =  [V, %] х  , VV, % е  х ,  V / , %/ е  х н .
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Отметим, что применение формул численного интегрирования, удовле­
творяющих свойствам (93) и (94), существенно упрощает процедуру числен­
ного решения уравнений смешанного метода (16).

Полагаем, что билинейная форма [•,•] х  на х н  X х н  индуцирует скаляр-
1/2

ное произведение [•,•]х  и норму [•]х  =  [•,•]X  , эквивалентную основной норме

11 • II х  , причем
11V н 11 х  -  [^ н ]х  -  Я  11V н 11 х  , ^  н е  х н , (95)

где Я -  вещественная положительная постоянная, не зависящая от пара­
метра Н. Тогда х н  -  гильбертово пространство, в котором скалярное про­
изведение и норма задаются формой [• ,• ]х  .

По аналогии с уравнениями (16) определим дискретную задачу следу­
ющим образом. Найти тройку ( и н ( О, £ н (*), Он ( 0 )  е  и н  X х н  X х н  такую, 
что

[£ н ( Vн ]х  =  (В и н ( О, Vн ) х  , ^ н е  х н ;

• [0 н ( ^  Xн ]х  =  [ф (£ н( ^  ^ н( Xн ]х  , УХн е  х н; (96)

(Он ( t), В у н ) х  = ( р ( ^  , Уун е  и н ■

Для формулировки условий устойчивости и сходимости решения дис­
кретной задачи (96) введем в рассмотрение проектирующий оператор 1 н , 
который ставит в соответствие каждому элементу из пространства Ун его 
проекцию в х н . Оператор 1 н : Ун ^  х н , ассоциируемый со скалярным 
произведением [•,•]х , определим из равенства

[г н -  1 -н * н , Vн ]х  =  0  V*н е  Ун , ^ н  е  х н■ (97)

Тогда элемент 1 н * н -  суть ортогональная проекция * н е  Ун на про­
странство х н , в котором введено скалярное произведение [•,•]х , и, следова­
тельно, для произвольного элемента г н е  Ун имеем

[гн -  1 н * н ]х  =  ^  [*н -  Vн ]х  ■ (98)
Vн е х  н

С помощью первой формулы (93) устанавливаем взаимосвязь между 
операторами 1 н и 1 н , которая в дальнейшем играет важную роль в анализе 
погрешности аппроксимации:

(Vн , / н * н ) х  = (Vн , * н ) х  =  ^ н , 1 н * н ]х  , ^ н  е  х н , ^  е  Ун■ (99)

С использованием ортопроектора 1 н : Ун ^  х н  уравнения (96) запишем 
в эквивалентном виде

[£ н ( ^  Vн ]х  =  [ / нВ и н ( t), Vн ]х  , ^ н е  х н;

• [о н ( ^  X н ]х  =  [ф (£ н( ^  £ н ( X н ]х  , УХ н е  х н ; (100) 

[0 н ( *), / нВ у н ]х  =  ( р ( *), у н ) , Уун е  и н ,
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откуда следует, что элемент £ н (*) =  1 нв и н (*) -  суть ортогональная проек­
ция В и н (*) £  Ун на пространство х н  относительно скалярного произведе­
ния.

Систему уравнений (100) можно представить в форме одного нелиней­
ного операторного уравнения относительно перемещений:

А н (и н ( %н ( *), 0  = Р н ( О в u л , и н ( 0  £ и н , (101)

*
где А н : и н  ^ и н  -  нелинейный оператор, определяемый с помощью ото­

бражения

А н (и н ( %н ( t), *): Ун £  и н ^  н(и н ( *1  %н( £ н(Ун )]х  =

=  [Ф ( 1 нВ и н ( %н( *X *X 1 нВ у н ]х  =  (А н(и н ( *Х %н( *Х *Х (102)

У с л о в и я  устойчивости . Если выполняется условие устойчивости (22) и 
билинейная форма [•,•]х  на х н  X х н  индуцирует скалярное произведение 
и норму [•]х , удовлетворяющую неравенствам (95), то дискретная задача, 
описываемая уравнениями (96), однозначно разрешима при любом н  и всех
р (  *) £  и  * и % н ( 0  £  х ■

Действительно, принимая в равенствах (99) элемент п н £  х н  в виде 
Пн =  1 н £  1т ( ! н ), согласно неравенству Кош и-Буняковского-Ш варца и 
правому неравенству (94), для произвольного элемента Г н £  Ун находим

\\ 1 нг н \ |2х =  [1нг н , 1 нг н ]х  -  [1нг н ]х  [1нг н ]х  -  К \\ 1 нг н \\ х  [1нг н]х  , (103) 

откуда с учетом условия (22) получим 

й _ ,, _
К 1 г н\ \ х  -  [1- н г н ]х  , ^ н £  Ун ■ (104)

Тогда с использованием неравенств (10)-(12) и условия устойчивости*
(104) приходим к тому, что оператор А н : и н  ^ и определяемый соотно­

шением (102), является сильномонотонным и липшиц-непрерывным, т ^  для 
любых Ун , w  н £ и н  и £н, Хн £  х  выполняются неравенства

/ \ й 2 2 
\ А н ( Ун , %н) — А н(щн, СнX Ун — щ н / >  т т у  \ \у н — щн \\с/;

К

\ \ А н ( у н , С н ) — А н ( щ н , С н ) \\и* -  М \\Ун — щ н \ \ и  ; (105)

\ \ А н ( у н , ? н ) — А н ( у н , х н ) \ \ тт* -  М 1 \ \ £ н — X н  \ \ х  ■

Следовательно, решение операторного уравнения (101) существует и 
единственно, а такж е непреры вно зависит от приложенны х нагрузок
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р  * ( г) е  и  * и начальных деформаций £ * ( г) е  х ■ При этом справедливы 

априорные оценки

Я  2

1 и л ( і )  1 1 и -  (  1 Р(?)1 1 и * +  М 111 ^ к (?)1 1 X );
Я

1 5 к(г) 1 1 х  -  т ё ( 1 1 Р ( 01 1 +  М 1 11 I л ( 01 1 х  ;т ё  

Я  2 М М

(106)

1 -  л ( ' ) 1 1 х 1 ■> 1 и  • + Я М  1( 1 + т ё ) 1 1 1 л ) 1 1 *■

Транспозицию оператора 1 л обозначим через Г_ н. Оператор Г_ н ото­
бражает Х л на У к и определяется соотношением

( І_ к V к , г )  х  — [V к , І к Г ]  х  , УГ к Є  Ук ■ (107)

Тогда для произвольного элемента V к Є  Х л справедливо равенство

(V к _  І _лV к , г к ) х  — 0, У гк Є  Ук ■ (108)

Таким образом, Г_л : Х л ^  Ул -  проектирующий оператор и Г_лV л -  
ортогональная проекция элемента Vл Є  Х л на пространство Ук ■ Более того,
согласно равенству (107) для всякого л  Є  [ І т ( )]х имеем

— к п

(£  * л  *, г ) х  =  [л  * , и  г ] х  = 0, у г  * е  У* , (109)

откуда ввиду произвольности выбора Г * е  У* получаем л  * е  кег(Г_ *), где 
кег( 1_*) -  ядро оператора Г_*, т.е. кег(Г_*) =  [1 т ( I *  )]х ■

Итак, ортопроекторы I * : У* ^  х *  и Г_*: х *  ^  У* порождают разло­
жение пространства х *, в котором введено скалярное произведение [•,•]х , в 
прямую сумму подпространств х * =  1 т ( I * ) ®  кег(Г_* )■ Иначе говоря, лю ­
бой элемент п * е  х *  может быть представлен в виде разложения п ь = 
=  л * +  Л * ^где л  * е  1 т ( I * ) и л  * е  кег(Г_*), причем

[Л Л ] х  — [Vк _ Л к ] х  — т ґ  ^ к  _  І к г к ] х , ^ к  Є  х к ■ (110)_ к ГьЄУі

Поскольку оператор удовлетворяет условию устойчивости (104), 
существует обратный линейный ограниченный оператор I —1, действующий 

из пространства 1 т ( ) в У*, для которого справедлива оценка:

- і  Я
1 І Н Л к 1 1 X -  ё  [Л к ]х  , У Л к Є  І т ( І к ) . (111)
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Сужение /_ к на 1 т (  1 к ) обозначим через / _ к . Оператор / _ к отобра­

жает 1 т  (1 к ) на пространство У к и устанавливает между элементами этих 
пространств взаимно однозначное соответствие. Определяя в равенстве (99) 
элемент Г к Е  У к с помощью соотношения Г к =  / - 1Ж к Е  У к , в соответствии 

с неравенством Кош и-Буняковского-Ш варца и оценкой (111) находим

й  ~
^  [ж л ]х  -  1 \І1  н ж н\ \х  , ^  Л Є  І т (  и ) . ( 112)

Лю бой элемент V н Є  Х н  может быть представлен как

Vн =  ж н +  ^ н , ж н Є І т ( І н ), ^ н Є  кег( 1 Н) ;

Vн =Ж н н , Жн Є  І т ( І н X £ н Є  кег(І- н ) -
(113)

Тогда можно установить взаимосвязь между элементами ж к Е  1 т ( / к ) и 
Жк Е  1 т ( / к ). Действительно, согласно соотношениям (99) и (113), для вся­
кого Ж к Е  1 т ( / к ) элемент щк Е  1 т (  ) определяется из равенства

[Жк , / кГк ]х  =  (ж к , / к Г к ) х  , ^ к  Е  Ук . (114)

С использованием ортопроекторов / _  и / _ к приходим к операторному 

уравнению

~_ к Ж к =  ~кЖ к в Ук , (115)

откуда следует соотношение, с помощью которого определяется элемент 

Ж к Е  1 т ( / к ): ~ ~
Ж к =  1к  ( / _ к/ к )-1  ~кЩ к , Vж к Е  1т ( / к ) . (116)

На основании (115) получаем обратное отображение из пространства 
1 т (  1 к ) в 1 т ( / к ). Другими словами, для каждого Щк Е  1 т ( / к ) существует 
единственный элемент ж к Е  1 т ( / к ), определяемый выражением

Ж к =  / к ( / к/ к )-1  ~_ к Ж к , ^ Ж  к Е  1 т ( / к ) . (117)

Соотношения (115)—(117) устанавливают взаимно однозначное соответ­
ствие между элементами пространств І т ( І н ) и І т ( І н ). Покажем, что 
линейные биективные отображения І т ( І н ) ^ І т ( І н ) и І т ( І н ) ^ І т ( І н ) 
являются проектирующими операторами.

Действительно, согласно определению элемента ж н Є  І т ( і н ) для про­
извольного ж н Є  І т ( І н ) справедливо равенство

108

[ж  н - ж  н , І нг  н ] х  =  0 , ^  н Є  У н . ( 1 1 8 )
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Исходя из этого элемент л & Є  1 т (  ) -  суть ортогональная проекция 
л & Є  1 т (  ї& ) на пространство 1 т ( ) относительно скалярного произведе­
ния [•,•] X  .

Очевидно, что справедливо и обратное утверждение. Согласно опреде­
лению элементов л & Є  1 т (  ї& ) и л  & Є  1 т ( ) имеем

Тогда элемент л  & Є  І т  ( ї& ) -  суть ортогональная проекция л  & Є  І т  ( )  
на пространство І т ( ї& ) относительно скалярного произведения (•,•)х  .

Итак, по определению  элемент л  & Є  І т ( ) -  суть ортогональная 
проекция л  & Є  І т ( ї ь ) на І т (  ), и их проекции на пространство Ук 
совпадают. Кроме того, элемент л  & Є  І т ( ї& ) -  ортогональная проекция 
л  & Є  І т (  ) на І т ( ї& ), и их проекции на пространство У& тождественно 
равны.

С использованием неравенств (95) получаем соотношения эквивалент­
ности норм [-]х  и ||- || х  для элементов л  & Є  І т ( ї& ) и л  & Є  І т ( ї& ):

С учетом этих оценок приходим к неравенствам, которые справедливы 
для произвольных элементов л  н Е  1 т (  1 н ) и л  ь Е  1 т (  ), взаимосвязанных 
между собой уравнением (115):

Є  кег( Г  &) и ц  & =  ц  & +  л  & -  л  & Є  кег( ї 'к ) , где л  & Є  І т (  ї &) и л  & Є  І т (  ї &),

[Л & , 4  г й ]X =  [ц & , ї & Хь ]X = (ц  & , ї & ГА ) X =  (ц  & , ї & ГЛ ) X =  0, ^  & Є  ■

(119)

л  & И X -  || л  & Н X -  [л  & к  -  [л  & ]х  -  К  Н л  & Н X . (120)

л  & л  & Н X - (121)

Покажем теперь взаимосвязь между элементами л  ^ Е  кег(1_ к ) и л  н Е  

Е  кег( 1'й ). На основании разложений (113) получим л  ̂  =  Л н +  л  н _  л  н Е

причем

[ц & ]X =  (ц  &, ц &) X +  [^ &, ц &]X -  (^ &, ц &) X , (123)

откуда следует неравенство

[ц & Ъ - | 1ц& | |X +  ^ Р
& XнЄX н

&, X & ]х  ( ^ &, х & ) х

[ х  &] X
(124)
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Заметим, что второе слагаемое в правой части (124) является ошибкой 
согласования билинейных форм [•,•]х  и (■ •0 X > обусловленной погреш но­
стью формул численного интегрирования (93) при вычислении скалярного 
произведения (•,•)х  на элементах из пространства Х и .

Теорема сходимости при  численном  и нтегрировании . Если выполня­
ется условие устойчивости (22) и формулы численного интегрирования (93) 
удовлетворяют неравенствам (95), то существуют такие не зависящие от И 
постоянные С 1, С 2 , . . . ,  С  14,ч то

I е( О - е  h ( ОН х  ^  С 1 in f II а (  t ) - x  h II х  +
h X h6 X h

in f II e ( t ) - ^ h II х  +  _in f II e h ( e ( t ) - r h ) H х
\Vh6 X h ^ h6

+

, ^  n r -s^  f- ЛМ1 , I[^ he ( t )  X h ]x  -  ( ^ h£( tX X h ) X I
+  C зН£( t ) - £ h ( OH +  suP ----------------------------------------------- ; (125)

Xh6 X h [X h ] x

II tf( t) - tf h ( OH x  ^ 1  tf( 0  -  /  ( OH X +  C  4 11 e( t) - e  /  ( OH X +

+ C  5 11 £( t ) - £ I  ( t ) H X + C  6 inf  II a ( t ) - X h IIX +
Xh 6 X h

( ~
, mf  II e( t ) - ^ h IIX +  _inf H^h(е( t ) - ^ h ) H X
\Vh 6 X h ^ h 6Yh

+

+ C 8^ £( t ) - £ h ( t  )I IX  +  C 4 suP
Xh6 Xh

I[0 h £ (tX X h ]X -  (^ he( tX X h ) X

[ X h ] X
■; (126)

I e( t) -  BU h  ( OH X ^  C  9 inf II tf( 0  -  X h IIX + C 10 inf II e ( t ) - ^ h IIX +
Xh6 Xh ^h6 Xh

+ C  11_inf II #h ( e ( t ) - r h X X  + C  12_inf II e ( t ) - r hllX +
T h6Yh T h6Yh

, ^  иь/.ч ь ^  I[^ he ( t) , X h ]X -  (^ he ( t) , X h ) X I
+  C 13 IIs ( t ) - s h ( OHX + C 14 suP -----------------------------------------------> (127)

X,6 Xh [X h ]X

причем

С , =  ; С 2 1R 2 <M 2 -  " 2) +  " L .  с 3 =  ^ ; (128a)
m d  V m m
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я 2 М л/1 - й  2
С 4 =  Я М ; С 5 =  Я М 1; С 6 = ----------- -------- ;

___________________  т й

Я М ^ Я 2( М 2 -  т 2 ) +  т 2 Я М ,
С 7 = ------ --------------------- --------- ; С 8 = ------ 1 ( Я М  +  т ) ;

т  т

Я _ Я 2 м — т  (128б)
С  9 =  , 2 ; С 10 =  і мт й  а \  т

Я 2 І М  -  т  л /я 2 -  1 1 Я 2М 1 Я

С 11 =  й У  т  +  й  ; С 12 =  й ; С 13 =  т й  ; С 14 =  й  •

^  Пусть 0 й£ =  р й +  р й Є  Х к , где р  к Є  Іш ( І й ); р й Є  кег(Г_й ). Кроме 

того, 0 А£ =  р  А +  р  А Є  Х к , где р  к Є  І ш ( ^ ); р  А Є  кег(Гк ). С учетом орто­

гонального разложения £ -  £ к =  £ -  0 й £ +  Р  й £ й +  Р  й Имеем

І І £ - £ йіІ X =1 І £ - 0 й£ І І X +  1 І р й - £й +  Р й І X . (129)

При использовании левого неравенства (95) получаем

І I Р й + Р й  1 X -  [Р й - £й + Р й  1 х ■ (130)

Равенство (129) и оценка (130) приводят к неравенству

ІІ £ - £ й ІІ X - І І £ - 0 й£ІІ X + [ р й - £йIX +  [Р йI X ■ (131)

Поскольку р  й -  £ й Є  Іш ( ^ й ), с учетом неравенств (120) имеем

[р й -  £ й ]X -  [р й -  £ й ]X -  ЯІ Ір й -  £ й Н X ■ (132)

На основании неравенств (66) и (132) справедлива оценка

Ял/Т 2

М  -  т  ЯМ  і
+  Я д І І £ - р й І ^  +  11 £ - £ й І І X ■ (133)V ш т

Таким образом, приходим к неравенству

Ял/1 -  й 2 д / я 2( М 2 -  т 2 ) +  т 2
І £ - £ й І І X --------- 1-----І І 0 - 0 й0 ІІ X + --------------------------------- І І £ - Р й І І X +й т й  т
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, К М  1 | |Ь  ̂ , , 1 [0 н£, Х н ]х  -  (0 н£, Х н ) х 1 
+  — — I 1 £ - £ н 1 1 х  +  «ир --------------- — ------------------ , ( 1 3 4 )

т  хне хн [Х н ]х

откуда с учетом свойств ортогональных проекций (35) и (39) получаем 
оценку (125).

Для доказательства оценки (126) используем неравенство треугольника

1 1 о - 0 н 1 1 х  - |  1 0 - 0 /  I 1 х  +  1 1 о /  - 0 н 1 1 х  ■ (135)

Оценим второе слагаемое в правой части (135) с помощью равенства, 
которое выполняется для любого элемента V н е  х н :

[о /  - 0  н , V н ]х  =  [ф  (£, £ ) - ф  (£ н , £ н ), V н ]х  ■ (136)

Если в (136) положить Vн =  о /  -  он е  х н , то в соответствии с нера­
венством Кош и-Буняковского-Ш варца имеем

[о /  - 0 н ]х  -  [Ф (£, £) - Ф  (£ н , £ н )]х  ■ (137)

Оценим правую часть (137) с помощью неравенства треугольника

[Ф (£, £) -  Ф (£ н , £ н )]х  -  [Ф (£, £ н ) -  Ф (£ н , £ н )]х  +

+  [Ф (£, £) - Ф ( £, £ н )]х  ■ (138)

Тогда с использованием формулы конечных приращений и неравенств 
(11), (12) получим

[Ф( £, £ ) - Ф ( £ н , £ н )]х  -  ^ Р [Ф £(V, £ н )]х  [£ /  -  £ н ]х  +
vе х

+ вир [Ф £ (£, £)]х  [£ /  - £  н ]х  -  М  [£ /  -  £ н ]х  +  М  1[£ /  - £  н ]х  ■ (139)
Сех

С учетом неравенств (95), (137)-(139) находим

| | 0 /  - 0  н I | х  -  К( M | | £ /  -  £ н I | х  +  М  1 !| £ /  -  £ н | | х  )■ (140) 

Кроме того, согласно неравенству треугольника имеем

| I£ /  - £ н | Iх - | 1£ /  - £ |  Iх + \\£ - £ н | |х  ;

I I £ / - £  н| I х - I  I £ / - £ |  I х + |  I £ - £  н| I х  <141)
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и, значит, неравенство (140) принимает вид

\\о I  — о н \\х -  К (М \\£ I  — £ \\х +  М  1\\%I  — %\\х +

+ М \ \ £  — £ н\ \х  +  М 1 \\% — % н \ \х )■ (142)

На основании (134), (135) и (142) приходим к неравенству 

\ \ о  —о н \ \ х  - \  \ о  —о I  \ \ х  + К М | \ £ —£ I  \ \ х  + К М  1 \ \ % —% I \ \ х  +

R 2М л/1 - d 2 R M ^ R 2( M 2 -  m2 ) +  m2
+ — ~ d — i i * - 0  * i x + ------------------m ----------------- 1 1 £ - P  *\ 1 * +

, R M  mi?. ь II , r,„,r 1 [0 *£ , X * ]x  -  (0  *£, X * ) x l  + ------- (R M  + m)| | £ - £  hi i x  +  ^  sup ----------------— — ------------------ , ( 1 4 3 )
m  x *g x* [x * ] x

откуда с учетом свойств ортогональных проекций (35) и (39) получаем 
оценку (126).

Для доказательства оценки (127) используем неравенство треугольника 
и оценки (104), (132). Тогда получим

1 1 £ -  В и * \  \ x  - 1 1 £ -  - f / jV * | 1 x  +

R  2
+  \ \ I h 1<P * -  Ц 1 P  * I x  +  ~d~  11 P  * -  £ * \ \ x  ■ (144)

Оценим второе слагаемое в правой части (144) с помощью равенства, 
которое справедливо для произвольных элементов л  * G Im (I h ) и л * G 
G I m ( ), взаимосвязанных между собой уравнением (115):

( I - 1 P  * -  1 - 1P  * , Л * ) x  =

=  (^  * , л  * - Л * ) x  +  (0 * £, Л * ) x  -  [0 *£, Л * ] x  ■ (145)

Если в (145) положить л  * =  (I - V  * -  I - 1P  *) G Im ( I * ), то на осно­

вании неравенства Коши-Буняковского-Ш варца, условия устойчивости (104) 
и оценок (120), (121) получим

\ I h / p  * -  J-h 1 P  * I I x  -  d I I ^*1 \ x  +
a/r  2 - 1

, R \ [0 *£ , X * ]x  (0  *£, X * ) x \
+  7  suP --------------- ------------------------ ■ (146)

d  x*g x* [X * ]x
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С учетом оценок (45), (6 6 ) и (146) неравенство (144) принимает вид

1
| £ В и к Н х

Я  2 л/1
| ^ - °  к ° || х  +  -7 || £ - В Р к и  || х  +

+
Я  \ М  -  т  

~й т | £ - < Р к | |х  +  '
4 я :

d

+
Я  2 М

m d
1 , ,^  ̂ , , Я |[0 к£ , Х к ]х  (0 к £ , Х к ) х  
- || £ - £  к || х  +  Т  ^ Р  --------d Хк Е х к [ Х к ] х

(147)

Таким образом, имеем оценку (127) как следствие неравенства (147) и 
свойств ортогональных проекций (35), (39), (41). ►

З а м е ч а н и е  11. Оценим погрешность £ ( гт ) -  £ к ( гт ), где элемент £ к ( гт ) 
определяется выражением

£ к ( гт ) =  (£Я ) к ( гт ) +  Р ((£ к )Э (гт-1 ), (£ к )Э (гт-1 )) . (148)

По аналогии с (76)-(85) имеем

|| £( гт ) -  £ к ( гт XI х  - | 1 £ Я ( гт ) -  (£Я ) к ( гт XI х  +

+  ( 1 - У XI £( гт - 1 ) -  £ к ( гm - l ) || х  +  Н £( гт -1 ) - £  к ( гт - М  х  . (149)

Если для оценки второго слагаемого в правой части (149) использовать 
неравенство (125), то получим

|| £( гт ) -  £ к ( гт XI х  - | 1 £ Я ( гт ) -  (£Я ) к ( гт XI х +

/
+  К 1 ^  || ^ (гт - 1 ) - Х к || х  +  К  2 ^  || £(гт -1 ) ^  к || х  +

ХкЕ х к \VкЕ х к

+ _ || 0 к(£(гт - 1 ) - Г к XIхПЕУ, +  К 3 || £(гт - 1 ) - £  к (гт - 1 ) | 1 х  +

+  К  4 Эир
Х кЕ х к

| [0к£(гт - 1 ) , Хк ]х  ( 0 к£(гт - 1 ), Хк ) х  |

[ Х к ] х

где К 1, К 2 , К 3 , К 4 -  положительные постоянные,

К 1 =  С 1 (1 -  Г); К 2 =  С 2 (1 - у );

К  3 =  1 +  С 3 (1 -  г ) -  1 +
Я М

т
Я; К  4 =  1 - у .

(150)

(151)
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Если в формуле (150) каждое £ (гт— 1) — £ * ( гт— 1) выразить через преды­
дущее, то получим неравенство

т

| | £ ({ т ) — £ * ( гт )| | х  -  2  К 3  — 11 (гп ) — (£ 5 ) Л ( гп )| | х  + 
п=1

т— 1 /
+  2  К  т ~п К 1 || а (  гп) — X * || х  +

п=1 V Х*е  х *

+  К* || £( гп ) —п Л || х  +  _ М  || (£( гп ) —г Л ^  х
\п*е  х * г *еУ*

+

+ К  4 8ир
X* е  х и

|[в * £(гп ), х  * ]х  — (в  * £(гп ), х  * ) х

[ х  * ] х
(152)

На основании (125), (126) и (152) приходим к оценке суммарной погреш­
ности для деформаций и напряжений в конце этапа нагружения:

| £( гт ) — £ * ( гт  ^1 х  - 2 С 1( ̂  ) М  || а (  гп ) — X * || х  +
X*е  х *п=1

+  С  2( г п ) ^  || £ (гп ) — п * || х  +  _1пГ || (£( гп ) — ) Н х
\п*е  х * г *еУ*

+

, ^  ^  ч |[в  * ) , х  * ]х  (в  *£(гп ) , х  * ) х  |
+  С  з ( гп ) 8иР ---------------------:— :------------------------+

Х*е  х * [ х  * ] х

+  С  4( гп ^1 £ 5 ( гп ) — (£  5 ) * ( гп ) Н х (153)

|| а (г т  ) —а  * (гт  ) Н х  - | 1 а  (гт ) — а  I (гт  )Н х  + С 4 Н £(гт  ) —£ I (гт  ) Н х  +

+ С  5^ £ ( г т ) —£ I  ( гт ) Н х  + 2 С 5(гп ) М  || а (г п ) —X * || х  +
X*е  х *п=1

/  ~
+  С  6( гп ) М  || £( гп ) — п * || х  +  _1пГ | | в h (£( гп ) — ) Н х

\п*е  х * п е  у
+

, ^  г .  \ |[в  *£ (гп ) , * ]х  (в  к Ф п  ) , X * ) х  |
+  С  7 ( гп ) ^ Р  ---------------------------------------------------+

X*е х *  [Х  * ]х
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+ С  8 ( гп )| |£ 5 ( г п ) (£ 5 ) н ( г п ) | \ х  , (154)

где С  1( гп),■■■, С 8( гп) - положительные коэффициенты,

С ^ ) =  К  ™~пК  1С  3 ; С 2 (^п) =  К  ™~пК  2С  3 ; С  3 ( ( п ) =  К  ™~пК  4С  3 ;

С 4 ( гп) =  К  Г пС  3 ; С 5 ( гп ) =  К  Г пК  1С  8 ; С 6( гп) =  К  т - п К  2 С 8 ;

С 7 ( гп) =  К т ~ пК 4С 8 ; С 8 (гп) =  К т - пС %, 1 - п  -  т - 1; (155)

С  1(гт ) =  С  1; С 2(гт  ) =  С 2; С 3(гт  ) =  1; С 4(гт  ) =  С 3;
С  5( гт ) =  С  6 ; С 6(гт ) =  С 7 ; С 7 ((т  ) =  С 4 ; С  8 ( (т ) =  C 8 .

Таким образом, неравенства (153), (154) позволяют установить сходи­
мость смешанной аппроксимации с учетом применения формул численного 
интегрирования (93)-(95) при реш ении краевой задачи, описывающей не­
изотермические процессы упругопластического деформирования с учетом 
начальных деформаций, зависящих от истории деформирования и нагрева. 
Согласно этим оценкам, точность решения конечномерной задачи (96) на 
начальных этапах нагружения должна быть достаточной, чтобы не допус­
тить влияния роста первых коэффициентов в разложении суммарной погреш­
ности (153) и (154) на точность решения упругопластической задачи на 
последующих этапах нагружения.

Р е з ю м е

Сформульовано змішану проекційно-сіткову схему розв’язання крайової 
задачі термопластичності в квазістатичній постановці, коли процес неізотер- 
мічного пружно-пластичного деформування тіла є послідовність рівноважних 
станів. У цьому випадку напружено-деформований стан залежить від історії 
навантаження, і процес непружного деформування повинен прослідкову- 
ватися на усьому розглядуваному інтервалі часу. Досліджено коректність і 
збіжність змішаних апроксимацій для напружень, деформацій і переміщень 
стосовно розв’язання нелінійних крайових задач, що описують неізотер- 
мічні процеси активного навантаження з урахуванням початкових дефор­
мацій, залежних від історії деформування і нагрівання. Вивчено властивості 
проектуючих операторів і на цій основі сформульовано умову, яка забез­
печує існування, єдиність і стійкість розв’язання дискретної задачі. Пред­
ставлено результати аналізу спеціальних формул чисельного інтегрування 
інтерполяційного типу, завдяки використанню яких суттєво спрощується 
обчислювальна процедура розв’язання рівнянь змішаного методу. Оцінки 
збіжності і точності базуються на результатах теорії узагальнених крайових 
задач та методах функціонального аналізу. Згідно з отриманими оцінками 
точність розв’язування скінченновимірної задачі для початкових станів на­
вантаження повинна бути достатньою, щоб не допустити впливу зростання 
перших коефіцієнтів у  розкладанні сумарної похибки на точність розв’язання 
пружно-пластичної задачі на наступних етапах навантаження.
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