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Классический подход к анализу влияния краевых условий на 
напряжения и податливость упругого гиба трубы
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Предложен новый аналитический метод для анализа краевого эффекта в нагруженном 
изгибающим моментом гибе трубы с учетом действия внутреннего давления. Метод 
основан на использовании упрощающих гипотез, позволяющих выразить все деформацион
ные и силовые параметры через тангенциальное перемещение, которое принимается в виде 
разложения в ряд Фурье по окружной координате. Получена система дифференциальных 
уравнений четвертой степени по осевой координате относительно неизвестных коэффи
циентов в разложении для перемещений. Приведены аналитическое приближенное решение 
для гиба и точное решение для прямой трубы, которые записываются через функции 
Крылова. Сформулирована процедура применения метода начальных параметров, где в 
качестве граничных условий используются значения тангенциального и продольного пере
мещений, осевого и касательного усилий. Получены уравнения связи между этими пара
метрами в начале и в конце гиба трубы. Проведено сопоставление полученных результатов 
с данными литературных источников.
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В в е д е н и е .  Р а н е е  [ 1 ,  2 ]  б ы л о  п о л у ч е н о  и  п р о а н а л и з и р о в а н о  л о к а л ь н о е  

р е ш е н и е  п о  С е н - В е н а н у  д л я  г и б а  т р у б ы ,  в  к о т о р о м  р а с п р е д е л е н и е  в н у т р е н 

н и х  у с и л и й  в  к а ж д о м  с е ч е н и и  г и б а  п р о п о р ц и о н а л ь н о  з н а ч е н и я м  в н е ш н и х  

г л о б а л ь н ы х  и з г и б а ю щ и х  м о м е н т о в .  Н а п о м н и м ,  ч т о  л о к а л ь н о е  р е ш е н и е  п р е д 

у с м а т р и в а е т  з н а ч и т е л ь н у ю  о в а л и з а ц и ю  п о п е р е ч н о г о  с е ч е н и я  ( р а д и а л ь н ы е  

п е р е м е щ е н и я  и з м е н я ю т с я  п о  з а к о н у  с о з 2р  ( з т 2р ) ,  с о з 4 р  ( з т 4(р)  и  т .д . ) ,  и  

п р и  э т о м  в о з н и к а ю т  д о п о л н и т е л ь н ы е  о с е в ы е  п р о д о л ь н ы е  у с и л и я  ( и з м е н я 

ю т с я  п о  з а к о н у  з ш З р  ( с о з З р ) ,  з ш 5 р  ( с о з 5 р )  и  т .д . ) .  В ы б о р  т р и г о н о м е т р и 

ч е с к и х  ф у н к ц и й  о с у щ е с т в л я е т с я  в  з а в и с и м о с т и  о т  с п о с о б а  п р и л о ж е н и я  

и з г и б а ю щ е г о  м о м е н т а  -  в  п л о с к о с т и  г и б а  и л и  и з  е г о  п л о с к о с т и .  О в а л и з а ц и я ,  

в  ч а с т н о с т и ,  п р и в о д и т  к  с у щ е с т в е н н о м у  у в е л и ч е н и ю  п о д а т л и в о с т и  г и б а  п о  

с р а в н е н и ю  с  п р я м о й  т р у б о й ,  ч т о  о п и с ы в а е т с я  к о э ф ф и ц и е н т о м  К л , г д е

и н д е к с  “ л ”  о б о з н а ч а е т  п р и н а д л е ж н о с т ь  к  л о к а л ь н о м у  р е ш е н и ю .

М е ж д у  т е м  в  р е а л ь н о й  т р у б о п р о в о д н о й  с и с т е м е  г и б  н а х о д и т с я  в  с о п р я 

ж е н и и  с  д р у г и м и  э л е м е н т а м и ,  н а п р и м е р  с  п р я м о л и н е й н ы м и  у ч а с т к а м и ,  

ф л а н ц а м и ,  х а р а к т е р  д е ф о р м и р о в а н и я  к о т о р ы х  и н о й .  П о с к о л ь к у  н а п р я ж е н и я  

и  п е р е м е щ е н и я  д о л ж н ы  с о х р а н я т ь  н е п р е р ы в н о с т ь ,  в  н е к о т о р о й  з о н е  с о п р я 

ж е н и я  в о з н и к а ю т  к р а е в ы е  э ф ф е к т ы .  В  з а в и с и м о с т и  о т  г е о м е т р и ч е с к и х  и  

ф и з и ч е с к и х  х а р а к т е р и с т и к  с о п р я г а е м ы х  э л е м е н т о в  э т а  з о н а  м о ж е т  б ы т ь  

п р е н е б р е ж и м о  м а л а  п о  с р а в н е н и ю  с  д л и н о й  г и б а  л и б о ,  н а о б о р о т ,  в е с ь  г и б  

м о ж е т  н а х о д и т ь с я  в  н е й .  П о э т о м у  у с р е д н е н н ы й  п о  д л и н е  г и б а  к о э ф ф и ц и е н т  

п о д а т л и в о с т и  К  м о ж е т  н а х о д и т ь с я  м е ж д у  К л и  е д и н и ц е й  ( к а к  д л я  п р я м о й

т р у б ы ) .  Т а к а я  ж е  н е о п р е д е л е н н а я  с и т у а ц и я  и м е е т  м е с т о  п р и  о п р е д е л е н и и  

н а п р я ж е н и й  в  г и б е .
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Д а н н а я  п р о б л е м а  э к с п е р и м е н т а л ь н о  и с с л е д о в а л а с ь ,  н а ч и н а я  с  2 0 - х  г о 

д о в  п р о ш л о г о  с т о л е т и я  ( с м .  о б з о р ы  в  [ 3 ] ) ,  и  о с о б е н н о  и н т е н с и в н о  в  с в я з и  с  

р а з р а б о т к о й  н о в ы х  н о р м  А Б М Е  п о  р а с ч е т у  т р у б о п р о в о д о в  в  н а ч а л е  5 0 - х  

г о д о в .  Н а и б о л е е  т щ а т е л ь н ы е  и с с л е д о в а н и я ,  о п и с а н и е  и  о б с у ж д е н и е  к о т о р ы х  

п р и в е д е н о  в  [ 3 ] ,  б ы л и  в ы п о л н е н ы  П а р д ю  и  В и г н е с с о м  [ 4 ] .  Н а  о с н о в е  

о г р а н и ч е н н о г о  а н а л и з а  э т и х  д а н н ы х  М а р к л  [ 5 ]  с ф о р м у л и р о в а л  о б щ и е  р е к о 

м е н д а ц и и  п о  п р а к т и ч е с к о м у  у ч е т у  у с л о в и й  с о п р я ж е н и я  и  з а к р е п л е н и я  п р и  

р а с ч е т е  н а п р я ж е н и й  и  п о д а т л и в о с т и  г и б а .  Н е с м о т р я  н а  б о л ь ш о й  п р о г р е с с  в  

р а з р а б о т к е  р а с ч е т н ы х  м е т о д о в ,  э т и  р е к о м е н д а ц и и  д о  с и х  п о р  п р и м е н я ю т с я  в  

р а з л и ч н ы х  м е ж д у н а р о д н ы х  с т а н д а р т а х  и  р у к о в о д с т в а х ,  н а п р и м е р  в  [6, 7 ] .  

П о э т о м у  е с т ь  с м ы с л  п р и в е с т и  и х .

1 . С ч и т а е т с я ,  ч т о  с о п р я ж е н и е  с  п р я м о й  т р у б о й  н е  в л и я е т  н а  р а с п р е 

д е л е н и е  н а п р я ж е н и й  в  г и б е .  П о э т о м у  к о э ф ф и ц и е н т  п о д а т л и в о с т и  К  п р и н и 

м а е т с я  р а в н ы м  К л .

2 .  Д л я  г и б о в  с  д в у м я  ж е с т к и м и  ф л а н ц а м и  н а  к о н ц а х  п о л а г а ю т ,  ч т о  

з н а ч е н и е

к р и в и з н ы  г и б а ;  г -  т о л щ и н а  с т е н к и .

3 .  В л и я н и е  к р а е в о г о  э ф ф е к т а  р а с п р о с т р а н я е т с я  т о л ь к о  н а  з о н у ,  у д а л е н 

н у ю  в  п р е д е л а х  3 0 ° .

Т а к и е  р е к о м е н д а ц и и  к а ч е с т в е н н о  н е п р а в и л ь н ы ,  п о с к о л ь к у  д л и н а  з о н ы  

в л и я н и я  з а в и с и т  о т  а б с о л ю т н о й  д л и н ы  г и б а  т р у б ы ,  а  н е  о т  е г о  у г л о в о й  

п р о т я ж е н н о с т и ,  а  к о э ф ф и ц и е н т  п о д а т л и в о с т и  е с т ь  н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я ,  

и з м е н я ю щ а я с я  о т  е д и н и ц ы  д о  К л . Э т и  в е л и ч и н ы  м о г у т  б ы т ь  о п р е д е л е н ы  

т о л ь к о  в  р е з у л ь т а т е  т о ч н о г о  р е ш е н и я  к р а е в о г о  э ф ф е к т а .

П о д о б н ы е  с у б ъ е к т и в н ы е  р е к о м е н д а ц и и  с о д е р ж а т с я  т а к ж е  в  о т е ч е с т в е н 

н ы х  н о р м а т и в н ы х  д о к у м е н т а х ,  н а п р и м е р  в  [ 8] ,  г д е  з о н а  в л и я н и я  к р а е в о г о  

э ф ф е к т а  п р и н я т а  р а в н о й  4 5 ° ,  а  в  е е  п р е д е л а х  в е л и ч и н а  К  л и н е й н о  а п п р о к с и 

м и р у е т с я  о т  е д и н и ц ы  д о  з н а ч е н и я  К л . М е т о д и ч е с к и  б о л е е  п р а в и л ь н ы м и

п р е д с т а в л я ю т с я  м е т о д ы  р а с ч е т а ,  п р и н я т ы е  в  П Н А Э  [ 9 ] ,  г д е  с о о т в е т с т в у ю щ и е  

п о п р а в о ч н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы  о п р е д е л я ю т с я  и с х о д я  и з  р е з у л ь т а т о в  р а с ч е т н о г о  

м е т о д а  А к с е л ь р а д а  [ 3 ] .  И с п о л ь з у я  в  ц е л о м  к о р р е к т н у ю  м а т е м а т и ч е с к у ю  

п о с т а н о в к у  з а д а ч и ,  о с н о в а н н у ю  н а  т е о р и и  о б о л о ч е к ,  а в т о р ы  о г р а н и ч и л и с ь  

т о л ь к о  т р е х ч л е н н ы м  р а з л о ж е н и е м  и с к о м о й  ф у н к ц и и  п е р е м е щ е н и й ,  ч т о  

с у ж а е т  о б л а с т ь  п р и м е н е н и я  р е з у л ь т а т о в .  Б о л е е  п о д р о б н о  р е з у л ь т а т ы ,  п о л у 

ч е н н ы е  п о  м е т о д у  А к с е л ь р а д а  и  п р и н я т ы е  в  П Н А Э ,  б у д у т  о б с у ж д е н ы  н и ж е .

С т р о г о е  р е ш е н и е  д л я  к р а е в о г о  э ф ф е к т а  м о ж е т  б ы т ь  п о л у ч е н о  и з  и з в е с т 

н ы х  п о с т а н о в о к  т е о р и и  о б о л о ч е к .  Т а к ,  д л я  ц и л и н д р и ч е с к о й  о б о л о ч к и  к р у г о 

К  =  1 ,6 5 Я2/3 , ( 1а )

в  с л у ч а е  о д н о г о  ж е с т к о г о  ф л а н ц а

К  =  1 ,6 5  Я 5/ 6 . ( 1 6 )
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в о г о  с е ч е н и я  п о л у ч а ю т  т р и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и я  с  т р е м я  н е и з в е с т 

н ы м и  к о м п о н е н т а м и  п е р е м е щ е н и й .  С  у ч е т о м  р а з л о ж е н и я  н е и з в е с т н ы х  в  

р я д ы  п о  c o s  np  и  s i n  n p ,  г д е  р  -  у г л о в а я  п о  с е ч е н и ю  к о о р д и н а т а ,  о н и  

с в о д я т с я  к  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о м у  у р а в н е н и ю  в о с ь м о й  с т е п е н и  о т н о с и т е л ь н о  

о с е в о й  к о о р д и н а т ы  [ 10, 11] с  п р а в о й  ч а с т ь ю ,  з а в и с я щ е й  о т  в н е ш н е г о  н а г р у 

ж е н и я .  К а к  о б ы ч н о ,  р е ш е н и я  т а к и х  у р а в н е н и й  и щ у т  в  в и д е  с у м м ы  ч а с т н о г о  

р е ш е н и я  н е о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я  и  о б щ е г о  р е ш е н и я  о д н о р о д н о г о  у р а в н е 

н и я  с  н е о п р е д е л е н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и .  Л о к а л ь н о е  р е ш е н и е ,  п о  с у т и ,  

п р е д с т а в л я е т  с о б о й  ч а с т н о е  р е ш е н и е  н е о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я .  Ч т о  к а с а 

е т с я  о б щ е г о  р е ш е н и я  о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я ,  т о  п р и  м а л ы х  з н а ч е н и я х  

ц е л о г о  ч и с л а  n д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  в о с ь м о й  с т е п е н и  р а з б и в а е т с я  

н а  д в а  н е з а в и с и м ы х  б и к в а д р а т н ы х  у р а в н е н и я :  п е р в о е  о п и с ы в а е т  о с н о в н о е  

н а п р я ж е н н о е  с о с т о я н и е ,  м е д л е н н о  и з м е н я ю щ е е с я  п о  о с е в о й  к о о р д и н а т е ,  

в т о р о е  -  д а е т  р е ш е н и е ,  к о т о р о е  п о  м е р е  у д а л е н и я  о т  г р а н и ц ы  о ч е н ь  б ы с т р о  

з а т у х а е т .  “ М е д л е н н о е ”  р е ш е н и е  п р и в о д и т  к  б о л ь ш и м  з н а ч е н и я м  р а д и а л ь н ы х  

п е р е м е щ е н и й  и  п р о д о л ь н о й  с и л ы  -  и м е н н о  э т и  п а р а м е т р ы  я в л я ю т с я  б о л ь 

ш и м и  в  л о к а л ь н о м  р е ш е н и и  и  н у ж д а ю т с я  в  “ с г л а ж и в а н и и ”  п р и  а н а л и з е  

к р а е в ы х  э ф ф е к т о в .

Т а к о й  п о д х о д  н а  о с н о в е  с т р о г и х  п о с т а н о в о к  т е о р и и  о б о л о ч е к ,  п о з в о 

л я ю щ и й  н а х о д и т ь  с о б с т в е н н ы е  ф у н к ц и и ,  к о т о р ы е  о п и с ы в а ю т  х а р а к т е р  п о в е 

д е н и я  к р а е в о г о  э ф ф е к т а ,  а в т о р ы  н а з ы в а ю т  к л а с с и ч е с к и м ,  ч т о б ы  о т л и ч а т ь  е г о  

о т  д р у г и х  а н а л и т и ч е с к и х  п о д х о д о в ,  г д е  и с п о л ь з у ю т с я  п р и б л и ж е н н ы е  м е т о 

д ы  р е ш е н и я  з а д а ч и .  В  р а б о т е  [ 1 2 ]  с о б с т в е н н ы е  ф у н к ц и и  н а х о д я т с я  в  р е з у л ь 

т а т е  м и н и м и з а ц и и  ф у н к ц и о н а л а  э н е р г и и ,  г д е  в  к а ч е с т в е  н е и з в е с т н ы х  и с п о л ь 

з у ю т с я  р а д и а л ь н ы е  и  о с е в ы е  н а п р я ж е н и я ,  ч т о  п р и в о д и т  к  б и к в а д р а т н о м у  

д и ф ф е р е н ц и а л ь н о м у  у р а в н е н и ю .  В  [ 1 3 ]  п р е д л о ж е н  а л ь т е р н а т и в н ы й  п о л у а н а -  

л и т и ч е с к и й  п о д х о д ,  в  к о т о р о м  с о г л а с н о  [ 1 4 ,  1 5 ]  ф у н к ц и и ,  о п и с ы в а ю щ и е

тлх
к р а е в о й  э ф ф е к т ,  п р и н и м а ю т с я  в  з а д а н н о м  в и д е ,  н а п р и м е р  c o s ---------  и

L
тжх

s i n --------- , г д е  т -  ц е л о е  ч и с л о ;  L -  д л и н а  г и б а  т р у б ы ;  x  -  о с е в а я  к о о р д и н а т а ,
L

а  н е и з в е с т н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы  о п р е д е л я ю т с я  и з  м и н и м у м а  п о т е н ц и а л ь н о й  

э н е р г и и .  О д н а к о  и з в е с т н о ,  ч т о  с о б с т в е н н ы е  ф у н к ц и и ,  х а р а к т е р и з у ю щ и е  

к р а е в о й  э ф ф е к т ,  я в л я ю т с я  э к с п о н е н ц и а л ь н ы м и  и  п р и в о д я т  к  н у л е в о м у  в л и я 

н и ю ,  е с л и  д л и н а  L б о л ь ш е  н е к о т о р о й  х а р а к т е р н о й  д л я  с о б с т в е н н о й  ф у н к 

ц и и  д л и н ы .  П о э т о м у  т а к о й  п о д х о д  [ 1 5 ] ,  и с п о л ь з у ю щ и й  к и н е м а т и ч е с к и  в о з 

м о ж н ы е  п е р е м е щ е н и я ,  м о ж е т  б ы т ь  э ф ф е к т и в е н  т о л ь к о  в  с л у ч а е ,  е с л и  L 
м е н ь ш е  з о н ы  в л и я н и я  к р а е в о г о  э ф ф е к т а .

Ч и с л е н н ы е  м е т о д ы  ш и р о к о  п р и м е н я ю т с я  п р и  р е ш е н и и  к о н к р е т н ы х  

з а д а ч  д л я  о б о л о ч е к  [ 1 6 ] ,  о д н а к о  о н и  н е  о б л а д а ю т  п р е д с к а з а т е л ь н ы м и  с п о с о б 

н о с т я м и ,  т .е .  н е  в ы д е л я ю т  х а р а к т е р  р е ш е н и я  и  к о л и ч е с т в е н н у ю  с т е п е н ь  

в л и я н и я  н а  н е г о  т о г о  и л и  и н о г о  б е з р а з м е р н о г о  п а р а м е т р а .  П о э т о м у  в  л и т е р а 

т у р н ы х  и с т о ч н и к а х  п р е д с т а в л е н о  н е б о л ь ш о е  к о л и ч е с т в о  о б о б щ а ю щ и х  р а б о т ,  

п о с к о л ь к у  т а к о й  а н а л и з  т р е б у е т  п р о в е д е н и я  з н а ч и т е л ь н о г о  о б ъ е м а  ч и с л е н 

н ы х  э к с п е р и м е н т о в  [ 1 7 ] .  В  п о с л е д н е е  в р е м я  п р и  р е ш е н и и  з а д а ч  д л я  т о р о 

о б р а з н о й  о б о л о ч к и  у с п е ш н о  п р и м е н я е т с я  м е т о д  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  к в а д р а 

т у р  [ 1 8 ,  1 9 ] .  Э т о  п о л у а н а л и т и ч е с к и й  м е т о д ,  и с п о л ь з у ю щ и й  с т р о г и е  п о с т а 

66 ISSN 0556-171X. Проблемыг прочности, 2005, №  4



Анализ влияния краевых условий

н о в к и  д л я  т о р о о б р а з н о й  о б о л о ч к и  и  о б ы ч н о е  р а з л о ж е н и е  н е и з в е с т н ы х  ф у н к 

ц и й  в  в и д е  р я д о в  Ф у р ь е  п о  о к р у ж н о й  к о о р д и н а т е .  Е г о  о с о б е н н о с т ь ю  я в л я 

е т с я  т о ,  ч т о  в е к т о р  з н а ч е н и й  п р о и з в о д н ы х  п о  о с е в о й  к о о р д и н а т е  и с к о м ы х  

ф у н к ц и й  в  з а д а н н ы х  т о ч к а х  п р е д с т а в л я е т с я  в  в и д е  п р о и з в е д е н и я  н е к о т о р о й  

м а т р и ц ы  н а  в е к т о р  з н а ч е н и й  э т и х  ф у н к ц и й  в  з а д а н н ы х  т о ч к а х .

Ц е л ь  н а с т о я щ е г о  с о о б щ е н и я  -  п о л у ч е н и е  а н а л и т и ч е с к о г о  р е ш е н и я  д л я  

у п р у г о г о  к р а е в о г о  э ф ф е к т а  г и б а  т р у б ы  в  к л а с с и ч е с к о й  п о с т а н о в к е  з а д а ч и .  

Р е ш е н и е  б у д е м  и с к а т ь  в  п р е д п о л о ж е н и и ,  ч т о  п а р а м е т р  к р и в и з н ы  а  = R/B  ^  
^  0. В с е  г е о м е т р и ч е с к и е  и  ф и з и ч е с к и е  о б о з н а ч е н и я  с о о т в е т с т в у ю т  п р и н я 

т ы м  р а н е е  [ 1, 2 ].

О с н о в н ы е  у р а в н е н и я  в  к р и в о л и н е й н о й  о б о л о ч к е .  П о л а г а е м ,  ч т о  н а  

г и б  д е й с т в у ю т  д в а  в н е ш н и х  с и л о в ы х  ф а к т о р а :  в н у т р е н н е е  д а в л е н и е  P  и  

и з г и б а ю щ и й  м о м е н т  K z о т н о с и т е л ь н о  о с и  z  ( м о м е н т  в  п л о с к о с т и  г и б а ) :

K z = о  k z nR  2 1 , ( 2 )

г д е  о  -  е д и н и ч н о е  н а п р я ж е н и е ;  k z -  б е з р а з м е р н ы й  к о э ф ф и ц и е н т ,  х а р а к т е 

р и з у ю щ и й  в е л и ч и н у  в н е ш н е г о  н а г р у ж е н и я .

У р а в н е н и я  р а в н о в е с и я  д л я  т о р о о б р а з н о й  о б о л о ч к и  п р и  а ^ 0  и м е ю т  

в и д  [20 ]

N р 1 dQ р dQx N x s i n  р
—  + -----------р  +  +  - ^ -------т- =  P ;  ( з а )

R R др dx B  0 к 1

1 dNр Q р dL N x c o s  р
R др ~ R + dx ~ B 0 = 0; ( 3 б )

dL dN x Q x s i n  р
= о ; ( з в )др dx B  о

1 дМр Ж рx M x c o s  р  о  ч

Q  р  + I ~ d ^ ^ ~ T x  B 0  = 0  ( 3 г )

1 dM рx d M x
Q x +  R ^ T + ^ x r = ( 3 д )

г д е  N  у , Ых и  Q у , Q x -  л о к а л ь н ы е  п р о д о л ь н ы е  и  п о п е р е ч н ы е  с и л ы  в  

с о о т в е т с т в у ю щ и х  н а п р а в л е н и я х ;  М у  и  М х -  л о к а л ь н ы е  и з г и б а ю щ и е  м о 

м е н т ы ;  Ь и  М у х -  к а с а т е л ь н ы е  с и л а  и  м о м е н т  с о о т в е т с т в е н н о ;  у  -  у г л о в а я  

к о о р д и н а т а  п о  с е ч е н и ю  т р у б ы ;  х  -  т е к у щ а я  п р о д о л ь н а я  к о о р д и н а т а .  Д л я  

г и б а  и м е е м  х = Б0,  г д е  0  -  у г л о в а я  к о о р д и н а т а  п о п е р е ч н о г о  с е ч е н и я  г и б а .

П р и  п р и л о ж е н и и  к  г и б у  т о л ь к о  и з г и б а ю щ и х  м о м е н т о в  в  п р а в о й  ч а с т и  

( 3 а )  н е о б х о д и м о  п о л о ж и т ь  Р  =  0 . З а д а ч а  о  н а х о ж д е н и и  н а п р я ж е н и й  п р и  

д е й с т в и и  т о л ь к о  в н у т р е н н е г о  д а в л е н и я  т р и в и а л ь н а .  О д н а к о  п р и  с о в м е с т н о м
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д е й с т в и и  и з г и б а ю щ и х  м о м е н т о в  и  в н у т р е н н е г о  д а в л е н и я  з а д а ч а  н е  р а з б и в а 

е т с я  н а  д в а  н е з а в и с и м ы х  р е ш е н и я .  П р о б л е м а  с о с т о и т  в  т о м ,  ч т о  о в а л и з а -  

ц и о н н ы е  п е р е м е щ е н и я  о т  в н е ш н и х  м о м е н т о в  я в л я ю т с я  д о с т а т о ч н о  б о л ь 

ш и м и ,  и  и х  в л и я н и е м  н а  и з м е н е н и е  г е о м е т р и и  с е ч е н и я  н е л ь з я  п р е н е б р е ч ь .  

Д а н н а я  з а д а ч а  -  г е о м е т р и ч е с к и  н е л и н е й н а я ,  и  п р о ц е д у р а  п о д х о д а  к  е е  

р е ш е н и ю  о п и с а н а  р а н е е  [ 2 ] .  К р а т к о  п о в т о р и м  о с н о в н ы е  м о м е н т ы  р е ш е н и я .

В о - п е р в ы х ,  в  р е з у л ь т а т е  о в а л и з а ц и и  и з м е н я е т с я  к р и в и з н а  п о п е р е ч н о г о  

с е ч е н и я  , к о т о р а я  м о ж е т  б ы т ь  з а п и с а н а  в  в и д е  с у м м ы  и с х о д н о й  к р и в и з н ы  

1/ Я и  к р и в и з н ы  , с в я з а н н о й  с  д е ф о р м и р о в а н и е м  о т  д е й с т в и я  л о к а л ь н ы х

м о м е н т о в  М  у :

* * , =  1 / Я  + Х М . ( 4 )

В о - в т о р ы х ,  о к р у ж н о е  у с и л и е  п р е д с т а в л я е т с я  в  в и д е  с у м м ы  о к р у ж н о г о  

у с и л и я ,  в ы з в а н н о г о  и з г и б а ю щ и м и  м о м е н т а м и  N M  и  в н у т р е н н и м  д а в л е -  

P P M P
н и е м  N у  , п р и ч е м  N у  з н а ч и т е л ь н о  б о л ь ш е  N у  . В ы р а ж е н и е  д л я  N у  л е г к о  

н а х о д и т с я  и з  (3  а )  и  п р и  у с л о в и и  а ^  0 з а п и с ы в а е т с я  т а к :

N p  = PR.  ( 5 )

М н о ж и т е л ь  \ /R  п р и  к о м п о н е н т е  N  у  в  у р а в н е н и и  ( 3 а )  з а м е н я е м  з н а 

ч е н и е м  Х у  ( 4 ) ,  п р и  э т о м  у ч и т ы в а е м ,  ч т о  \ jR  > >  %M , и  N P в  у р а в н е н и и

( 3 а )  у р а в н о в е ш и в а е т  в н у т р е н н е е  д а в л е н и е .  И с п о л ь з у я  о б ы ч н ы е  о б о з н а ч е н и я  

д л я  с и л  и  к р и в и з н ы ,  т .е .  б е з  в е р х н е г о  и н д е к с а  M , п е р в о е  у р а в н е н и е  р а в н о 

в е с и я  п р и  с о в м е с т н о м  д е й с т в и и  и з г и б а ю щ и х  м о м е н т о в  и  в н у т р е н н е г о  д а в л е 

н и я  п р е о б р а з у е т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

N у  \  dQу dQx N x s i n  у  p
+ -------------- +  +  ---------- +  Х у  N p  =  0. ( 6)R R ду  dx B 0 Лу у  ( 6 )

И з м е н е н и я  в  о с т а л ь н ы х  у р а в н е н и я х  р а в н о в е с и я  н е з н а ч и т е л ь н ы  и  п о 

э т о м у  н е  у ч и т ы в а ю т с я .

Г е о м е т р и ч е с к и е  у р а в н е н и я ,  с в я з ы в а ю щ и е  п е р е м е щ е н и я  т о ч е к  с р е д и н 

н о й  п о в е р х н о с т и  и  д е ф о р м а ц и и ,  и м е ю т  в и д

du v  c o s  у  +  w  s i n  у  
£ f l =  —  + -------------------------------; ( 7 a )dx B 0

\  d v  w
£у = R  д у  +  R  ; ( 7 б )

\  d u  d v

Уву = R д у  + dx ( 7 в )
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Х в = '
-,2д w

2 ; 
дх 2

( 7 г )

1 д 2 w w 

Хр R 2 дер2 R 2

2 dv  2 д 2w 
Хвр = R дх ~ R дхдр  ’

( 7 д )

( 7 е )

г д е  £ в , , ув<р -  д е ф о р м а ц и и  с р е д и н н о й  п о в е р х н о с т и ;  Х в , и  Х в р  -  

к р и в и з н ы  в  с о о т в е т с т в у ю щ и х  н а п р а в л е н и я х ;  и , V, w  -  с о о т в е т с т в е н н о  

п р о д о л ь н о е ,  т а н г е н ц и а л ь н о е  и  р а д и а л ь н о е  п е р е м е щ е н и я  с р е д и н н о й  п о в е р х 

н о с т и .

В н у т р е н н и е  с и л ы  и  м о м е н т ы  с в я з а н ы  с  д е ф о р м а ц и я м и  с л е д у ю щ и м  

о б р а з о м :

( 8а )N  р = н  ( £ р + № в ) ; 

N x = H  ( ?в + № р ) ;

H
L =  у ( 1 - Ц  ) У в р

( 86)

( 8в )

M  р = н6 ( Хр + ц Х в ) ;  

м х = Щ  Хв + Х р ) ;

Н < 5 ( 1 - ц )
M  рх =  2 Хвр ■

( 8г )

( 8д )

( 8е )

г д е  H  =
Et

1- ц
; 6 =  — ; E  -  м о д у л ь  Ю н г а ;  ц  -  к о э ф ф и ц и е н т  П у а с с о н а .

П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  р е ш е н и я .  Р е ш е н и е  з а д а ч и  в  с т р о г о й  п о с т а н о в к е  

т е о р и и  о б о л о ч е к  с о с т о и т  в  с л е д у ю щ е м  [ 1 0 ,  1 1 ] .  С  у ч е т о м  с о о т н о ш е н и й  ( 7 ) ,  

( 8)  и  у р а в н е н и й  р а в н о в е с и я  ( 3 г ) ,  ( 3 д )  в с е  с и л ы  и  м о м е н т ы  з а п и с ы в а ю т с я  в  

з а в и с и м о с т и  о т  к о м п о н е н т  п е р е м е щ е н и й .  Т а к и м  о б р а з о м ,  п о д с т а в л я я  в  п е р 

в ы е  т р и  у р а в н е н и я  р а в н о в е с и я  ( 3 6 ) ,  ( 3 в )  и  ( 6)  в ы р а ж е н и я  д л я  Q р и  Q x , 

н е т р у д н о  п о л у ч и т ь  т р и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и я  д л я  т р е х  н е и з в е с т н ы х  

п е р е м е щ е н и й  u, v ,  w . Э т и  у р а в н е н и я  с  у ч е т о м  р а з л о ж е н и я  н е и з в е с т н ы х  в  

в и д е  р я д о в  п о  c o s  пр  и  s i n  пр  п р и в о д я т с я  к  о д н о м у  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о м у  

у р а в н е н и ю  в о с ь м о й  с т е п е н и  с  о д н о й  н е и з в е с т н о й  к о м п о н е н т о й  п е р е м е щ е 

н и й  о т н о с и т е л ь н о  п р о д о л ь н о й  к о о р д и н а т ы .  Р е ш е н и е  т а к о г о  у р а в н е н и я  п р е д 

с т а в л я е т  о п р е д е л е н н ы е  т р у д н о с т и  и  т р е б у е т  н а л и ч и я  в о с ь м и  с л е д у ю щ и х  

г р а н и ч н ы х  у с л о в и й ,  в ы р а ж а е м ы х  ч е р е з  v ,  v ' ,  u ,  u', w, w', w " , w " '.

и

и

2
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А н а л и т и ч е с к о е  р е ш е н и е  т а к о г о  р о д а  з а д а ч  в о з м о ж н о ,  е с л и  и с п о л ь з о в а т ь  

у п р о щ а ю щ и е  г и п о т е з ы ,  к о т о р ы е  д а ю т  д о п о л н и т е л ь н ы е  у р а в н е н и я  с в я з и  д л я  

к о м п о н е н т  п е р е м е щ е н и й  и  п о з в о л я ю т  у м е н ь ш и т ь  к о л и ч е с т в о  н е и з в е с т н ы х  

п а р а м е т р о в .  П р и  и с п о л ь з о в а н и и  э т и х  г и п о т е з  м о ж н о  с у щ е с т в е н н о  п о н и з и т ь  

с т е п е н ь  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я .  О с н о в о й  д л я  п р и м е н е н и я  д а н н ы х  

г и п о т е з  я в л я е т с я  т о ,  ч т о  п р и  м а л ы х  п у п о м я н у т о е  в ы ш е  у р а в н е н и е  в о с ь 

м о й  с т е п е н и  р а з б и в а е т с я  н а  д в а  н е з а в и с и м ы х  у р а в н е н и я  ч е т в е р т о й  с т е п е н и .  

В  р е з у л ь т а т е  р е ш е н и я  п е р в о г о  и з  н и х  п о л у ч а е м  т а к  н а з ы в а е м о е  “ б ы с т р о  

и з м е н я ю щ е е с я  р е ш е н и е ” , в  р е з у л ь т а т е  р е ш е н и я  в т о р о г о  -  “ м е д л е н н о  и з м е н я 

ю щ е е с я  р е ш е н и е ” . Б ы с т р о  и з м е н я ю щ е е с я  р е ш е н и е  д а е т  б о л ь ш и е  з н а ч е н и я  

п о п е р е ч н о г о  у с и л и я  Q x и  и з г и б а ю щ е г о  м о м е н т а  М х , в  т о  в р е м я  к а к  

п е р е м е щ е н и я ,  н а п р и м е р  w , и, и  о с е в о е  у с и л и е  Ых я в л я ю т с я  н е з н а ч и 

т е л ь н ы м и .  М е д л е н н о  и з м е н я ю щ е е с я  р е ш е н и е ,  н а п р о т и в ,  д а е т  б о л ь ш и е  з н а 

ч е н и я  п е р е м е щ е н и й  w  и  о с е в о г о  у с и л и я  Ых , к о т о р ы е  в а ж н ы  п р и  с о п р я 

ж е н и и  г и б а  с  д р у г и м и  к о н с т р у к т и в н ы м и  э л е м е н т а м и .

С у т ь  о б о с н о в а н и я  п р и м е н е н и я  у п р о щ а ю щ и х  г и п о т е з  з а к л ю ч а е т с я  в  

т о м ,  ч т о  п р и  о в а л и з а ц и и  в е л и ч и н ы  п о п е р е ч н о г о  Q у  и  к а с а т е л ь н о г о  Ь 
у с и л и й  с о и з м е р и м ы  с  о к р у ж н ы м  у с и л и е м  N  у . И х  с о п о с т а в л е н и е  п о з в о л я е т  

п о л у ч и т ь  в ы р а ж е н и я  с в я з и  д л я  о в а л и з а ц и о н н ы х  к о м п о н е н т  п е р е м е щ е н и й :

ду
w +  —  =  0 ; ( 9 а )

1 ди ду
---------- +  —  =  0 . ( 9 б )К д<р дх (  )

У ч и т ы в а я  г и п о т е з ы  ( 9 ) ,  в с е  с и л ы  и  м о м е н т ы  м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  в  

з а в и с и м о с т и  т о л ь к о  о т  о д н о й  н е и з в е с т н о й  ф у н к ц и и  у.  О д н а к о  п р и  э т о м  

с л е д у е т  п р и н и м а т ь  в о  в н и м а н и е ,  ч т о  у р а в н е н и я  ( 8а )  и  ( 8в )  д л я  о п р е д е л е н и я  

о к р у ж н о г о  N  у  и  к а с а т е л ь н о г о  Ь у с и л и й  с т а н о в я т с я  н е к о р р е к т н ы м и .  Э т и  

у с и л и я  д о л ж н ы  о п р е д е л я т ь с я  с о о т в е т с т в е н н о  и з  п е р в о г о  и  т р е т ь е г о  у р а в 

н е н и й  р а в н о в е с и я .  Т а к и м  о б р а з о м ,  п о д с т а н о в к а  г и п о т е з  ( 9 )  в  у р а в н е н и я  

р а в н о в е с и я  м о ж е т  о с у щ е с т в л я т ь с я  т о л ь к о  п о с л е  и с к л ю ч е н и я  и з  н и х  у с и л и й  

N у  и  Ь .

П р и м е н е н и е  у п р о щ а ю щ и х  г и п о т е з  в  в и д е  ( 9 )  п о з в о л я е т  о т б р о с и т ь  “ к о 

р о т к и е ”  р е ш е н и я  и  п о н и з и т ь  с т е п е н ь  к о н е ч н о г о  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е 

н и я  с  в о с ь м о й  д о  ч е т в е р т о й ,  ч т о  с у щ е с т в е н н о  о б л е г ч а е т  п р о ц е д у р у  п о л у 

ч е н и я  а н а л и т и ч е с к о г о  р е ш е н и я .

В  с о о т в е т с т в и и  с  г и п о т е з а м и  ( 9 )  и  г е о м е т р и ч е с к и м и  у р а в н е н и я м и  ( 7 )  

в ы р а ж е н и я  д л я  м о м е н т о в  ( 8)  и  п о п е р е ч н ы х  у с и л и й  ( 3 )  з а п и с ы в а ю т с я  с л е д у 

ю щ и м  о б р а з о м :

Ид
М  У = к  2

^ д 3 у  ду _ 2 д 3 У
■ + + /лК

Ид
М х = — 7 

К 2

д у 3 дУ д у д х 2

з Л  32 д у 
К 2  Л 

дудх
д у ду 

у д у 3 дУ,

( 10а )

( 10б )
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Ид
М  _  = я  ( 1 - ^ )

ду 
—  +

, 3  '' 
д  у

дх д<р 2дх
( 10в )

Q р
И д  

я 3

I д 4д V
- +

2
д V 4

д V
др  4 др  2 др 2дх 2

( 10г )

Ид
б х  =  Я 2

-.2 -.4 -.4
д V д V 2 д  V

\----- 3 + Я
дрдх др дх дрдх ( 10д )

О с е в о е  у с и л и е  Ых т а к ж е  м о ж н о  в ы р а з и т ь  ч е р е з  т а н г е н ц и а л ь н ы е  п е р е 

м е щ е н и я  V. И з  в ы р а ж е н и й  ( 8а )  и  ( 8б )  н е с л о ж н о  п о л у ч и т ь  с в я з ь  м е ж д у  

у с и л и я м и  Ых и  N  р :

N х - ^  р =  Егев . ( 1 1 )

П о с к о л ь к у  о к р у ж н о е  у с и л и е  N р п р о п о р ц и о н а л ь н о  к о э ф ф и ц и е н т у  а ,  б л и з 

к о м у  к  н у л ю ,  в  д а н н о м  а н а л и з е  м о ж н о  п о л а г а т ь ,  ч т о  Nр ~  0. В  э т о м  с л у ч а е ,  

у ч и т ы в а я  ( 7 а ) ,  и м е е м

1ди V С 08 р  +  W 8Ш  р
N.. = Ег\ —  + ------ ----------- --

х \ д х  В 0 ( 12а )

и ,  в о с п о л ь з о в а в ш и с ь  г и п о т е з а м и  ( 9 ) ,  о к о н ч а т е л ь н о  з а п и ш е м

др
= -Е г

( -,2 ( д V 8Ш  р  
Я — - V +

дх В 0 др П
( 12б )

В ы р а ж е н и е  д л я  к а с а т е л ь н о г о  у с и л и я  Ь п о л у ч а е м  и з  у р а в н е н и я  р а в н о 

в е с и я  ( 3 в ) .  П о л а г а я ,  ч т о  л о к а л ь н о е  п е р е р е з ы в а ю щ е е  у с и л и е  Qx д о с т а т о ч н о  

м а л о  и  а ^  0, п о л у ч а е м

дЬ дNx
~̂ ~ = - Я ~̂  ( 1 3 а )др дх

и л и

д 2 Ь
др

= Е Я
( 3д V 8Ш р 
Я — г- + т

\ дх В 0

дv д V
+ 2дх др 2дх

\\

( 1 3 б )
ПП

3

Т а к и м  о б р а з о м ,  в с е  в н у т р е н н и е  у с и л и я  и  м о м е н т ы  п р е д с т а в л е н ы  в  

з а в и с и м о с т и  т о л ь к о  о т  о д н о й  п е р е м е н н о й  V. П р и  э т о м  с а м и  т а н г е н ц и а л ь н ы е  

п е р е м е щ е н и я  V б у д е м  п р е д с т а в л я т ь  в  в и д е  б е с к о н е ч н ы х  т р и г о н о м е т р и ч е с 

к и х  р я д о в .  В  о б щ е м  в и д е  о н и  з а п и с ы в а ю т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

V (х , р )  =  ^ Я [ А 2 ( х  ) э т 2 р  + А 3 (  х  ) с о э 3 р  + . . . ] ,
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к 2 оБ  о
г д е ,  к а к  и  р а н е е  [ 1] ,  к о э ф ф и ц и е н т  ^  = -------------  в в е д е н  д л я  у д о б с т в а ;  А 1 -

ЕК
и с к о м ы е  ф у н к ц и и .

Т е х н и ч е с к и  п р о ц е д у р а  р е ш е н и я  т а к о в а .  У р а в н е н и е  ( 6)  д и ф ф е р е н ц и р у е м  

о д и н  р а з  п о  у г л о в о й  к о о р д и н а т е  р  и  в ы ч и т а е м  е г о  и з  у р а в н е н и я  ( З б ) .  

П р о д и ф ф е р е н ц и р о в а в  п о л у ч е н н о е  у р а в н е н и е  д в а  р а з а  п о  к о о р д и н а т е  р  и  

п о д с т а в и в  в  н е г о  в ы р а ж е н и е  д л я  к а с а т е л ь н о г о  у с и л и я  Ь ( 1 3 а ) ,  п о л у ч и м  

с л е д у ю щ е е  у р а в н е н и е :

Р д 3 Хр  1 д ^ р  1 д 2 е р  д AQ X д 3 N..
N;n — р  + ------------+ ----------------- т- +  — + к ----------т +

др К др К др др дх дрдх

+ д 2 ( 2 N x с о з  р  +  в т  р  дN ^

др  \  Б  о Б  0 др I

У р а в н е н и е  ( 1 5 )  я в л я е т с я  г л а в н ы м  у р а в н е н и е м  а н а л и з а  к р а е в о г о  э ф ф е к т а  и ,  

к а к  б у д е т  п о к а з а н о  н и ж е ,  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  

ч е т в е р т о й  с т е п е н и  о т н о с и т е л ь н о  V п о  п е р е м е н н о й  х .

О д н о  и з  в а ж н ы х  у с л о в и й  р е ш е н и я  з а к л ю ч а е т с я  в  п р а в и л ь н о м  в ы б о р е  

г р а н и ч н ы х  у с л о в и й .  Д л я  о п р е д е л е н и я  к о э ф ф и ц и е н т о в  в  р е ш е н и и  у р а в н е н и я

( 1 5 )  т р е б у е т с я  ч е т ы р е  г р а н и ч н ы х  у с л о в и я ,  к о т о р ы е  д о л ж н ы  о б е с п е ч и т ь  

н е п р е р ы в н о с т ь  р е ш е н и я .  П р и м е н е н и е  г и п о т е з  ( 9 )  п о з в о л и л о  в ы р а з и т ь  в с е  

с и л о в ы е  и  д е ф о р м а ц и о н н ы е  п а р а м е т р ы  ч е р е з  к о м б и н а ц и и  н у л е в о й ,  п е р в о й ,  

в т о р о й  и  т р е т ь е й  п р о и з в о д н ы х  о т  V п о  к о о р д и н а т е  х .  К а к  н а и б о л е е  з н а ч и 

м ы е  в  г р а н и ч н ы х  у с л о в и я х  и с п о л ь з у ю т с я  з н а ч е н и я  т а н г е н ц и а л ь н о г о  п е р е 

м е щ е н и я  V, п р о д о л ь н о г о  п е р е м е щ е н и я  и ( к а к  ф у н к ц и и  о т  V1 ( 9 б ) ) ,  о с е в о г о  

у с и л и я  N x ( к а к  ф у н к ц и и  о т  V и  V" ( 1 2 б ) ) ,  к а с а т е л ь н о г о  у с и л и я  Ь ( к а к  

ф у н к ц и и  о т  V' и  V"' ( 1 3 б ) ) .

Н е с м о т р я  н а  т о  ч т о  о к о н ч а т е л ь н о е  у р а в н е н и е  а н а л и з а  ( 1 5 )  я в л я е т с я  

д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м  у р а в н е н и е м  ч е т в е р т о й  с т е п е н и ,  п о л у ч и т ь  е г о  а н а л и т и 

ч е с к о е  р е ш е н и е  з а т р у д н и т е л ь н о .  Э т о  о б у с л о в л е н о  т е м ,  ч т о  у р а в н е н и я  ( 1 5 ) ,  

з а п и с а н н ы е  д л я  р а з н ы х  г а р м о н и к  п о  р ,  с в я з а н ы  м е ж д у  с о б о й .  П о э т о м у  

п р е ж д е  ч е м  п е р е й т и  н е п о с р е д с т в е н н о  к  а н а л и з у  к р а е в о г о  э ф ф е к т а  в  г и б е  

т р у б ы ,  р а с с м о т р и м  р е ш е н и е  д л я  п р я м о й  т р у б ы .  О н о  б о л е е  п р о с т о е ,  о д н а к о  

н а  е г о  п р и м е р е  б у д у т  с д е л а н ы  н е к о т о р ы е  д о п у щ е н и я ,  к о т о р ы е  п о з в о л я т  

л е г ч е  п о н я т ь  и  п о с т р о и т ь  с х е м у  р е ш е н и я  д л я  г и б а  т р у б ы .  Б о л е е  т о г о ,  т а к о е  

р е ш е н и е  н е о б х о д и м о  и м е т ь  д л я  а н а л и з а  с о п р я ж е н и я  п р я м о й  т р у б ы  с  г и б о м .

Р е ш е н и е  к р а е в о г о  э ф ф е к т а  д л я  п р я м о й  т р у б ы .  П о с т а н о в о ч н ы е  у р а в 

н е н и я  д л я  п р я м о й  т р у б ы  л е г к о  з а п и с ы в а ю т с я ,  е с л и  п о л о ж и т ь ,  ч т о  р а д и у с  

к р и в и з н ы  Б  о =  оо. Т о г д а  с  у ч е т о м  п р е д с т а в л е н и я  д л я  в н у т р е н н и х  с и л  ( 1 0 )  и

( 1 2 )  г л а в н о е  у р а в н е н и е  а н а л и з а  ( 1 5 )  д л я  п р я м о й  т р у б ы  з а п и с ы в а е т с я  т а к :

N  р  ( д 6 V д 4 V ^ 2 д 4 V Ид

К  2 д р 6 +  д р 4 дх 4 К  4

/ • И  -.6 -.8 \
д  V д  V д  V

- +  2 ------г  +
уд р 4 д р 6 д р 8 I

+
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+ R 2

-.8 
д  v

' др  6дх 2
+  3

д<р 4дх 2
+  R

8
д  v

др 4дх 4
=  0. ( 1 6 )

П о д с т а в л я я  в  ( 1 6 )  р а з л о ж е н и е  д л я  п е р е м е щ е н и й  v  ( 1 4 ) ,  п о л у ч а е м  

н е з а в и с и м ы е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и я  ч е т в е р т о й  с т е п е н и  п о  п е р е м е н 

н о й  х  д л я  о п р е д е л е н и я  н е и з в е с т н ы х  ф у н к ц и й  a , п у т е м  с р а в н е н и я  к о э ф 

ф и ц и е н т о в  п р и  о д и н а к о в ы х  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  ч л е н а х ,  т .е .  s i n  ip  и  c o s  ip,
i =  2 ,  3 ,  . . .  . В  о б щ е м  в и д е  э т и  у р а в н е н и я  и м е ю т  с л е д у ю щ и й  в и д :

З д е с ь

a 1, iA i +  a 2,iA i +  a iAlV =  °

а 1л =  ( i4 -  i2)2 +  12Pn( 1 - a 2 ) i 4 ( i2 - 1 ) ;

( 1 7 )

( 1 8 a )

a 2,i =  R 2i4( 3 -  2 i 2 ) ; ( 1 8 6 )

a t =  1 2 (1  — a  2 )  RT  R  4 +  i4 R  4 ;
t 2

( 1 8 в )

Pn =
PR 3 Opp R 2

( 1 8 г )

г д е  а  = РЯ/г  -  о к р у ж н ы е  н а п р я ж е н и я  о т  д а в л е н и я  в  т о н к о с т е н н о й  ц и 

л и н д р и ч е с к о й  о б о л о ч к е .

П о к а ж е м ,  ч т о  в ы р а ж е н и е  ( 1 7 )  м о ж н о  у п р о с т и т ь  з а  с ч е т  п р е н е б р е ж е н и я

к о э ф ф и ц и е н т о м  а ц . П р е д с т а в л я я  р е ш е н и е  в  в и д е  Л 1 =  е  ̂ , з а п и с ы в а е м

в ы р а ж е н и е  д л я  к о р н е й  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я ,  и з  к о т о р о г о  в и д н о  , 

ч т о  к о э ф ф и ц и е н т о м  а 2 I м о ж н о  п р е н е б р е ч ь  , е с л и  в ы п о л н я е т с я  у с л о в и е

а 2 ,i „  a 1,i
----- < <  2 д ------a,- V a;

( 1 9 )

П о д с т а в и в  в  ( 1 9 )  в ы р а ж е н и я  д л я  к о э ф ф и ц и е н т о в  а ( 1 8 ) ,  п о л у ч и м  о к о н ч а 

т е л ь н о  у с л о в и е  п р е н е б р е ж и м о с т и  к о э ф ф и ц и е н т о м  а 2 1 , к о т о р о е  з а в и с и т  о т  

н о м е р а  г а р м о н и к и ,  д а в л е н и я  и  о т н о ш е н и я  г /Я :

2

1> >

ф 2 +  i 4 (  t /R  ) 2 ^  +  1 2  Pn / i
( 20)

Т а к и м  о б р а з о м ,  о б щ и й  в и д  у р а в н е н и я  ( 1 7 )  д л я  о п р е д е л е н и я  н е и з в е с т 

н ы х  ф у н к ц и й  Л{ з а п и с ы в а е т с я  т а к :
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а 1,;Л; +  а ;Л1У — 0 ( 21)

Р е ш е н и е  у р а в н е н и я  ( 2 1 )  у д о б н о  п р е д с т а в и т ь  ч е р е з  ф у н к ц и и  К р ы л о в а  

7 к ( х ) :

Л; -  С  1 , 7 1 ,  +  С 2,1
3;

+  С
7 4 , ,

3 ,; 3 2  4 ,; 3 3
( 22)

З д е с ь  д л я  у д о б с т в а  в в е д е н ы  о б о з н а ч е н и я :  7 к • -  7 к ( 3  ;х ); С к ,; -  н е и з в е с т 

н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы ,  к о т о р ы е  н а х о д я т с я  и з  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й ,  г д е  к  — 1, . . . ,  

4 ;  3 ; -  с о б с т в е н н о е  ч и с л о ,

( ;4 - ;2) 2 + 12Е з - ( 1- „ 2 ) ; 4 ( ; 2 - 1)  г -  1
ЕТ

' Ы  Я
4 8 ( 1 -  ц 2 )

4

1+
12( 1-  ^ 2 )  Я 2

( 2 3 )

Н а п о м н и м ,  ч т о  ф у н к ц и и  К р ы л о в а  з а п и с ы в а ю т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

71,; — 1 (  е  3 ,х  + е ~3 * ) с ^  3  , х ; ( 2 4 а )

7 2,1 — ^ [ ( е  ,х +  е Р’х ) з т 3 ;х +  ( еР’х -  е Р’х ) с о з 3 ; х ] ;  ( 2 4 б )

7 з , ;  — “ 4(е3Х -  е ~3 х ) й п 3 Iх ; ( 2 4 в )

7 4 ; — “ [ ( е 3 ,х  +  е - 3, х ) я п 3 , х  -  ( е 3,х -  е - 3 ,х ) с о з 3 , х ] ( 2 4 г )  
, 8

и  о б л а д а ю т  д в у м я  х а р а к т е р н ы м и  с в о й с т в а м и .  В о - п е р в ы х ,  о н и  с в я з а н ы  м е ж д у  

с о б о й  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м и  з а в и с и м о с т я м и :

7 / , ;  — - 4 3  7 4 / ;  7 2 , ;  — 3 ; 7 М ; 7 3 , ,  — 3 , 7 ^ ;  7 4 , ,  — 3 , 7 ^ .  ( 2 5 а )

В о - в т о р ы х ,  п р и  х  — 0  и м е е м

7 1 ,; — 1; 7 2 , ,  — 0 ; 7 3 , ,  — 0 ; 74 ,; — 0. ( 2 5 б )

О т м е т и м  д в а  в а ж н ы х  р е з у л ь т а т а ,  и с п о л ь з у е м ы х  д а л е е  п р и  а н а л и з е  г и б а .

1 . В о з м о ж н о с т ь  п р е н е б р е ж е н и я  в  у р а в н е н и и  ( 1 7 )  к о э ф ф и ц и е н т о м  а 2 ; .

2 .  И з  а н а л и з а  в ы р а ж е н и я  ( 2 3 )  д л я  п а р а м е т р а  3 ; в  п р я м о й  т р у б е  с л е д у е т  

у с л о в и е :

4
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Р  4 « Р  4+1 ( 2 6 )

к о т о р о е  с п р а в е д л и в о ,  п о  к р а й н е й  м е р е ,  п р и  м а л ы х  i.
О б щ е е  р е ш е н и е  к р а е в о г о  э ф ф е к т а  д л я  г и б а  т р у б ы .  Г л а в н ы м  у р а в н е 

н и е м  а н а л и з а  д л я  г и б а  т р у б ы  я в л я е т с я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  ( 1 5 ) .  

П о д с т а в л я я  в  н е г о  р а з л о ж е н и е  ( 1 4 )  д л я  п е р е м е щ е н и й  v ,  п у т е м  с р а в н е н и я  

к о э ф ф и ц и е н т о в  п р и  о д и н а к о в ы х  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  ч л е н а х  ( s in  1р  и  c o s  iр, 
i =  2 ,  3 ,  . . . )  п о л у ч а е м  в з а и м о с в я з а н н ы е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и я  ч е т в е р 

т о й  с т е п е н и  п о  п е р е м е н н о й  x  д л я  о п р е д е л е н и я  н е и з в е с т н ы х  ф у н к ц и й  A i . В  

о б щ е м  в и д е  э т и  у р а в н е н и я  з а п и с ы в а ю т с я  т а к :

г д е

a 2,i =  3Ai  2 ( 3  — i ) (1  +  i ) ; ( 2 8 б )

a 3 i  =  3Ai  2( 3 +  i ) ( 1 — i ) ; ( 2 8 в )

a 4i  =  R  2 i 4 ( 3  — 2 i 2 ) ; ( 2 8 г )

a  5,i =  1 2 (1  — л  2 ) R  2 Я  R  ( — 1) — — ( 2 8 д )
i — 1

a  6,i =  12(1 — л  2 ) R  2 Я  R  ( — 1)  l — + l ( 2 8 е )

a { = 12(1 — л 2 )  - г  R 4 + i4 R 4 ;
t 2

\ f  2 = — 7 2 A ,  i  =  2;

[ , / i  =  0 ,  i >  3;

R 2

( 2 8 ж )

( 2 8 з )

A -  б е з р а з м е р н ы й  к о э ф ф и ц и е н т ,

( 2 9 )
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В  у р а в н е н и и  ( 2 7 ) ,  к а к  и  д л я  п р я м о й  т р у б ы ,  п о л а г а е м  в о з м о ж н ы м  

п р е н е б р е ч ь  к о э ф ф и ц и е н т о м  а 4 г п о  у с л о в и ю ,  а н а л о г и ч н о м у  ( 2 0 ) .  Т а к и м  

о б р а з о м ,  у р а в н е н и е  д л я  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и й  Лг о к о н ч а т е л ь н о  з а п и ш е м  

т а к :

а 1,гЛ г +  а 2,1Л1—2 +  а 3 ,гЛ г+ 2  +  а 5,гЛ"—1 + а 6,1Л"+1 + а 1Л!У =  / 2 . ( 3 0 )

У р а в н е н и е  т и п а  ( 3 0 )  с  н е с к о л ь к о  д р у г и м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и  б ы л о  п о л у 

ч е н о  А к с е л ь р а д о м  и  И л ь и н ы м  [ 3 ] .  М о ж н о  п о к а з а т ь ,  ч т о  о г р а н и ч и в а я с ь  

ф у н к ц и я м и  Лг, г д е  г =  2 , 3 , . . . ,  п ,  п +  1, с и с т е м а  ( 3 0 )  с в о д и т с я  к  д и ф ф е р е н 

ц и а л ь н о м у  у р а в н е н и ю

а 4пв  а 4 (п —1)в  а 4в
+  а  4(п—1) 8 1+ . . . +  — 4 8 2 + в ё 3 =  / 2 , ( 3 1 )ах ах ах

г д е  В  -  и с к о м а я  ф у н к ц и я ;  -  п о с т о я н н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы ,  о п р е д е л я е м ы е  

к о м б и н а ц и е й  к о э ф ф и ц и е н т о в  а ( 2 8 ) .  У ч и т ы в а я  с л о ж н о с т ь  о п р е д е л е н и я  

к о р н е й  у р а в н е н и я  ( 3 1 )  и  с о г л а с о в а н и я  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  п р и  а н а л и з е  

к р а е в о г о  э ф ф е к т а ,  А к с е л ь р а д  о г р а н и ч и л с я  з н а ч е н и е м  п , р а в н ы м  т р е м .

Д л я  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  ( 3 0 )  а в т о р ы  п р е д л а г а ю т  д о в о л ь н о  п р о с т о й  

м е т о д ,  и с п о л ь з у ю щ и й  з а в и с и м о с т и  в и д а  ( 2 6 ) .  Е г о  п р и м е н е н и е  п о з в о л я е т  

п о л у ч а т ь  р е ш е н и е  п р и  д о с т а т о ч н о м  д л я  п р а к т и к и  ч и с л е  г а р м о н и к .  М е т о д  

о п и с а н  в  П р и л о ж е н и и  1 . П о л н о е  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  ( 3 0 )  з а п и с ы в а е т с я  в  

в и д е

Лг = Лг,г +  Л ; ( 3 2 а )

1—1

Л  = 2  Л , у +  Лi , ( 3 2 б )
]=2

г д е  Л^ -  к о м п о н е н т ы  ч а с т н о г о  р е ш е н и я  н е о д н о р о д н о й  с и с т е м ы  у р а в н е н и й ,

п р е д с т а в л я ю щ и е  с о б о й  л о к а л ь н о е  р е ш е н и е  д л я  г и б а  т р у б ы  [ 1, 2 ] ;  ф у н к ц и и  

Л/ г и  Л/ у -  к о м п о н е н т ы  о б щ е г о  р е ш е н и я  о д н о р о д н о й  с и с т е м ы .  Ф у н к ц и и  с  

с о в п а д а ю щ и м и  и н д е к с а м и  Л г г у с л о в и м с я  н а з ы в а т ь  г л а в н ы м и ,  п о с к о л ь к у  

о н и  с о д е р ж а т  н е и з в е с т н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы ,  о п р е д е л я е м ы е  и з  г р а н и ч н ы х  у с л о 

в и й ,  о с т а л ь н ы е  ф у н к ц и и  -  д о п о л н и т е л ь н ы м и .  В ы р а ж е н и я  д л я  ф у н к ц и й  Л1 г 
и  Лг,у , г д е  у  <  г, с л е д у ю щ и е :

^  У3,1 У4,1
Лг,г =  с  1^ 1,1 +  с  2,1 ~ ~  +  с  3 , 1 ~ ~  +  с  4,г 3 " ; ( 3 3 а )

У г У г у  3

\ к г у Л у у , е с л и  г — у  =  2 п ,

Л/ ,у = { к 1,уЛ'У,у , е с л и  г — у  =  2п  — 1, п =  1 , 2 , " . ; у  ^  ( 3 3 б )
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г д е  д л я  у д о б с т в а  в в е д е н ы  о б о з н а ч е н и я :  Ук{ = Ук ( у  {х )  -  ф у н к ц и и  К р ы л о в а ;  

С к { -  н е и з в е с т н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы ;  у  { -  п а р а м е т р  , р а с с ч и т ы в а е м ы й  п о  

ф о р м у л е  ( П 1 8 ) ;  к  у -  п о п р а в о ч н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы  , о п р е д е л я е м ы е  п о  ф о р м у 

л а м  ( П 1 2 )  и  ( П 1 7 )  , п р и в е д е н н ы м  в  П р и л о ж е н и и  1 . З а м е т и м  , ч т о  в ы р а ж е н и я  

( 3 2 )  о п р е д е л я ю т  е л о ч н у ю  с т р у к т у р у  р е ш е н и я ,  г д е  с  р о с т о м  I у в е л и ч и в а е т с я  

ч и с л о  к о м п о н е н т  о б щ е г о  р е ш е н и я .

М е т о д  н а ч а л ь н ы х  п а р а м е т р о в  п р и  р е ш е н и и  к р а е в о г о  э ф ф е к т а .  П о 

л у ч е н н ы е  о б щ и е  р е ш е н и я  д л я  к р а е в о г о  э ф ф е к т а  м о г у т  б ы т ь  л е г к о  р е а л и 

з о в а н ы  д л я  п р о с т ы х  с л у ч а е в  с о п р я ж е н и я .  В  о б щ е м  с л у ч а е  т р у б о п р о в о д н а я  

с и с т е м а  с о с т о и т  и з  б о л ь ш о г о  ч и с л а  у ч а с т к о в ,  в к л ю ч а ю щ и х  г и б ы  т р у б .  П о 

э т о м у  ц е л е с о о б р а з н о  р а з в и в а т ь  с р а з у  о б щ и й  м е т о д  р е ш е н и я .  У д о б н о ,  н а п р и 

м е р ,  п р и м е н и т ь  м е т о д  н а ч а л ь н ы х  п а р а м е т р о в  ( М Н П ) .  С у т ь  е г о  с о с т о и т  в  

т о м ,  ч т о  т р у б о п р о в о д  р а з б и в а е т с я  н а  п о д у ч а с т к и ,  д л я  к о т о р ы х  з а п и с ы в а ю т с я  

у р а в н е н и я  с в я з и  м е ж д у  п а р а м е т р а м и  V, и, Ых , Ь в  к о н ц е  п о д у ч а с т к а  и  в  

н а ч а л е  ( с м .  П р и л о ж е н и е  2 ) .

П р о ц е д у р а  и с п о л ь з о в а н и я  М Н П  о б щ е и з в е с т н а .  П р и м е н и т е л ь н о  к  т р у б о 

п р о в о д а м  о н а  о п и с а н а ,  н а п р и м е р ,  в  [ 2 1 ]  и  з а к л ю ч а е т с я  в  с л е д у ю щ е м .  П р и  

р а с ч е т е  т р у б о п р о в о д а  п р о и с х о д и т  о б х о д  в с е х  е г о  п о д у ч а с т к о в  и  з а п и с ы 

в а е т с я  р а з р е ш а ю щ а я  с и с т е м а  у р а в н е н и й ,  в к л ю ч а ю щ а я :  1)  у р а в н е н и я  с в я з и  

м е ж д у  п а р а м е т р а м и  в  н а ч а л е  и  к о н ц е  п о д у ч а с т к а ;  2)  у с л о в и я  с о п р я ж е н и я  

п о д у ч а с т к о в ,  о б е с п е ч и в а ю щ и е  н е п р е р ы в н о с т ь  с о о т в е т с т в у ю щ и х  п е р е м е н н ы х  

( П 2 7 ) ;  3 )  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я .  В  р е з у л ь т а т е  р е ш е н и я  э т о й  с и с т е м ы  у р а в н е н и й  

о п р е д е л я ю т с я  п а р а м е т р ы  н а  в с е х  к о н ц а х  п о д у ч а с т к о в .  Н е к о т о р ы е  т и п и ч н ы е  

г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  и  у с л о в и я  с о п р я ж е н и я  п р и в е д е н ы  в  П р и л о ж е н и и  3 .

Б л а г о д а р я  е л о ч н о й  с т р у к т у р е  ф у н к ц и й  А 1 ( 3 2 )  п р и  р е ш е н и и  к р а е в о г о  

э ф ф е к т а  м о ж н о  п р и м е н и т ь  М Н П  н е з а в и с и м о  д л я  к а ж д о й  и з  г а р м о н и к  I П р и  

э т о м  п о с л е д о в а т е л ь н о  с о с т а в л я е т с я  и  р е ш а е т с я  с и с т е м а  у р а в н е н и й  д л я  к а ж 

д о й  г а р м о н и к и ,  н а ч и н а я  с  I =  2.

И т а к ,  п о  у р а в н е н и я м  ( П 2 3 )  и  ( П 2 4 ) ,  у с л о в и я м  с о п р я ж е н и я  и  г р а н и ч н ы м  

у с л о в и я м  с о с т а в л я е т с я  р а з р е ш а ю щ а я  с и с т е м а  у р а в н е н и й  д л я  г а р м о н и к и

I =  2 . З а м е т и м ,  ч т о  д л я  э т о й  г а р м о н и к и  в с е  д о п о л н и т е л ь н ы е  ф у н к ц и и  я в л я 

ю т с я  н у л е в ы м и .  Р е ш е н и е м  т а к о й  с и с т е м ы  б у д у т  з н а ч е н и я  п е р е м е щ е н и й  и  

у с и л и й  н а  о б о и х  к о н ц а х  в с е х  п о д у ч а с т к о в ,  п о  к о т о р ы м  с  п о м о щ ь ю  ф о р м у л  

( П 2 0 )  и  ( П 2 1 )  о п р е д е л я ю т с я  г л а в н а я  ф у н к ц и я  А 2 2 и  е е  п р о и з в о д н ы е .  

О т м е т и м ,  ч т о  к о э ф ф и ц и е н т  п о д а т л и в о с т и  К  о п р е д е л я е т с я  т о л ь к о  ф у н к ц и е й  

А 2 ( х ) .  Д а л е е  п о  ф о р м у л е  ( 3 3 б )  н а х о д я т с я  д о п о л н и т е л ь н ы е  ф у н к ц и и  Ап 2 
( П >  2 ) ,  о п р е д е л я е м ы е  п о  у ж е  и з в е с т н ы м  А2 2  и  А'2 2 .

Н а  с л е д у ю щ е м  э т а п е  р е ш е н и я  с о с т а в л я е т с я  р а з р е ш а ю щ а я  с и с т е м а  у р а в 

н е н и й  д л я  г а р м о н и к и  I =  3. С о г л а с н о  ф о р м у л а м  ( П 2 3 )  и  ( П 2 4 )  с и с т е м а  

в к л ю ч а е т  д о п о л н и т е л ь н ы е  ф у н к ц и и  А 3, А 3 и  А 3, к о т о р ы е  о п р е д е л я ю т с я  п о

и з в е с т н ы м  с  п р е д ы д у щ е г о  э т а п а  ф у н к ц и я м  А 2 2 и  А ^ 2 . Т а к и м  о б р а з о м ,  

а н а л о г и ч н о  с и с т е м е  у р а в н е н и й  д л я  г а р м о н и к и  I =  2 н е и з в е с т н ы м и  т а к ж е  

б у д у т  т о л ь к о  п е р е м е щ е н и я  и  у с и л и я  н а  о б о и х  к о н ц а х  в с е х  п о д у ч а с т к о в .  

П о с л е  р е ш е н и я  с и с т е м ы  п о  ф о р м у л а м  ( П 2 0 )  и  ( П 2 1 )  с  у ч е т о м  у с л о в и й  

с о п р я ж е н и я  и  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  н а х о д я т с я  ф у н к ц и я  А 3 3 и  е е  п р о и з в о д 

н ы е ,  п о  к о т о р ы м  с  и с п о л ь з о в а н и е м  ( 3 3 б )  о п р е д е л я ю т с я  д о п о л н и т е л ь н ы е  

ф у н к ц и и  Ап 3 ( п >  3 ) .
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Д а л ь н е й ш и й  х о д  р е ш е н и я  д л я  п о с л е д у ю щ и х  г а р м о н и к  I >  3  а н а л о г и ч е н  

р е ш е н и ю  д л я  г а р м о н и к и  I =  3.

П р и м е р ы  и  о б с у ж д е н и е .  Д л я  п р о в е р к и  т о ч н о с т и  п о л у ч е н н ы х  р е ш е н и й  

р а с с м о т р и м  п р и м е р ы  в ы ч и с л е н и я  о к р у ж н ы х  а р  и  о с е в ы х  а х н а п р я ж е н и й ,  

а  т а к ж е  к о э ф ф и ц и е н т а  п о д а т л и в о с т и  К , п р и в е д е н н ы е  в  [ 1 7 ] .  Н а п р я ж е н и я  

в ы ч и с л я ю т с я  п о  с л е д у ю щ и м  ф о р м у л а м :

6 М  v ( х , р ) 

о р ( х ,  р ) = — 2—  у;

О х ( х ,  р  )  =
N x ( х ,  р  ) , 6 М х ( х ,  <Р )■ + у ,

( 3 4 a )

( 3 4 6 )2t

г д е  у  -  б е з р а з м е р н а я  к о о р д и н а т а  п о  т о л щ и н е  с т е н к и  т р у б ы ,  п р и ч е м  у  =  1 и

— 1 с о о т в е т с т в е н н о  д л я  в н е ш н е й  и  в н у т р е н н е й  п о в е р х н о с т и  т р у б ы .  В ы р а 

ж е н и е  д л я  к о э ф ф и ц и е н т а  п о д а т л и в о с т и  т а к о в о  [ 1]:

3
К ( х )  =  1 — 2  A 2 ( х ) . ( 3 5 )

Р а с с м а т р и в а ю т с я  д в а  г и б а  с  ж е с т к о й  з а д е л к о й  н а  о б о и х  к о н ц а х  и  у г л о м  

д у г и  в  =  9 0 ° . П р и  р а с ч е т а х  и с п о л ь з о в а л о с ь  п р и в е д е н н о е  в  П р и л о ж е н и и  1 

р е ш е н и е  ( д л я  n =  5 ) , к о т о р о е  п р е д п о л о ж и т е л ь н о  п о з в о л я е т  п о л у ч а т ь  п р и 

е м л е м ы е  р е з у л ь т а т ы  п р и  Х <  6. О т м е т и м ,  ч т о  н а ш и  р е ш е н и я  б ы л и  п о л у ч е н ы  

в  п р е д п о л о ж е н и и  а  ^  0, ч т о  т а к ж е  м о ж е т  б ы т ь  и с т о ч н и к о м  о ш и б о к ,  п о с к о л ь 

к у  в  д а н н ы х  п р и м е р а х  з н а ч е н и е  п а р а м е т р а  а  д о с т а т о ч н о  б о л ь ш о е .  Д л я  о б о и х  

с л у ч а е в :  t =  1 2 , 5  м м ;  R  =  1 3 1 ,2 5  м м ;  Е =  2 - 1 0 5 М П а ;  /л =  0 ,2 8 ;  В  о =  v a r .

Пример 1. Р а д и у с  г и б а  B 0 =  2 5 0  м м .  В  э т о м  с л у ч а е  X =  5 ,5 1 2 5 ;  а  =  0 ,5 2 5 .

Р и с .  1 , а , б  и л л ю с т р и р у е т  з а в и с и м о с т и  о с е в ы х  Ох( ср)  и  о к р у ж н ы х  О^ ( ср) 

н а п р я ж е н и й  н а  в н е ш н е й  п о в е р х н о с т и ,  п о л у ч е н н ы е  п о  п р е д л а г а е м о м у  м е т о 

д у  р а с ч е т а .  Т а м  ж е  п р е д с т а в л е н ы  р е з у л ь т а т ы  ч и с л е н н ы х  р а с ч е т о в ,  в ы п о л 

н е н н ы х  с  п о м о щ ь ю  и з в е с т н о й  п р о г р а м м ы  A D I N A P  [ 1 7 ] ,  и  э к с п е р и м е н т а л ь 

н ы е  д а н н ы е  [ 2 2 ] .  К а к  в и д н о ,  п о л у ч е н н ы е  р е з у л ь т а т ы  у д о в л е т в о р и т е л ь н о  

с о о т в е т с т в у ю т  э к с п е р и м е н т а л ь н ы м .  Р а с х о ж д е н и е  м е ж д у  н и м и  о б у с л о в л е н о ,  

в о - п е р в ы х ,  б о л ь ш и м  з н а ч е н и е м  а  и ,  в  ч а с т н о с т и ,  н е у ч е т о м  н а п р я ж е н и й  о т  

N р , в о - в т о р ы х ,  б о л ь ш и м  з н а ч е н и е м  X, т р е б у ю щ и м  и с п о л ь з о в а н и я  б о л ь ш е г о  

ч и с л а  г а р м о н и к .

Пример 2. Р а д и у с  г и б а  В 0 =  3 7 5  м м .  З д е с ь  Х =  3 ,6 7 5 ;  а  =  0 ,3 5 .

Н а  р и с .  1 ,в , г  п р е д с т а в л е н ы  а н а л о г и ч н ы е  з а в и с и м о с т и .  В  э т о м  с л у ч а е  

( у м е р е н н ы е  а  и  X) с о о т в е т с т в и е  м е ж д у  п о л у ч е н н ы м и  р а с ч е т н ы м и  и  э к с п е 

р и м е н т а л ь н ы м и  д а н н ы м и  з н а ч и т е л ь н о  л у ч ш е .  Н а б л ю д а е т с я  н е  т о л ь к о  с о в п а 

д е н и е  р а с ч е т н ы х  и  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  з н а ч е н и й  н а п р я ж е н и й  п о  а м п л и т у д е ,  

н о  и  с м е щ е н и е  л о к а л ь н ы х  м а к с и м у м о в ,  н а п р и м е р  О р , в  с т о р о н у  б о л ь ш и х  р .  

В  н а ш е м  р е ш е н и и  п о с л е д н е е  в ы з в а н о  у ч е т о м  ч л е н о в ,  п р о п о р ц и о н а л ь н ы х  

c o s  3 р .  З а м е т и м ,  ч т о  и с х о д н ы е  у р а в н е н и я  A D I N A P  н е  с о д е р ж а т  к о м п о н е н т  с  

н е ч е т н ы м и  г а р м о н и к а м и  [1 7 ] .
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Рис. 1. Осевые ох (а, в) и окружные Ор (б, г) напряжения на внешней поверхности гиба в 
точке в = 45° при различных значениях Б 0 : а, б -  Б 0  = 250 мм; в, г -  Б 0  = 375 мм (1 -  по 
программе АБШАР; 2 -  настоящие результаты; 3 -  данные эксперимента; 4 -  решение по 
Сен-Венану).

Н а  р и с .  1 д л я  с р а в н е н и я  п р е д с т а в л е н ы  г р а ф и к и  н а п р я ж е н и й  о х( р )  и  

О р  ( р ) ,  п о л у ч е н н ы е  д л я  л о к а л ь н о г о  р е ш е н и я  з а д а ч и  г и б а  т р у б ы ,  т .е .  б е з  

у ч е т а  в л и я н и я  у с л о в и й  с о п р я ж е н и я .  К а к  и  о ж и д а л о с ь ,  л о к а л ь н о е  р е ш е н и е  

д а е т  з а в ы ш е н н ы е  з н а ч е н и я  н а п р я ж е н и й  п о  с р а в н е н и ю  с  р е ш е н и е м  д л я  

к р а е в о г о  э ф ф е к т а .

С о п о с т а в и м  н а ш и  р е з у л ь т а т ы  р а с ч е т а  к о э ф ф и ц и е н т а  п о д а т л и в о с т и  К  с  

п о л у ч е н н ы м и  п о  п р о г р а м м е  А Б Ш А Р  [ 1 7 ]  и  э к с п е р и м е н т а л ь н ы м и  д а н н ы м и  

[ 2 2 ] .  Н а  р и с .  2  п р е д с т а в л е н ы  у с р е д н е н н ы е  п о  д л и н е  г и б а  к о э ф ф и ц и е н т ы  

п о д а т л и в о с т и  д л я  г и б о в  с  Б 0 =  у а г ,  г =  1 2 ,5  м м ,  К =  1 3 1 ,2 5  м м .  У с л о в и я  

з а к р е п л е н и я  г и б о в  -  ж е с т к а я  з а д е л к а  н а  о б о и х  к о н ц а х .  У г о л  г и б о в  в  =  9 0 ° . 

Д л я  н а г л я д н о с т и  т а м  ж е  п о с т р о е н  г р а ф и к  К л , п о л у ч е н н ы й  б е з  у ч е т а  к р а е 

в о г о  э ф ф е к т а .  П р и в е д е н н ы е  д а н н ы е  с в и д е т е л ь с т в у ю т  о  в ы с о к о й  э ф ф е к т и в 

н о с т и  м е т о д а .
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Рис. 2. Коэффициент податливости для гиба с жесткой заделкой на обоих концах: 1 -  по 
программе А БШ АР; 2 -  настоящие результаты; 3 -  данные эксперимента; 4 -  решение по 
Сен-Венану.

О ц е н к а  п р о ч н о с т и  о б о р у д о в а н и я  и  т р у б о п р о в о д о в  а т о м н ы х  э л е к т р о 

с т а н ц и й  п р о в о д и т с я  п о  П Н А Э  [ 9 ] .  К а к  о т м е ч а л о с ь  в ы ш е ,  п р е д с т а в л е н н ы е  в  

э т о м  д о к у м е н т е  м е т о д ы  р а с ч е т о в  я в л я ю т с я  н а и б о л е е  м е т о д о л о г и ч е с к и  

о б о с н о в а н н ы м и .  В  [ 9 ]  п р е д л а г а е т с я  у с р е д н е н н ы й  п о  д л и н е  к о э ф ф и ц и е н т  

п о д а т л и в о с т и  г и б а  т р у б ы ,  с о п р я ж е н н о г о  н а  к о н ц а х  с  б е с к о н е ч н ы м и  п р я 

м ы м и  т р у б а м и ,  о п р е д е л я т ь  п о  с л е д у ю щ е й  ф о р м у л е :

К  = £К  л , ( 3 6 )

г д е  К л -  л о к а л ь н ы й  к о э ф ф и ц и е н т  п о д а т л и в о с т и ;  £  -  п о п р а в о ч н ы й  к о э ф 

ф и ц и е н т ,  к о т о р ы й  з а в и с и т  о т  у г л а  г и б а  в  и  б е з р а з м е р н ы х  п а р а м е т р о в  а  и  

Я  и  о п р е д е л я е т с я  с п о с о б о м  л и н е й н о й  и н т е р п о л я ц и и  п о  д а н н ы м  т а б л и ц ы ,  

п р и в е д е н н о й  в  [ 9 ] .

П р о в е д е м  с р а в н е н и е  р а с ч е т н ы х  к о э ф ф и ц и е н т о в  К ,  о п р е д е л е н н ы х  п о  

п р е д л а г а е м о м у  м е т о д у  и  п о  П Н А Э  ( 3 6 ) ,  д л я  р а з н ы х  г и б о в .  А н а л и з  п о к а з а л ,  

ч т о  п р а к т и ч е с к и  д л я  в с е х  с л у ч а е в  у с р е д н е н н о е  з н а ч е н и е  К , р а с с ч и т а н н о е  п о  

п р е д л а г а е м о м у  м е т о д у ,  б о л ь ш е ,  ч е м  о п р е д е л е н н о е  п о  П Н А Э .  В  к а ч е с т в е  

п р и м е р а  н а  р и с .  3  п р и в е д е н ы  т а к и е  р е з у л ь т а т ы  д л я  г и б о в  с  у г л о м  в  о т  0  д о  

9 0 ° .  Б е з р а з м е р н ы е  п а р а м е т р ы  п р и н я т ы  п о с т о я н н ы м и  и  р а в н ы  Я  =  5, 

а  =  0 ,1 2 5 .  Р а с с м а т р и в а ю т с я  д в а  с л у ч а я  в  з а в и с и м о с т и  о т  т и п а  н а г р у ж е н и я :  

а )  т о л ь к о  и з г и б а ю щ и м  м о м е н т о м ;  б )  и з г и б а ю щ и м  м о м е н т о м  и  в н у т р е н н и м  

д а в л е н и е м  Рп =  1.

О т м е т и м ,  ч т о  п р и  у ч е т е  д е й с т в и я  в н у т р е н н е г о  д а в л е н и я  в е л и ч и н а  К  п о  

П Н А Э  м о ж е т  п р и н и м а т ь  з н а ч е н и е  м е н ь ш е  е д и н и ц ы  ( р и с .  3 , 6 ) ,  т .е .  м е н ь ш е  

з н а ч е н и я  К  в  п р я м о й  т р у б е .

П р о в е д е н н ы й  с р а в н и т е л ь н ы й  а н а л и з  р е з у л ь т а т о в  р а с ч е т о в  п о  п р е д л а г а 

е м о м у  а н а л и т и ч е с к о м у  м е т о д у  с  э к с п е р и м е н т а л ь н ы м и  д а н н ы м и  и  ч и с л е н 

н ы м и  р а с ч е т а м и  п о  п р о г р а м м е  А Б Ш А Р  [ 1 7 ]  с в и д е т е л ь с т в у е т  о  в о з м о ж н о с т и
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п о л у ч е н и я  п р и е м л е м о й  т о ч н о с т и  р а с ч е т н ы х  о ц е н о к  н а п р я ж е н и й  и  к о э ф ф и 

ц и е н т а  К .  Б е с с п о р н о ,  ч т о  а н а л и т и ч е с к и е  м е т о д ы  н е  м о г у т  и с п о л ь з о в а т ь с я  

в о  в с е х  с л у ч а я х .  Э т о  к а с а е т с я  и  п р е д л а г а е м о г о  м е т о д а ,  п р и м е н е н и е  к о т о р о г о  

п р и  Х >  6  п р и в о д и т  к  н е т о ч н о й  о ц е н к е  н а п р я ж е н и й .  О д н а к о  и с п о л ь з о в а н и е  

а н а л и т и ч е с к и х  м е т о д о в  п о з в о л я е т  о ц е н и т ь  г р а н и ц ы  в л и я н и я  к р а е в ы х  э ф ф е к 

т о в  и ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  с у щ е с т в е н н о  у п р о с т и т ь  ч и с л е н н ы е  п р о ц е д у р ы .  В е с ь м а  

п о к а з а т е л ь н ы м и  п р и  э т о м  я в л я ю т с я  п а р а м е т р  у  2 ( с м .  р и с .  П 1 )  и  ф у н к ц и я  

А 2 , о п р е д е л я ю щ а я  К  ( 3 5 ) .  Н а  р и с .  4  д л я  г и б а  с  ж е с т к о й  з а д е л к о й  н а  о б о и х  

к о н ц а х  п р е д с т а в л е н  г р а ф и к  н о р м и р о в а н н о й  ф у н к ц и и  А 2 в  ц е н т р а л ь н о м  

с е ч е н и и  г и б а  в  з а в и с и м о с т и  о т  п а р а м е т р а  ц ,  о п р е д е л я е м о г о  к а к

L_
( 3 7 )

г д е  L =  ОБ о -  д л и н а  с р е д и н н о й  л и н и и  г и б а ;  L o  =  1 / у  2 -  у с л о в н а я  д л и н а  

в о л н ы  д л я  г а р м о н и к и  i =  2 ; н а р а м е т р  ц о б о з н а ч а е т  к о л и ч е с т в о  в о л н  н о  

д л и н е  г и б а .  П р и  ц >  8  з н а ч е н и е  А 2 о н р е д е л я е т с я  л о к а л ь н ы м  р е ш е н и е м  д л я  

г и б а  т р у б ы  ( р и с .  4 ) .

a
в, град в, град

Рис. 3. График коэффициента увеличения податливости для гиба при X = 5, а  = 0,125: а -  
при отсутствии давления; б  -  при действии внутреннего давления Рп = 1. (Локальное реше
ние: 1 -  по ПНАЭ, 2 -  настоящие результаты; краевой эффект: 3 -  по ПНАЭ, 4 -  настоящие 
результаты.)

Рис. 4. Функция А2 в центральном сечении гиба с жесткой заделкой на обоих концах. 
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А н а л о г и ч н ы й  о б о б щ е н н ы й  г р а ф и к  ф у н к ц и и  А 2 н е в о з м о ж н о  п о л у ч и т ь  

д л я  г и б а  т р у б ы ,  с о п р я ж е н н о г о  н а  к о н ц а х  с  п р я м ы м и  т р у б а м и ,  п о с к о л ь к у  в  

у р а в н е н и я  ( П 2 1 )  д л я  о с е в о г о  и  к а с а т е л ь н о г о  у с и л и й  д л я  г и б а  ф у н к ц и и  А'2 и  

А'2 в х о д я т  с  к о э ф ф и ц и е н т а м и ,  п р о п о р ц и о н а л ь н ы м и  Я . Б о л е е  т о г о ,  н а  ф у н к 

ц и ю  А 2 в л и я е т  п а р а м е т р  т, п р е д с т а в л я ю щ и й  с о б о й  о т н о ш е н и е  п а р а м е т р а  

у  2 в  г и б е  ( П 1 1 )  к  п а р а м е т р у  3 2 в  п р я м о й  т р у б е  ( 2 3 ) :

т = У2_
3  2

( 3 8 )

В  к а ч е с т в е  п р и м е р а  н а  р и с .  5  п р и в е д е н ы  г р а ф и к и  ф у н к ц и и  А 2 д л я  

н е к о т о р ы х  з н а ч е н и й  Я  и  т. В и д н о ,  ч т о  ф у н к ц и я  А 2 б о л е е  п о д а т л и в о г о  г и б а  

б ы с т р е е  в ы х о д и т  н а  с в о е  л о к а л ь н о е  з н а ч е н и е .  К р о м е  т о г о ,  у в е л и ч е н и е  

( у м е н ь ш е н и е )  Я  в  м е н ь ш е й  с т е п е н и  в л и я е т  н а  А 2 . Б о л ь ш е е  в л и я н и е  н а  

б ы с т р о е  п р и б л и ж е н и е  к  л о к а л ь н о м у  р е ш е н и ю  о к а з ы в а е т  п а р а м е т р  т.

Рис. 5. Функция А2 в центральном сечении гиба, сопряженного на концах с прямыми 
трубами.

П р и л о ж е н и е  1 .

Решение системы уравнений (30).  Р а с с м о т р и м  н е о д н о р о д н у ю  с и с т е м у  с  

п о с т о я н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и  ( 3 0 ) ,  с о с т о я щ у ю  и з  п — 1 у р а в н е н и й  (г =  2 , . . . ,  

п). О б щ е е  р е ш е н и е  т а к о й  с и с т е м ы  з а п и с ы в а е т с я  к а к  с у м м а  ч а с т н о г о  и  

о б щ е г о  р е ш е н и й  о д н о р о д н о й  с и с т е м ы  у р а в н е н и й .  Ч а с т н о е  р е ш е н и е  т р и в и 

а л ь н о  и  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  л о к а л ь н о е  р е ш е н и е  д л я  г и б а  т р у б ы  п р и  а  = 0, 
р а с с м о т р е н н о е  в  [ 1 ] .  Н а п р и м е р ,  д л я  п =  5  о н о  и м е е т  т а к о й  в и д :

1 2 Лал -  а 2 4
Л 2 =  — ---------------- ^ ------------- ; л -  = — - 1-  Л 21. ( П 1)

а 1,2 а 1,4 а 3,2а 2 ,4  а 1,4

П о л у ч и м  о б щ е е  р е ш е н и е  о д н о р о д н о й  с и с т е м ы  у р а в н е н и й .  В  ц е л о м  

с и с т е м а  ( 3 0 )  с в о д и т с я  к  у р а в н е н и ю  —  п — 1) п о р я д к а  и  о п р е д е л я е т  —  п — 1) 

х а р а к т е р и с т и ч е с к и е  ф у н к ц и и  и  —  п — 1) н е и з в е с т н ы х  к о э ф ф и ц и е н т а .  П р е д 

л а г а е т с я  с л е д у ю щ и й  п р и б л и ж е н н ы й  м е т о д  р е ш е н и я .  П о л а г а е м ,  ч т о  к а ж д о е
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и з  у р а в н е н и й ,  к а к  и  д л я  п р я м о й  т р у б ы ,  о п р е д е л я е т  д л я  к о м п о н е н т ы  Аг 
ч е т ы р е  х а р а к т е р и с т и ч е с к и е  ф у н к ц и и  в и д а  е угХ с  п о к а з а т е л я м и  с т е п е н и  у  г 

и  в в о д и т  ч е т ы р е  н е и з в е с т н ы х  к о э ф ф и ц и е н т а  С г . Т а к и е  р е ш е н и я  б у д е м  

н а з ы в а т ь  Л г г  и  з а п и с ы в а т ь  в  в и д е

Лг ,г = С 1е у х . ( П 2 )

Т о г д а  д л я  к а ж д о г о  ф и к с и р о в а н н о г о  н о м е р а  у р а в н е н и я  г с ч и т а е м ,  ч т о  Лг г 
у ж е  и з в е с т н о .  П о э т о м у  о с т а л ь н ы е  у р а в н е н и я  м о ж е м  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  

н е о д н о р о д н ы е  у р а в н е н и я  с  п р а в о й  ч а с т ь ю ,  з а в и с я щ е й  о т  и з в е с т н о г о  Лг г . 

И с п о л ь з у я  а п р и о р н о е  у с л о в и е  д л я  н е и з в е с т н ы х  з а р а н е е  п а р а м е т р о в  у  г :

у 4 < < у 4 < < у 4 < <  . . .  < < у 4п , ( П 3 )

к о т о р о е  я в л я е т с я  а н а л о г о м  ( 2 6 ) ,  м о ж н о  п о к а з а т ь ,  ч т о  в  у р а в н е н и и  с  н о м е р о м  

у , г д е  у  *  г, м о ж н о  п р е н е б р е ч ь  л и б о  0-1 уЛу , л и б о  ауЛ 1У в  з а в и с и м о с т и  о т

у <  г и л и  у  >  г с о о т в е т с т в е н н о .  Т о г д а  д о п о л н и т е л ь н ы е  к о м п о н е н т ы  Л у 
( о б о з н а ч и м  и х  к а к  Л 1 у )  в ы р а ж а ю т с я  к а к  л и н е й н ы е  к о м б и н а ц и и  о т  Л1 г . 

В ы р а ж а я  Л г у ч е р е з  Л г г и  п о д с т а в л я я  в  у р а в н е н и е  с  н о м е р о м  г, п о л у ч а е м

о т н о с и т е л ь н о  Лг г д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  ч е т в е р т о й  с т е п е н и ,  с о д е р -
. IV  ^

ж а щ е е  т о л ь к о  Лг г и  Лг г и  о п р е д е л я ю щ е е  ч а с т о т ы  у  г и  н е и з в е с т н ы е

к о э ф ф и ц и е н т ы .  Р е ш е н и е  т а к о г о  у р а в н е н и я  з а п и с ы в а е т с я  ч е р е з  ф у н к ц и и  

К р ы л о в а ,  ч т о  п о з в о л я е т  о п р е д е л и т ь  т а к ж е  д о п о л н и т е л ь н ы е  к о м п о н е н т ы  Л 1 у 
к а к  л и н е й н ы е  к о м б и н а ц и и  о т  Лг г . И с п о л ь з у я  у с л о в и е  ( П 3 ) ,  м о ж н о  п о к а з а т ь ,  

ч т о  д о п о л н и т е л ь н ы м и  к о м п о н е н т а м и  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь ,  е с л и  у >  г. Т а к и м  

о б р а з о м ,  о б щ е е  р е ш е н и е  д л я  ф у н к ц и й  Л г з а п и с ы в а е т с я  в  в и д е  ( 3 2 )  и ,  н а п р и 

м е р ,  д л я  п =  5  о н о  и м е е т  с л е д у ю щ и й  в и д :

Л 2 =  Л 2 ,2 ; ( П 4 а )

Л 3 =  Л 3 ,2  +  Л 3,3 ; ( П 4 б )

=  Л 4 ,2  +  Л 4,3 +  Л 4 ,4 ; ( П 4 в )

^5,2 +  Л 5,3 +  Л 5,4  +  Л 5,5 , ( П 4 г )

г д е  д л я  Л{ у п е р в ы й  н и ж н и й  и н д е к с  о б о з н а ч а е т  п р и н а д л е ж н о с т ь  к  и с к о м о й  

ф у н к ц и и  Л г , в т о р о й  и н д е к с  у к а з ы в а е т  н а  т о ,  ч т о  д а н н а я  ф у н к ц и я  п р о п о р 

ц и о н а л ь н а  х а р а к т е р и с т и ч е с к о й  ф у н к ц и и  е у ]Х .

О п и с а н н ы е  в ы ш е  в ы к л а д к и  п р о и л л ю с т р и р у е м  н а  п р и м е р е  г =  2  д л я  

с и с т е м ы  у р а в н е н и й  п р и  п =  5 , к о т о р а я  с о г л а с н о  ( 3 0 )  и м е е т  с л е д у ю щ и й  в и д :

а 1,2 Л2 + а 3 ,2  Л 4 + а 6,2 Л 3 + а 2 Л 2V  =  _  7 2 Л ;  ( П 5 а )
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а 1,3 А 3 + а 3,3 А 5 + а 5,3 А 2 + а 6,3 А4 + а 3 А 3У  =  0 ; ( П 5 б )

а 1 4А 4 + а 2 4А 2 + а 5 4А 3  + а 6 4А '5 +  а 4а4^ =  0: ( П 5 в )

а 1,5 А 5 + а 2 ,5  А 3 + а 5,5 А 4 + а 5 А 5У  =  0 ( П 5 г )

И т а к ,  п у с т ь  у р а в н е н и е  ( П 5 а )  о д н о з н а ч н о  о п р е д е л я е т  ф у н к ц и ю  А 22 , 

к о т о р у ю  в  о б щ е м  в и д е  м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  к а к

( П 6)

П о с к о л ь к у  с о г л а с н о  ( П 3 )  в ы п о л н я е т с я  у с л о в и е  у 4 < < у 3 ,  в  у р а в н е н и и

( П 5 б )  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь  ч л е н о м  с  ч е т в е р т о й  п р о и з в о д н о й  А 3̂ 2 , и  ф у н к ц и я

А'2 2 у р а в н о в е ш и в а е т с я  ф у н к ц и я м и  А 3 2, А ^  2 и  А 5 2. А н а л о г и ч н о  о б о с н о 

в ы в а е т с я  в о з м о ж н о с т ь  п р е н е б р е ж е н и я  ч л е н о м  с  ч е т в е р т о й  п р о и з в о д н о й  в  

у р а в н е н и я х  ( П 5 в )  и  ( П 5 г ) .  Т о г д а  и з  ( П 5 г )  и м е е м  в ы р а ж е н и е  д л я  А 5 2 :

а 2 5 а 5 5
А 5 2 = ^ ^ А 3 2 - —  А4 2 .

а 1,5 , а 1,5 ,
( П 7 )

П о д с т а в и в  ( П 7 )  в  ( П 5 в ) ,  п о л у ч и м  в ы р а ж е н и е  д л я  А 4 2 :

АА3,2 -А 4 ,2  =
*2,4

а 1,4
А 2 ,2  +

I \
а 6 ,4 а 2,5 а 5,4

а 1 4 а 1 5 а 1 4
( П 8)

В ы р а ж е н и я  ( П 7 )  и  ( П 8)  п о д с т а в и м  в  у р а в н е н и е  ( П 5 б )  и  з а п и ш е м  в ы р а 

ж е н и е  д л я  А 3 2 :

а 5,3 +
‘ 2,4

*1,4

а 5,5
а 3,3 а 6,3

а 1,5

( а 2,5
а 3,3 а 1,3

а 1,5

А22 ,2 ' ( П 9 )

С  у ч е т о м  ( П 8)  и  ( П 9 )  и з  у р а в н е н и я  ( П 5 а )  п о л у ч и м  п е р в о е  н е з а в и с и м о е  

д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  ч е т в е р т о й  с т е п е н и  д л я  н а х о ж д е н и я  ф у н к ц и и  

А2
( \  а 3 ,2 а 2,4 

а 1,2---------------------+

г2 ,2 :

А 2,2
«1,4
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+ А IV
2,2

/ \ 
а 5,4 а 6 ,4 а 2,5

‘ 6 ,2  а 3,2
а 1 4 а 1 4 а 1 5

а 5,3 +
‘ 2,4

*1,4

I а 3 ,3 а 5,5

‘ 1,5
а 6,3

а 3,3 а 2,5 

а 1,5
а 1,3

=  0.

( П 1 0 )

Р е ш е н и е  у р а в н е н и я  ( П 1 0 )  з а п и с ы в а е т с я  а н а л о г и ч н о  р е ш е н и ю  А 2 д л я  

п р я м о й  т р у б ы  и  м о ж е т  б ы т ь  п р е д с т а в л е н о  ч е р е з  ф у н к ц и и  К р ы л о в а  ( с м .  

( 3 3 а ) ) .  П р и  э т о м  с о б с т в е н н о е  ч и с л о  у  2 о п р е д е л я е т с я  и з  ( П 1 0 )  к а к

У 2 = 4
К

4Ь2,2
( П 1 1 )

З н а я  в ы р а ж е н и е  д л я  г л а в н о й  ф у н к ц и и  А 2 2 и  у ч и т ы в а я  ( П 7 ) - ( П 9 ) ,  

п о л у ч а е м  з а в и с и м о с т и  д л я  д о п о л н и т е л ь н ы х  ф у н к ц и й  А 3 2, А 42 , А 5 2 ( с м .  

( 3 3 б ) ) .  П о п р а в о ч н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы  п р и  э т о м  и м е ю т  в и д

а 5,3 +
*2,4

I

к  3 ,2  =
‘ 1,4

а 3 ,3 а 5,5
‘ 6,3

‘ 1,5

а 3,3 а 2,5
— а1,3

‘ 1,5

( П 1 2 а )

а 2 ,4  . 4 , 
к 4,2 = — +  4 у  2 к 3,2

I \
а 5,4 а 6 ,4 а 2,5

‘ 1,4 а 1 4 а 1 4 а 1 5 ( П 1 2 б )

, а 2,5 а 5,5 ,
к  5 ,2  =  к  3 ,2  к.4 ,2 -

*1,5 *1,5
( П 1 2 в )

А

И с п о л ь з у я  а н а л о г и ч н ы е  р а с с у ж д е н и я ,  о с н о в а н н ы е  н а  у с л о в и и  ( П 3 ) ,  з а 

п и с ы в а е м  с л е д у ю щ и е  у р а в н е н и я  д л я  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и й  А 3 3, А 4 4, А 5 5:

3,3
а 3 ,3 а 2,5 

а 1,3 — +
а 1,5

а 2,4
а 5,3

*1,4
а 6,3

а 3 ,3 а 5,5

а1,5

а 3,2 а 5,4 а 6 ,4 а 2,5

\ а 1 4 а 1 4 а 1 5
а 6,2

+

I

+ А 3^3 | а  3
а 5 ,4  а 6 ,4  а 2,5

Ь1,3

V

\ а 1 4 а 1 4 а 1 5 а 6,3
а 3 ,3  а 5,5

‘ 1,5
=  0;

( П 1 3 )

Ь2,3
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А 4,4 а 1,4 а 5,4
а 6 ,4 а 2,5

*1,5

а 6,3 а 3 ,3 а 5,5

а 3 а 1,5 а 3

!У I а 6 ,4 а 5,5

‘ 1,5

А 5,5 а 1,5
а 5 ,5 а 6,4

*4
+ а 5 А 5^5 -  0

=  0;

( П 1 4 )

( П 1 5 )

*1.

Р е ш е н и я  у р а в н е н и й  ( П 1 3 ) - ( П 1 5 )  т а к ж е  п р е д с т а в л я ю т с я  ч е р е з  ф у н к ц и и  К р ы 

л о в а  ( с м .  ( 3 3 а ) ) ,  а  в ы р а ж е н и е  д л я  с о б с т в е н н о г о  ч и с л а  у  { в  о б щ е м  в и д е  

з а п и с ы в а е т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

- 4
Ь1,і

4 Ь2,1
( П 1 6 )

П о л у ч и в  в ы р а ж е н и я  д л я  А 33 , А 4 4 , А 55 , с о г л а с н о  ( 3 3 б )  м о ж н о  о п р е 

д е л и т ь  д о п о л н и т е л ь н ы е  ф у н к ц и и  А 4 3, А 5 3 и  А 5 4 . В ы р а ж е н и я  д л я  п о п р а 

в о ч н ы х  к о э ф ф и ц и е н т о в  т а к о в ы :

а 6 ,2  а 3 ,2

к 2,3 -

I \
а 5,4 а 6 ,4 а 2,5

у а 1,4 а 1,4 а 1,5

4 а  2 у  3

( П 1 7 а )

а 2 ,4
к 4,3 -  _  к 2,3 _  

а 1,4

/ \ 
а 5,4 а 6 ,4 а 2,5

( П 1 7 б )

а 2,5  л л а 5,5 
к 5,3 - _  +  4 у 3 к 4,3

а 1,5 а 1,5
( П 1 7 в )

к 3 ,4  -
4 а  3 у  4

а 6,3
а 3 ,3 а 5,5

а 1,5
( П 1 7 г )

а 2,5 а 5,5

к  5,4- _  а  3,4_  а
а 1,5 а 1,5

( П 1 7 д )

Т а к и м  о б р а з о м ,  в в е д е н ы  о б щ и е  з а в и с и м о с т и  д л я  ф у н к ц и й  Лу с  1 6  

н е и з в е с т н ы м и  п о с т о я н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и  С 1 / ,  С 2 г , С 3 г , С 4 г .

Ь

Ь

а 1 4 а 1 4 а 1 5

1
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Д л я  к а ч е с т в е н н о й  о ц е н к и  г р а н и ц  в л и я н и я  к р а е в ы х  э ф ф е к т о в  п р и  р а з 

н ы х  г а р м о н и к а х  I н е о б х о д и м о  з н а т ь  з н а ч е н и е  с о б с т в е н н о г о  ч и с л а  у  1, р а с 

с ч и т ы в а е м о г о  п о  ф о р м у л е  ( П 1 6 ) .  П р о ц е д у р а  р а с ч е т а  у ; д о с т а т о ч н о  т р у д о 

е м к а я .  П о э т о м у  д л я  н а г л я д н о й  о ц е н к и  г р а н и ц  в л и я н и я  к р а е в ы х  э ф ф е к т о в  

н и ж е  б у д у т  п р е д с т а в л е н ы  н о м о г р а м м ы  с о б с т в е н н о г о  ч и с л а  у ; в  з а в и с и 

м о с т и  о т  X и  п а р а м е т р а  д а в л е н и я  Рп . О п р е д е л я е м о е  п о  ф о р м у л е  ( П 1 6 )  

с о б с т в е н н о е  ч и с л о  у  I м о ж е т  б ы т ь  п р и б л и ж е н н о  з а п и с а н о  в  с л е д у ю щ е м  

в и д е :

=  4
Ьц

1 4 Ь 2 л
( П 1 8 )

г д е  а  I -  б е з р а з м е р н ы й  п а р а м е т р ,  з а в и с я щ и й  т о л ь к о  о т  X и  Рп
а3

а5
13,5

13 -

12.5 

12 -

11.5 

11

10.5 

10
9.5 

9

8.5
0 1 2 3 4 5 ?.

г
Номограммы безразмерного параметра а [ для второй (а), третьей (б), четвертой (в) и пятой (г) 
гармоник: 1 -  Рп = 0; 2 -  Рп = 1; 3 -  Рп = 2; 4 -  Рп = 3; 5 -  Рп = 4; 6 -  Рп = 5.

в
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Н а  р и с у н к е  п р и в е д е н ы  н о м о г р а м м ы  б е з р а з м е р н о г о  п а р а м е т р а  а  г д л я  

г а р м о н и к  г =  2 , . . . ,  5. Д л я  в т о р о й - ч е т в е р т о й  г а р м о н и к  н а б л ю д а е т с я  у в е л и ч е 

н и е  п р и в е д е н н о й  ч а с т о т ы  с  р о с т о м  Я. Д л я  п я т о й  г а р м о н и к и  с  р о с т о м  Я 

о т м е ч а е т с я  у м е н ь ш е н и е  п р и в е д е н н о й  ч а с т о т ы ,  п о с к о л ь к у  о н а  о п р е д е л я е т с я  

п р и б л и ж е н н о .  М е ж д у  т е м  з а м е т и м ,  ч т о  в к л а д  в  о б щ е е  р е ш е н и е  о т  ф у н к ц и й  

Аг с  у в е л и ч е н и е м  н о м е р а  г а р м о н и к и  г с у щ е с т в е н н о  у м е н ь ш а е т с я .  П о э т о м у  

т а к а я  п о г р е ш н о с т ь  п р и  о п р е д е л е н и и  п о с л е д н е г о  п а р а м е т р а  а п н е  о к а з ы в а е т  

з н а ч и м о г о  в л и я н и я  н а  о б щ е е  р е ш е н и е .

П р и л о ж е н и е  2 .

Связь между параметрами V, и, N x и Ь в начале и в конце подучаст- 
ка. В  к а ч е с т в е  о с н о в н ы х  п а р а м е т р о в ,  о п р е д е л я ю щ и х  н а п р я ж е н н о - д е ф о р 

м и р о в а н н о е  с о с т о я н и е ,  и с п о л ь з у ю т с я  т а н г е н ц и а л ь н о е  V и  п р о д о л ь н о е  и 
п е р е м е щ е н и я ,  а  т а к ж е  о с е в о е  N x и  к а с а т е л ь н о е  Ь у с и л и я .  П о л у ч и м  у р а в 

н е н и я  с в я з и  м е ж д у  э т и м и  п а р а м е т р а м и  в  н а ч а л е  и  в  к о н ц е  р а с с м а т р и в а е м о г о  

п о д у ч а с т к а .  В  н а ч а л е  п о д у ч а с т к а  в ы р а ж е н и я  д л я  V, и, N x и  Ь п р е д с т а в 

л я ю т с я  в  в и д е

V 0 =  V 2  э т 2 р  +  V 0 с о э 3 р  +  V °  э т 4 р  +  . . . ;  ( П 1 9 а )

и 0 =  и2 с о э 2 р  +  и0 э т 3 р  +  и °  с о э 4 р  +  . . . ;  ( П 1 9 б )

N °  =  к 2Огэ т р  +  № 2 с о э 2 р  +  №  э т 3 р  +  №  с о э 4 р  +  . . . ;  ( П 1 9 в )  

Ь 0 =  Ь2 э т 2 р  +  Ь 03 с о э 3 р  +  Ь°4 э т 4 р  +  . . . ,  ( П 1 9 г )

г д е  и н д е к с  0  у к а з ы в а е т  н а  п р и н а д л е ж н о с т ь  н а ч а л у  п о д у ч а с т к а .  А н а л о г и ч н о  

з а п и с ы в а ю т с я  э т и  п а р а м е т р ы  и  д л я  к о н ц а  п о д у ч а с т к а .  В о с п о л ь з о в а в ш и с ь  

ф о р м у л а м и  ( 9 б ) ,  ( 1 4 )  и  п р е д с т а в л е н и е м  д л я  ф у н к ц и й  А г ( 3 2 ) ,  в ы р а ж е н и я  

д л я  п е р е м е щ е н и й  у д о б н о  з а п и с а т ь  т а к :

VI =  О Я ( Агг +  А г ) ; ( П 2 0 а )

,  ( А' г +  А ' )
и г =  ( - 1 ) 1 QК  2 ------------ . ( П 2 0 б )

г г

Т а к и м  о б р а з о м ,  п а р а м е т р ы  VI и  иг п р е д с т а в л я ю т с я  в  в и д е  с у м м ы  

ф у н к ц и и  Аг г ( и л и  А ' г)  и  д о п о л н и т е л ь н о й  ф у н к ц и и  А г ( и л и  А ' ) .  Ф у н к ц и я

Аг о п р е д е л я е т с я  ч е р е з  г л а в н ы е  ф у н к ц и и  н и ж н и х  г а р м о н и к ,  т .е .  А '— —

А ' —2 г—2 , . . . ,  А 2 2, п о  в ы р а ж е н и ю  ( 3 2 б )  и  н а  г -м  э т а п е  р е ш е н и я  с ч и т а е т с я  

и з в е с т н о й .  Г л а в н а я  ф у н к ц и я  А г г с о г л а с н о  ( 3 3 а )  в к л ю ч а е т  ч е т ы р е  н е и з в е с т 

н ы х  п о с т о я н н ы х  к о э ф ф и ц и е н т а  С 1 ' , С  2 ' ,  С  3 ' ,  С  4 ' .

В ы р а ж е н и я  д л я  о с е в о г о  и  к а с а т е л ь н о г о  у с и л и й  т а к ж е  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  

в и д е ,  а н а л о г и ч н о м  ( П 2 0 ) .  П о д с т а в л я я  п р е д с т а в л е н и е  д л я  ф у н к ц и й  А 1 ( 3 2 )  в  

( 1 2 б )  и  ( 1 3 б ) ,  и м е е м
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N xi = ( - 1 ) i E tQ R 2 [A l jb i  +  At ] ;  ( П 2 1 а )

EtQR3 -  ,
Lt = ------- —  [Ai".bi + A!], (П2 1 б)

г д е

A i =  ^  +  ( - l ) i ( 2 - ^  +  ( - 1 ) i ( 2  +  l ) R f 1 ;  A i+1 j Ai+ L j ; ( П 2 2 а )

b i -  м н о ж и т е л ь ,  о п р е д е л я е м ы й  п о  ф о р м у л е

, 1 , i f  i A k i+1,i
b i =  i +  ( - 1 )  i ( 2  +  1J  I b ^ '  ( П 2 2 б )

С о г л а с н о  ф о р м у л а м  ( 1 2 б )  и  ( 1 3 б )  в ы р а ж е н и я  д л я  о с е в о г о  и  к а с а т е л ь н о г о  

у с и л и й  п р и  i- й  г а р м о н и к е  в к л ю ч а ю т  д о п о л н и т е л ь н ы е  ч л е н ы  о т  i +1  г а р м о 

н и к и ,  к о т о р ы е  в ы р а ж а ю т с я  ч е р е з  г л а в н ы е  ф у н к ц и и  н и ж н и х  г а р м о н и к ,  в  т о м  

ч и с л е  и  ф у н к ц и ю  At i , п о  ( 3 3 б ) .  В т о р о й  ч л е н  в  м н о ж и т е л е  b i у ч и т ы в а е т  

ф у н к ц и ю  Ai i п р и  г а р м о н и к е  i +  1. В е л и ч и н ы  Ai и  A i+1 п о л н о с т ь ю  з а в и с я т

о т  г л а в н ы х  ф у н к ц и й  н и ж н и х  г а р м о н и к  и  н а  i- м  э т а п е  р е ш е н и я  с ч и т а ю т с я  

и з в е с т н ы м и .

Т а к и м  о б р а з о м  , в  в ы р а ж е н и я х  д л я  п е р е м е щ е н и й  ( П 2 0 )  и  у с и л и й  ( П 2 1 )  

н а  i- м  э т а п е  р е ш е н и я  н е и з в е с т н ы м и  я в л я ю т с я  т о л ь к о  ч е т ы р е  п о с т о я н н ы х  

к о э ф ф и ц и е н т а :  C 1 i , C  2 i , C  3 i , C  4 i , с в я з а н н ы х  с  в е л и ч и н а м и  At i , A\  i ,

A" A"'Ai ,i , Ai,i .
П р и р а в н я в  в ы р а ж е н и я  д л я  v ,  u, N x и  L п р и  x =  0  д л я  i- й  г а р м о н и к и  к  

н а ч а л ь н ы м  п а р а м е т р а м  ( П 1 9 ) ,  п о л у ч и м  с и с т е м у  л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  д л я  

о п р е д е л е н и я  С ц , C  2 i , C  3 i , C  4 i . C  у ч е т о м  э т и х  к о э ф ф и ц и е н т о в  о б щ и й  

в и д  в ы р а ж е н и й  ( П 2 0 )  и  ( П 2 1 )  д л я  v t , u t , N xi и  Lt в  г и б е  т р у б ы  з а п и с ы 

в а е т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

V i =  v ° F 1 , +  q r
( - 1 )  l i 0 ~  

u 0  -  A ! ( 0 )  
q r  2 i

Y2,i
i

+ ( - 1) i

(EtQR  2 b
-№  -  

xi b i

Y3,i

i

E tQ R 3 bi

Y4 ,i

У i
-  ( At ( 0 )Y i  i -  A t ) ( П 2 3 а )

ui = u 0Y1i  +  ( - 1 ) i
( - 1 ) i

E t Q R  2 b
■N

Ai  ( 0) '

2 xi b i

Y

2
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-Ю +
Л / ( 0 ) У 3,г

— - У  4 ^  — Л г ( 0 ) |У - , г  — ( Л ,! ( 0 ) У м  — Л ! ) ( П 2 3 б )

=  № - У м  +  ( — 1) 2 Ьг
EtQR 3 Ь,• '

Л / ( 0 ) ' У2,г

У г

- У  \  — Л,- ( 0 ) |У 3 , г  — 4 у  и" — Л ! ( 0 )
( — 1) 'г ' 1 _  -  

У 4 ,; — т -  (  л ,  ( 0 ) У м  — Л1 )

( П 2 3 в )

3 Ь;

(

\
и г0 — Л ! ( 0 )

ш 2 г г
У3,г- —

!

‘4У г
2 Ьг хг Ьг

1 -  -  
У4,г- — ^  ( Л /(0 )У 1 ,г - — Л ! )  

, Ьг ,
( П 2 3 г )

2

О с о б е н н о  п р о с т о  с в я з ь  м е ж д у  п а р а м е т р а м и  в  к о н ц е  и  в  н а ч а л е  п о д -  

у ч а с т к а  з а п и с ы в а е т с я  д л я  п р я м о й  т р у б ы ,  д л я  к о т о р о й  н е н у л е в ы м и  я в л я ю т с я  

т о л ь к о  г л а в н ы е  ф у н к ц и и  А1 г . П о л о ж и в  в  ( П 2 3 )  В 0 =  оо, п о л у ч и м  в ы р а ж е н и я  

д л я  у , , и г, Ых1 и  Ю  в  п р я м о й  т р у б е :

0 V V ;2  г0  у
0 г гиг у 2 1 г хг у 3 г г Юг у 4 г

^  1 ) ‘ ■- Г 7 7  +  ( — 1)г Т Г -  ^ ; ( П 2 4 а )

о N 0  У 2 г г+1 гх0 У 3 г г+ , 4 3  0

и = и0г1 ^ ~ Е т т + ( — 1) ш ~ з т + ( — ■Г ) - V -  у 4 " -  ( п 2 4 6 )

0 У
^  +  ( — 1) г+ 1 -3 :  +

+(— 1) 1-+ 1 4 3 у 3 ,г  — 43{ЕЬи0у4,г ; ( П 2 4 в )
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Ц  =  +

( П 2 4 г )

В  в ы р а ж е н и я х  ( П 2 3 )  и  ( П 2 4 )  н а  г-м  э т а п е  р е ш е н и я  н е и з в е с т н ы м и

П р и л о ж е н и е  3 .

Граничные условия. Р а с с м о т р и м  н е с к о л ь к о  н а и б о л е е  х а р а к т е р н ы х  п р а к 

т и ч е с к и х  и  т е о р е т и ч е с к и х  т и п о в  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й .

1 . Жесткая заделка на конце гиба. Д а н н ы й  т и п  з а к р е п л е н и я  о г р а н и ч и 

в а е т  к а к  р а д и а л ь н о е ,  т а к  и  о с е в о е  п е р е м е щ е н и е  г и б а .  П р и  э т о м  т и п е  з а к р е п 

л е н и я  о б р а щ а ю т с я  в  н у л ь  д е ф о р м а ц и о н н ы е  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я :

2 .  Закрепление гиба на конце тонкой пластиной. С ч и т а е т с я ,  ч т о  т о л щ и 

н а  п л а с т и н ы  г о р а з д о  м е н ь ш е  т о л щ и н ы  с т е н к и  г и б а ,  т .е .  п л а с т и н а  п р е п я т с т 

в у е т  т о л ь к о  р а д и а л ь н ы м  п е р е м е щ е н и я м  т о ч е к  п о в е р х н о с т и  г и б а .  П р и  т а к о м  

з а к р е п л е н и и  и м е е м  с л е д у ю щ и е  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я :

3 .  Сопряжение гиба на конце с прямой трубой. Э т о  н а и б о л е е  о б щ и й  

в а р и а н т  с о п р я ж е н и я ,  к о г д а  н е о б х о д и м о  у ч и т ы в а т ь  п о д а т л и в о с т ь  и  к о н е ч н ы е  

п е р е м е щ е н и я  о б о и х  с о п р я г а е м ы х  э л е м е н т о в .  В  э т о м  с л у ч а е  г р а н и ч н ы е  у с л о 

в и я  з а п и с ы в а ю т с я  т а к :

г д е  н и ж н и е  и н д е к с ы  “ г ”  и  “ п ”  у к а з ы в а ю т  н а  п р и н а д л е ж н о с т ь  п а р а м е т р а  к  

г и б у  и л и  п р я м о й  т р у б е  с о о т в е т с т в е н н о .

4 .  Конец гиба свободный, т .е .  д а н н ы й  т и п  з а к р е п л е н и я  н е  о г р а н и ч и в а е т  

р а д и а л ь н о е  и  о с е в о е  п е р е м е щ е н и е  г и б а .  П р и  т а к о м  з а к р е п л е н и и  о б р а щ а ю т с я  

в  н у л ь  с и л о в ы е  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я :

я в л я ю т с я  т о л ь к о  ч е т ы р е  н а ч а л ь н ы х  п а р а м е т р а :  V 0 , ы 0 , N °  и  Ц 0 .

V: =  Ы: =  0. ( П 2 5 )

( П 2 6 )

( ) г ( ) п ; ( П 2 7 а )

(и г ) г =  (и г ) п ; ( П 2 7 б )

( N *1 ) г  =  ( N xi ) п ; ( П 2 7 в )

(и  ) г  =  (и  ) п ( П 2 7 г )

N xi =  Ц  =  0. ( П 2 8 )
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В ы в о д ы

1 . С  и с п о л ь з о в а н и е м  п р и н я т ы х  у п р о щ а ю щ и х  г и п о т е з  ( 9 )  в с е  д е ф о р м а 

ц и о н н ы е  и  с и л о в ы е  п а р а м е т р ы  в ы р а ж а ю т с я  ч е р е з  о д н у  н е и з в е с т н у ю  ф у н к 

ц и ю  -  т а н г е н ц и а л ь н о е  п е р е м е щ е н и е  V, д л я  к о т о р о г о  з а п и с а н а  с и с т е м а  

в з а и м о с в я з а н н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  4 - й  с т е п е н и .  С ф о р м у л и р о 

в а н ы  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  и  у с л о в и я  с о п р я ж е н и я ,  к о т о р ы е  д о л ж н ы  о б е с п е 

ч и в а т ь  н е п р е р ы в н о с т ь  р е ш е н и я .

2 .  Д л я  п р я м о й  т р у б ы  п р и в е д е н о  т о ч н о е  р е ш е н и е  с  у ч е т о м  д е й с т в и я  

в н у т р е н н е г о  д а в л е н и я .  П р е д л о ж е н  м е т о д  п р и б л и з и т е л ь н о г о  а н а л и т и ч е с к о г о  

р е ш е н и я  д л я  г и б а  т р у б ы ,  к о т о р о е  и м е е т  е л о ч н у ю  с т р у к т у р у .

3 .  Р е з у л ь т а т ы  р а с ч е т о в  о к р у ж н ы х  о  ̂  и  о с е в ы х  о х н а п р я ж е н и й ,  а  

т а к ж е  к о э ф ф и ц и е н т а  п о д а т л и в о с т и  К  с о п о с т а в л е н ы  с  и м е ю щ и м и с я  в  л и т е 

р а т у р н ы х  и с т о ч н и к а х  р а с ч е т н ы м и  и  э к с п е р и м е н т а л ь н ы м и  р е з у л ь т а т а м и ,  ч т о  

и л л ю с т р и р у е т  п р и е м л е м у ю  т о ч н о с т ь  р а с ч е т н ы х  о ц е н о к  в п л о т ь  д о  Х <  6  и  

« < 0 , 3 5 .

4 .  Н а л и ч и е  а н а л и т и ч е с к о г о  р е ш е н и я  п о з в о л я е т  к л а с с и ф и ц и р о в а т ь  г и б ы  

п о  с т е п е н и  п р о я в л е н и я  к р а е в о г о  э ф ф е к т а  н а  к о р о т к и е ,  с р е д н и е  и  д л и н н ы е .

Р е з ю м е

З а п р о п о н о в а н о  н о в и й  а н а л і т и ч н и й  м е т о д  д л я  а н а л і з у  к р а й о в о г о  е ф е к т у  у  

н а в а н т а ж е н о м у  з г и н а л ь н и м  м о м е н т о м  з г и н і  т р у б и  з  у р а х у в а н н я м  д і ї  в н у т 

р і ш н ь о г о  т и с к у .  М е т о д  б а з у є т ь с я  н а  в и к о р и с т а н н і  с п р о щ е н и х  г і п о т е з ,  щ о  

д о з в о л я є  в и р а з и т и  у с і  д е ф о р м а ц і й н і  і  с и л о в і  п а р а м е т р и  ч е р е з  т а н г е н ц і а л ь н е  

п е р е м і щ е н н я ,  я к е  п р и й м а є т ь с я  у  в и г л я д і  р о з к л а д а н н я  у  р я д  Ф у р ’є  п о  о б в о -  

д о в і й  к о о р д и н а т і .  О т р и м а н о  с и с т е м у  д и ф е р е н ц і а л ь н и х  р і в н я н ь  ч е т в е р т о г о  

с т е п е н я  п о  о с ь о в і й  к о о р д и н а т і  в і д н о с н о  н е в і д о м и х  к о е ф і ц і є н т і в  у  р о з к л а 

д а н н і  д л я  п е р е м і щ е н ь .  Н а в е д е н о  а н а л і т и ч н и й  н а б л и ж е н и й  р о з в ’я з о к  д л я  

з г и н у  т а  т о ч н и й  р о з в ’я з о к  д л я  п р я м о ї  т р у б и ,  щ о  з а п и с у ю т ь с я  ч е р е з  ф у н к ц і ї  

К р и л о в а .  С ф о р м у л ь о в а н о  п р о ц е д у р у  в и к о р и с т а н н я  м е т о д у  п о ч а т к о в и х  п а р а 

м е т р і в ,  д е  г р а н и ч н и м и  у м о в а м и  є  з н а ч е н н я  т а н г е н ц і а л ь н о г о  і  п о з д о в ж н ь о г о  

п е р е м і щ е н ь ,  о с ь о в о г о  і  д о т и ч н о г о  з у с и л ь .  О т р и м а н о  р і в н я н н я  з в ’я з к у  м і ж  

ц и м и  п а р а м е т р а м и  н а  п о ч а т к у  т а  в  к і н ц і  з г и н у  т р у б и .  О т р и м а н і  р е з у л ь т а т и  

з і с т а в л я ю т с я  з  д а н и м и  л і т е р а т у р н и х  д ж е р е л .
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