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íûé îïåðàòîð, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, âÿçêîóïðóãîñòü .

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðè èññëåäîâàíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé íå-

ëèíåàðèçîâàííîé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè è ïüåçîýëåêòðèêè, èçó÷åíèè âîëí ðàçíîé

ïðèðîäû ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ òàêàÿ ñõåìà: äàííàÿ ìîäåëü ñâîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó

äèôôåðåíöèàëüíî-îïåðàòîðíîìó âêëþ÷åíèþ èëè ìóëüòèâàðèàöèîííîìó íåðàâåí-

ñòâó â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå [1–3]. Äàëåå, èñïîëüçóÿ òîò èëè èíîé ìå-

òîä àïïðîêñèìàöèè, äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ òàêîé

çàäà÷è, îáîñíîâûâàþòñÿ êîíñòðóêòèâíûå ìåòîäû ïîèñêà ïðèáëèæåííûõ ðåøå-

íèé, èçó÷àþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî-òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ðàçðåøàþùåãî îïåðàòî-

ðà [2]. Åñëè óïîìÿíóòûé ïðîöåññ èìååò ýâîëþöèîííûé õàðàêòåð, åãî ìàòåìàòè-

÷åñêàÿ ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíî-îïåðàòîðíîãî âêëþ÷å-

íèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà [4–6]. Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îïðåäåëÿþùèìè

ïàðàìåòðàìè èñõîäíîé çàäà÷è îáåñïå÷èâàþò îïðåäåëåííûå ñâîéñòâà äëÿ ìíîãîç-

íà÷íîãî (â îáùåì ñëó÷àå) îòîáðàæåíèÿ â äèôôåðåíöèàëüíî-îïåðàòîðíîé ñõåìå

èññëåäîâàíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî â áîëüøèíñòâå ðàáîò ïî äàííîìó íàïðàâëåíèþ èñ-

ñëåäîâàíèé íàêëàäûâàþòñÿ äîñòàòî÷íî æåñòêèå óñëîâèÿ íà «äåìïôèðîâàíèå»,

ñâÿçàííûå ñ ðàâíîìåðíîé êîýðöèòèâíîñòüþ, îãðàíè÷åííîñòüþ, îáîáùåííîé ïñåâ-

äîìîíîòîííîñòüþ [4, 6]. Ýòè óñëîâèÿ, êàê ïðàâèëî, îáåñïå÷èâàþò íå ïðîñòî ñó-

ùåñòâîâàíèå ðåøåíèé äëÿ òàêèõ çàäà÷, íî è ãàðàíòèðóþò äèññèïàöèþ âñåõ ðåøå-

íèé, èíîãäà ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíîãî êîìïàêòíîãî àòòðàêòîðà, ÷òî íå âñåãäà åñ-

òåñòâåííî îòîáðàæàåò ðåàëüíîå ïîâåäåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ãåîôèçè÷åñêîãî

ïðîöåññà èëè ïîëÿ [7]. Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ ôóíêöè-

îíàëüíî-òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðàçðåøàþùåãî îïåðàòîðà äëÿ äèôôåðåíöèàëü-

íî-îïåðàòîðíîãî âêëþ÷åíèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþò, â ÷àñòíîñòè, íîâûå, áîëåå øè-

ðîêèå êëàññû íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé íåëèíåàðèçîâàííîé òåîðèè âÿçêî-

óïðóãîñòè ïðè àäåêâàòíîì, ñóùåñòâåííîì îñëàáëåíèè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå

ñâîéñòâ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðèëîæåíèÿìè ê

êîíêðåòíûì ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è àíàëèçà è óïðàâëåíèÿ äèôôåðåíöè-

àëüíî-îïåðàòîðíûìè âêëþ÷åíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà îñëàáëåíî êîýðöèòèâíûìè,

w�0
-ïñåâäîìîíîòîííûìè îòîáðàæåíèÿìè. Èçó÷àåòñÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèé îò

ôóíêöèîíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì

íåëèíåàðèçîâàííîé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ïóñòü V Z0 0, — äåéñòâèòåëüíûå ðåôëåêñèâíûå ñåïàðàáåëüíûå áàíàõîâû ïðî-

ñòðàíñòâà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íîðìàìè || ||� V0
è || ||� Z0

, H
0

— äåéñòâèòåëüíîå

ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ( , )� � , îòîæäåñòâëåííîå

ñî ñâîèì òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûì ïðîñòðàíñòâîì H0
� . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

âëîæåíèå V Z0 0� êîìïàêòíîå è ïëîòíîå, à âëîæåíèå Z H0 0� íåïðåðûâíîå è
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ïëîòíîå. Ïîëó÷èì òàêóþ öåïî÷êó íåïðåðûâíûõ è ïëîòíûõ âëîæåíèé [2, 8]:

V Z H Z V0 0 0 0 0� � � �� � , ãäå Z0
� è V0

� — ñîîòâåòñòâóþùèå òîïîëîãè÷åñêè ñî-

ïðÿæåííûå ïðîñòðàíñòâà ñ Z0 è V
0

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íîðìàìè || ||� �Z0
è || || .� �V0

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: S T� [ , ]� , �� 	 	 	 ��� T , p 
 2, q
p q

� � �1
1 1

1: ,

H L S H� 2 0( ; ), Z L S Zp� ( ; )0 , V L S Vp� ( ; )0 ,

H L S H� � 2 0( ; ), Z L S Zq
� �� ( ; )0 , V L S Vq

* ( ; )� �
0 ,

W y V y V� � 
 �{ }| * ,

ãäå 
y — ïðîèçâîäíàÿ â ñìûñëå D S V� �( ; )0 îò ýëåìåíòà y V� [2, 8]. Çàìåòèì, ÷òî

âëîæåíèÿ V Z H Z V� � � �* * íåïðåðûâíûå è ïëîòíûå. Áîëåå òîãî, âëîæåíèå

W Z� êîìïàêòíîå [9, 10], à âëîæåíèå W C S H� ( ; )0 íåïðåðûâíîå [8, 10].

Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî êàíîíè÷åñêèå ñïàðèâàíèÿ � � � �� � �, :V V V R
0 0 0

è � � � �� � �, :Z Z Z R
0 0 0 ñîâïàäàþò íà H V0 0� ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â H0 .

Òîãäà ñïàðèâàíèå � � � �� � �, :V V V R è ñîîòâåòñòâåííî � � � �� � �, :Z Z Z R ñîâïàäàåò

íà H V� ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â H , ò.å.

� � � � � � � � � � �f u f u f u f u f s u s dsV Z

S

, : , , ( , ) ( ( ), ( )) , f H� , u V� .

Ïóñòü �U, �K — îòäåëèìûå ëîêàëüíî âûïóêëûå ëèíåéíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñò-

ðàíñòâà (ËÒÏ), U U� �, K K� � — íåêîòîðûå íåïóñòûå ìíîæåñòâà, A V U: � �

� �C V� ( ), C Z K C Z: ( )� � �
� — ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ ñ íåïóñòûìè âûïóê-

ëûìè ñëàáî êîìïàêòíûìè çíà÷åíèÿìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ V * è Z� ;

B V V: � � — ëèíåéíûé îïåðàòîð; f V� � , a H� 0 , b V� 0 — ïðîèçâîëüíûå ôèêñèðî-

âàííûå ýëåìåíòû.

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à îòíîñèòåëüíî èçó÷åíèÿ ôóíêöèîíàëüíî-òîïîëîãè÷åñêèõ

ñâîéñòâ ðàçðåøàþùåãî îïåðàòîðà K u a b f( , , , , )� òàêîé çàäà÷è:



 � 
 � � �

� 
 �

�
�
�

y A y u B y C y f

y b y a

( , ) ( ) ( , ) ,

( ) , ( ) .

�

� �
(1)

Çäåñü K u a b f y y C S V W y( , , , , ) ( , ) ( ; ) |� � 
 � �{ 0 — ðåøåíèå (1)}, ïðîèçâîäíàÿ 
y
ýëåìåíòà y ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ïðîñòðàíñòâà ðàñïðåäåëåíèé D S V� �( ; )0 .

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó âëîæåíèå W C S H� ( ; )0 íåïðåðûâíîå, òî íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ â (1) èìåþò ñìûñë.

ÊËÀÑÑÛ ÌÍÎÃÎÇÍÀ×ÍÛÕ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÉ

Ïóñòü Y — íåêîòîðîå ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, Y � — åãî òîïîëî-

ãè÷åñêè ñîïðÿæåííîå, � � � �� � �, :Y Y Y R — ñïàðèâàíèå, A Y Y: �
� — ñòðîãîå

ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, ò.å. A y( ) �� � �y Y . Äëÿ íåãî îïðåäåëèì âåðõíþþ

[ ( ), ] sup ,
( )

A y d
d A y

Y� �
�

�
� � � è íèæíþþ [ ( ), ] inf ,

( )
A y d

d A y
Y� ��

�
� � � îïîðíûå ôóíê-

öèè, ãäå y Y, �� , à òàêæå âåðõíþþ || ( ) || sup || ||
( )

A y d
d A y

Y�
�

� � è íèæíþþ

|| ( ) || inf || ||
( )

A y d
d A y Y� �
� � íîðìû. Ðàññìîòðèì ñâÿçàííûå ñ A îòîáðàæåíèÿ

co A Y Y: �
� è coA Y Y: ,*

� îïðåäåëåííûå ñîîòíîøåíèÿìè ( )( ) ( ( ))co coA y A y� è

( ( )) ( ( ))co coA y A y� ñîîòâåòñòâåííî, ãäå co ( ( ))A y — ñëàáîå çàìûêàíèå âûïóêëîé
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îáîëî÷êè ìíîæåñòâà A y( ) â ïðîñòðàíñòâå Y �. Êàê èçâåñòíî [2, 11], ñòðîãèå ìíî-

ãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ A B Y Y, : �
� èìåþò òàêèå ñâîéñòâà:

1) [ ( ), ] [ ( ), ] [ ( ), ]A y A y A y� � � �1 2 1 2� � �� � � , [ ( ), ] [ ( ), ]A y A y� � �1 2 1� 
 �� �
� �[ ( ), ]A y �2 � �y Y, ,� �1 2 ;

2) [ ( ), ] [ ( ), ]A y A y� �� �� � � , [ ( ) ( ), ] [ ( ), ] [ ( ), ]( ) ( ) ( )A y B y A y B y� � �� � � � � �� � �

� �y Y, � ;

3) [ ( ), ] [ ( ), ]( ) ( )A y A y� �� � � �� co � �y Y, � ;

4) [ ( ), ] | | ( ) | | | | | |( ) ( )A y A y
Y

� �� � � �� , | | ( ) ( ) | | | | ( ) | | | | ( ) | |A y B y A y B y� � �� � �

� �y Y .

Â ÷àñòíîñòè, âêëþ÷åíèå d A y�co ( ) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

[ ( ), ] ,A y d Y� �� 
 � � � �� Y .

Åñëè a Y Y R( , ) :� � � � , òî äëÿ êàæäîãî y Y� ôóíêöèîíàë Y a y� � �� ( , ) ïîëî-

æèòåëüíî îäíîðîäíûé, âûïóêëûé è ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ñóùåñòâóåò ñòðîãîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå A Y Y: �
� òàêîå, ÷òî

a y A y( , ) [ ( ), ]� �� � � �y Y, � .

Ïóñòü �W — íåêîòîðîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, íåïðåðûâíî âëîæåííîå

â Y , �X — íåêîòîðîå îòäåëèìîå ËÒÏ, X X� � — íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî.

Ðàññìîòðèì ïàðàìåòðèçèðîâàííîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå A Y X Y: � �
� .

Äàëåå, y yn
w� �� â Y áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî yn ñëàáî ñõîäèòñÿ ê y â Y .

Îïðåäåëåíèå 1. Ñòðîãîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå A Y X Y: � �
� íàçûâàåòñÿ:

� � 0 -êâàçèìîíîòîííûì íà �W X� , åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{ }y a W Xn n n, �

 � �0 òàêîé, ÷òî y yn

w� �� 0 â �W, a an � 0 â �X , d dn
w� �� 0 â Y �

ïðè n��� , ãäå d A y an n n�co ( , ) � 
n 1, èç íåðàâåíñòâà lim ,
n

n n Y
d y y

��
� � � �0 0

ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }y d an n n kk k k
, , 
1 èç { }y d an n n n, , 
1,

äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ lim , [ ( , ), ]
k

n n Y
d y A y a y

k k
��

�� � � 
 �� �0 0 0 � �� Y ;

� îãðàíè÷åííûì, åñëè äëÿ êàæäîãî L � 0 è îãðàíè÷åííîãî â òîïîëîãèè ïðîñò-

ðàíñòâà �X ìíîæåñòâà D X� ñóùåñòâóåò òàêîå l � 0, ÷òî | | ( , )| |A y u l� �

� � � �y u Y D y LY, : || | | ;

� äåìèçàìêíóòûì, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }y un n n, 
 �0

� �Y X òàêîé, ÷òî y yn � â Y , u un � 0 â �X , d dn
w� �� 0 â Y � , ãäå

d A y un n n�co ( , ) � 
n 1 ñëåäóåò, ÷òî d A y u0 0 0�co ( , ).

Êàæäîìó ìíîãîçíà÷íîìó îòîáðàæåíèþ A Y Y: �
� ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïà-

ðàìåòðèçèðîâàííîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå � :A Y X Y� �
� ïî òàêîìó ïðàâèëó:

� ( , ) ( )A y u A y� , y Y� , u X� .

Îïðåäåëåíèå 2. Ñòðîãîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå A Y Y: �
� íàçûâàåòñÿ:

� � 0 -ïñåâäîìîíîòîííûì íà �W, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå � :A Y X Y� �
� � 0 -êâà-

çèìîíîòîííîå íà �W X� ;

� îãðàíè÷åííûì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå � :A Y X Y� �
� îãðàíè÷åííîå.

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Èçó÷èì ôóíêöèîíàëüíî-òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ðàçðåøàþùåãî îïåðàòîðà çàäà-

÷è (1), ñâÿçàííûå ñ çàìêíóòîñòüþ â îïðåäåëåííûõ òîïîëîãèÿõ. Íåîáõîäèìîñòü

îáîñíîâàíèÿ òàêèõ ñâîéñòâ ñâÿçàíà êàê ñ çàäà÷àìè óïðàâëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè

ìîäåëÿìè íåëèíåéíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ïîëåé, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ

ñ ïîìîùüþ (1), òàê è ñ èçó÷åíèåì äèíàìèêè ðåøåíèé òàêèõ çàäà÷.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü A V U C V: ( )� � �
� — � 0 -êâàçèìîíîòîííûé íà W U� , îãðà-

íè÷åííûé, B V V: � � — ëèíåéíûé, íåïðåðûâíûé, à ìóëüòèîòîáðàæåíèå

C Z K C Z: ( )� � �
� îãðàíè÷åííîå è äåìèçàìêíóòîå. Äîïîëíèòåëüíî ðàññìîòðèì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü { }f a b u V H V U Km m m m m m, , , , � 

�� � � � �1 0 0 . Ïðåäïîëîæèì

òàêæå, ÷òî äëÿ âñåõ m 
1 ( , ) ( , , , , )y y K u a b fm m m m m m m
 � � è èìåþò ìåñòî òàêèå

ñõîäèìîñòè:

f fm � 0 â V � , a am � 0 â H0 , b bm � 0 â V0 ,

u um � 0 â �U, � �m � 0 â �K , 
 � ��y gm
w

â V. (2)

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé y C S V� ( ; )0 , ÷òî 
 �y W, 
 �y g è ( , )y y
 �
�K u a b f( , , , , )0 0 0 0 0� . Áîëåå òîãî,

y ym � â C S V m( ; ),0 ��� , (3)


 � �� 
y ym
w

â W m, ��� , (4)

� � 
 � �� 
t S y t y tm
w

( ) ( ) â H m0 , ��� . (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî

b V� 0 ðàññìîòðèì Ëèïøèö-íåïðåðûâíûé îïåðàòîð R Z Zb : � (ñîîòâåòñòâåííî,

V V� ), îïðåäåëåííûé ñîîòíîøåíèåì

( )( ) ( )R y t b y s ds y Zb

t

� � � ��
�

(ñîîòâåòñòâåííî, � �y V ), � �t S .

Ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íûé îïåðàòîð A V U C V: ( )� � �
�

A y u A y u B R y C R y y V u u b U U Kb b( , ) ( , ) ( ) ( , ), , ( , , )� � � � � � � �� � � �V0 .

Åñëè ( , ) ( , , , , )y y K u a b f
 � � , òî z y� ' áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è


 � �

�

�
�
�

z A z u b f

z a

( , , , ) ,

( ) .

�

�
(6)

Íàîáîðîò, åñëè z W� — ðåøåíèå çàäà÷è (6), òî ( , ) ( , ) ( , , , , )y y R z z K u a b fb
 � � � .

Ïóñòü { }f a b u V H V U Km m m m m m, , , , ,� 

�� � � � �1 0 0 ( , )y ym m
 �K um m( , ,�

a b f mm m m, , ) � 
1 è âûïîëíÿåòñÿ (2). Ïîëîæèì z ym m� 
 � 
m 1. Òîãäà

y R zm b mm
� � 
m 1. Çàìåòèì, ÷òî èç âêëþ÷åíèÿ (6) ñëåäóåò, ÷òî � 
m 1

� �d A z u bm m m m m( , , , )� òàêîå, ÷òî

d f z A z u bm m m m m m m� � 
 � ( , , , )� . (7)

Èç (2) ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé { }zm , { }um , { }�m , { }bm ,

{ }fm â ñîîòâåòñòâóþùèõ òîïîëîãèÿõ ïðîñòðàíñòâ V U K V, � , � , 0 è V �. Òîãäà îãðàíè-

÷åííîñòü { }dm â V � ñëåäóåò èç îãðàíè÷åííîñòè îòîáðàæåíèé A V U C V: ( )� � �
� ,

B V V: ,� � C Z K C Z: ( )� � �
� , íåïðåðûâíîñòè âëîæåíèé V Z� , Z V� �� è îöåíîê

|| || [|| | | | | | | ] ,R x R x b b x x x x Vb b V V V1 2 01 2 1 2 1 2 1 2� � � � � � �� , ,b b V1 2 0� ,

|| | | [|| | | | | | | ] ,R x R x b b x x x x Zb b Z V Z1 2 01 2 1 2 1 2 1 2� � � � � � �� , ,b b V1 2 0� ,

ãäå � �, — ïîñòîÿííûå, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò b xi i, .

Òàêèì îáðàçîì,

� � � 
 ��c m d cm V1 10 1: || || . (8)

Îãðàíè÷åííîñòü { }
 
zm m 1 â V � ñëåäóåò èç îãðàíè÷åííîñòè { }fm â V � è (8), ïî-

ýòîìó

� � � 
 
 � ��c m z z cm V m W2 20 1: || || | | | | . (9)

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2010, ¹ 2 155



Òàê êàê âëîæåíèå W C S H� ( ; )0 íåïðåðûâíîå (ñì. [2, 8]), òî âñëåäñòâèå (9)

ïîëó÷èì

� � � 
 � � �c m t S z t cm H3 30 1
0

: , || ( ) || . (10)

Ñ ïîìîùüþ (2) è îöåíîê (8)–(10), ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ y y� 


â D S V� �( ; )0 , èìååì

z g W d d f g V

t S z t g t H

m
w

m
w

m
w

� �� � �� � � 


� � � ��

�â â

â ïðè

, ,

( ) ( )

0

0 m�� .

(11)

Îòñþäà, à òàêæå èç (2), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî

g W� è g a( )� � 0 . (12)

Ïîêàæåì, ÷òî g óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ 
 � �g A g u f( , )0 0 , ãäå

u u b0 0 0 0� ( , , )� . Ïîñêîëüêó 
 � �g d f0 , òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî d A g u� ( , ) .

Ñíà÷àëà óáåäèìñÿ, ÷òî

lim ,
m

m md z g
��
� � � � 0. (13)

Äåéñòâèòåëüíî, áëàãîäàðÿ (7), � 
m 1 èìååì

� � � � � � � � 
 � � � � �d z g f z z z d gm m m m m m m, , , ,

� � � � � � � �f z d g z z Tm m m m H m H
, , (|| ( ) || | | ( ) || )

1

2 0 0

2 2� . (14)

Äàëåå, äëÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ðàâåíñòâà (14) âîçüìåì âåðõíèé ïðåäåë ïðè

m�� :

lim , lim , lim ,
m

m m
m

m m
m

md z g f z d g
�� �� ��
� � � � � � � � � � �

� � � � � � � � �
��
lim (|| ( ) || | | ( ) || ) , ,

m
m H m H

z z T f g d g
1

2

2 2
0�

� � � � � � � � � �
1

2
0

0 0

2 2
0(|| ( ) || | | ( ) || ) , ' ,g g T f d g g g

H H
� .

Ïîñëåäíåå âûïîëíÿåòñÿ âñëåäñòâèå [8, ëåììà ².5.3] è (11). Íåðàâåíñòâî (13) ïðî-

âåðåíî.

Èç îïðåäåëåíèÿ A ñëåäóåò, ÷òî � 
m 1� �� m m mA z u( , ), � �	 �m b m mC R z( , )

òàêèå, ÷òî

� 
 � � �m d B R zm m b m mm
1 � 	� ( ) . (15)

Èç (2), (11), îãðàíè÷åííîñòè C Z K C Z: ( )� � �
� è êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ W Z�

èìååì, ÷òî

z gm � â Z , R z R gb m bm
�

0
â Z , 	 	m

w� �� â Z m*, ��� . (16)

Èç äåìèçàìêíóòîñòè C Z K C Z: ( )� � �
� ñëåäóåò, ÷òî

	 ��C R gb( , )
0 0 . (17)

Òàê êàê z s ds t s z c t sm

s

t

V

q
m V

q( ) | | || || | |/ /� � � � �

0

1
4

1 � �t s S, , � 
m 1, ãäå c4 0� — ïî-

ñòîÿííàÿ, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò m 
1, s t S, � , òî âñëåäñòâèå (2)

R z Rb m bm
�

0
â C S V m( ; ),0 ��� , (18)

â ÷àñòíîñòè,

B R z B R gb m bm
� ��

0
â V m� � ��, . (19)

Òàêèì îáðàçîì,

� � � � � � ��B R z z g mb m m mm
� ( ) , ,	 0 , (20)
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lim ( ) , ( ) ,
m

b m m m bB R z z B R g g
m��

� � � � � � � � � 
� �	 � 	 �
0


 � � � � � � ��B R g g C R g g Vb b�
0 0 0( ), [ ( , ), ]� � � � . (21)

Èç (13), (15) è (20) èìååì

lim ,
m

m mz g
��

� � � �� 0. (22)

Èç (15)–(18) è (11) ñëåäóåò òàêæå, ÷òî

� � 	m
w

bd B R g� �� � � � �
0

( ) â V m� � ��, . (23)

Òàêèì îáðàçîì, áëàãîäàðÿ (11), (22), (23) è � 0 -êâàçèìîíîòîííîñòè A íà W U� èìååì,

÷òî ñ òî÷íîñòüþ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè { } { }z u d z u dm m m k m m m mk k k
, , , ,
 
�1 1,

lim , [ ( , ) , ]
k

m mk k
z A g u g

�� �
�� � � 
 �� � �0 � �� V. Îòñþäà è èç (13), (20), â ÷àñò-

íîñòè, ñëåäóåò, ÷òî lim ,
k

m mk k
z g

��
� � � �� 0 è � � � � � � � 


��
� � � �, lim ,g g

k
mk


 � �[ ( , ) , ]A g u g
0

� � �� V. Ïîñëåäíåå âìåñòå ñ (21) ãàðàíòèðóåò, ÷òî � � � 
d g, �


 � �[ ( , , , ), ]A g u b g0 0 0� � � �� V. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî d A g u b� ( , , , )0 0 0� . Ïîëî-

æèâ y R gb�
0

, 
 �y g , ïîëó÷èì ( , ) ( , , , , )y y K u a b f
 �
0 0 0 0 0� . Çàìåòèì, ÷òî (3) ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðÿìûì ðåçóëüòàòîì (19), à (4) è (5) ñëåäóþò èç (11).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äåéñòâèòåëüíûå ãèëüáåðòî-

âû ïðîñòðàíñòâà V
 , V
 1
òàêèå, ÷òî âëîæåíèÿ V V V H
 
� � �0 01

íåïðåðûâíûå

è ïëîòíûå . Òîãäà âëîæåíèå V H
 � 0 êîìïàêòíîå . Ïîëîæèì

W y V y L S Vq
 
� � 
 � �{ }| ( ; ) , ãäå V

� — òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííîå ñ V
 ïðîñòðà-

íñòâî, 
y — ïðîèçâîäíàÿ ýëåìåíòà y V� â ñìûñëå D S V� �( ; )
 [8].

Òåîðåìà 2. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ u U� , ��K , a H� 0 , b V� 0 îòîáðàæåíèå

A u V C V( , ): ( )� � �
� ÿâëÿåòñÿ � 0 -ïñåâäîìîíîòîííûì íà W
 è

� � � � 
 ��c c c y V A y u y c y c

A y u

V

p
1 2 3 1 20, , : [ ( , ), ] || | | ,

| | ( , ) || ( || | | ) ,�
�� �c y

V

p
3

1
1

(24)

à îòîáðàæåíèå B L S V L S V: ( ; ) ( ; )2 21 1
 
� � óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó

� �u V ( )( ) ( )Bu t B u t� 0 äëÿ ï.â. t S� ,

ãäå B V V0 1 1
: 
 
� � — ëèíåéíûé, îãðàíè÷åííûé, ñàìîñîïðÿæåííûé, ìîíîòîííûé

îïåðàòîð, à îòîáðàæåíèå C Z C Z( , ) : ( )� � �� � äåìèçàìêíóòîå è

� � � ��� 0: y Z sup || || ( ( ) )( || | |
( , )

/

d C y
Z

p p q

Z

p
d c T y

�

� � � �
� � � � �

�

� � �1
1

1 ), (25)

ãäå � �� �� �const : || | | | | | |Z V0 0
, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî f V� � K u a b f( , , , , )� �� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òàêîå ��W, ÷òî � �( ) � a è îòîáðàæåíèå

A V C V: ( )� �
� , A y A y u C R yb( ) ( , ) ( ( ), )� � � �� � � , y V� . Èç óñëîâèé (24), (25)

ñëåäóåò, ÷òî (ñì. [5]) äëÿ íåêîòîðûõ � �1 2 0, � [ ( ), ] || | |A y y y
V

p
� 
 �� �1 2 , y V� .

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç [5, ñ. 207], ó÷èòûâàÿ, ÷òî âëîæåíèå W Z
 � êîìïàêòíîå,

ïîëó÷èì, ÷òî îòîáðàæåíèå A îãðàíè÷åííîå è � 0 -ïñåâäîìîíîòîííîå íà W
 . Äà-

ëåå, ñëåäóÿ äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 èç [5], ïîëó÷àåì, ÷òî çàäà÷à
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 � 
 � � � 
 �

� �

�
�
�

��

y A y B y f B R

y b y

( ) ,

( ) , ' ( )

� �

� �

�
0

0
(26)

èìååò ðåøåíèå y C S V� ( ; ) òàêîå, ÷òî 
 �y W. Äåëàÿ â (26) çàìåíó z y R� �
0

�,

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî � ( , ( , ))K X X X� � �
 , ãäå X — íåêîòîðîå

äåéñòâèòåëüíîå ñåïàðàáåëüíîå èëè ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, K K� � —

*-ñëàáî êîìïàêòíîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî, à îòîáðàæåíèå A V C V: ( )� �
� íå çà-

âèñèò îò ïàðàìåòðà u U� . Òîãäà âìåñòî K u a b f( , , , , )� áóäåì ïèñàòü K a b f( , , , )� .

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå f X a V b H� � �*, , . Ïîëîæèì

G y y C S V W K y y K a b fad � 
 � � � 
 �{( , , ) ( ; ) ( , ) ( , , , )}� �0 .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü L C S V W W W X X X: ( ; ) ( ; ( ; )) ( ; ( ; ))0 � �� �
 
 — ïîëóíåïðå-

ðûâíûé ñíèçó ôóíêöèîíàë òàêîé, ÷òî � �u C S V( ; )0 , �� �W w X, * L u w( , , )� 



 �
 � 
1 2(|| || ) (|| | | )*V X
w , ãäå 
i R R: � � òàêèå, ÷òî 
i s( )��� , s��� , i �1 2, .

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî A V C V: ( )� �
� , B V V: ,� � C Z K C Z: ( )� � �

� óäîâëåòâî-

ðÿþò óñëîâèÿì òåîðåì 1, 2. Òîãäà çàäà÷à

L y y

y y Gad

( , , ) inf ,

( , , )


 �


 �

�
�
�

�

�
(27)

èìååò ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèé òåîðåì 1, 2 è îáîá-

ùåííîé òåîðåìû Âåéåðøòðàññà [2].

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Ðàññìîòðèì âÿçêîóïðóãîå òåëî, êîòîðîå â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè çàïîë-

íÿåò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü  � R d , d � 2 3, . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàíèöà !  � "

ðåãóëÿðíà [8] è ! ðàçäåëåíà íà òðè ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ èçìåðèìûå ÷àñòè:

!D , !N è !C òàê, ÷òî meas ( )!C � 0 [4]. Òåëî çàæàòî íà !D òàê, ÷òî ïîëå ïåðå-

ìåùåíèé îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî çàäàííûé âåêòîð îáúåì-

íîé ñèëû f1 ðàñïðåäåëåí â  , à ïîâåðõíîñòíàÿ ñèëà f2 ðàñïðåäåëåíà íà !D .

Òåëî ìîæåò âîéòè â êîíòàêò ñ îñíîâàíèåì ïî ïîòåíöèàëüíîé êîíòàêòíîé ïîâåðõ-

íîñòè !C . Ïîëîæèì Q T� � ( , )0 äëÿ 0 	 	 ��T . Â êà÷åñòâå u Q R d: � îáîçíà-

÷èì ïîëå ïåðåìåùåíèé, â êà÷åñòâå 
 :Q S d� — òåíçîð íàïðÿæåíèÿ, à â êà÷åñò-

âå � �( ) ( ( ))u uij� , � ij i j j iu u u( ) ( ), ,� �
1

2
— òåíçîð äåôîðìàöèè, ãäå i j d, ,�1 ,

S d — ïðîñòðàíñòâî Rs
d d� ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö ïîðÿäêà d . Ñëåäóÿ [12], ðàññìîò-

ðèì ìíîãîçíà÷íûé àíàëîã âÿçêîóïðóãîãî îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ

Êåëüâèíà–Ôîéãòà 
 � �( , ) ( ( )) ( ( ))u u u u
 �# 
 �$ , ãäå # — ìíîãîçíà÷íîå íåëèíåé-

íîå, à $ — îäíîçíà÷íîå ëèíåéíîå îïðåäåëÿþùåå îòîáðàæåíèå. Çàìåòèì, ÷òî â

êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè îïðåäåëåííûé âûøå çàêîí ïðèîáðåòàåò

ôîðìó 
 � �i j ijkl kl ijkl klc u g u, ( ) ( )� 
 � , ãäå #�{ }cijkl è $ �{ }g
ijkl

, i j k l d, , , ,�1 , —

òåíçîðû âÿçêîñòè è óïðóãîñòè ñîîòâåòñòâåííî.

Íîðìàëüíóþ è òàíãåíöèàëüíóþ êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèÿ u íà ! îáîçíà÷èì

u N è uT , u u nN � � , u u u nT N� � , ãäå n — åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê !.

Àíàëîãè÷íî íîðìàëüíàÿ è òàíãåíöèàëüíàÿ êîìïîíåíòû ïîëÿ íàïðÿæåíèÿ íà ! çàäà-

åòñÿ ÷åðåç 
 
N n n� �( ) è 
 
 
T Nn n� � ñîîòâåòñòâåííî. Íà êîíòàêòíîé ïîâåðõ-

íîñòè !C ðàññìîòðèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå 
 N è íîðìàëü-
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íîå ïåðåìåùåíèå u N óäîâëåòâîðÿþò íåìîíîòîííîìó íîðìàëüíîìó óñëîâèþ ðåàê-

öèè ïîäàòëèâîñòè ôîðìû � �"
 �N N Nj x t u( , , , ) íà !C T� ( , )0 . Çàêîí òðåíèÿ

ìåæäó ñèëîé òðåíèÿ 
T è òàíãåíöèàëüíûì ïåðåìåùåíèåì uT íà !C èìååò âèä

� �"
 	T T Tj x t u( , , , ) íà !C T� ( , )0 . Çäåñü j T R RN C
d( , , , ) : ( , )� � � � � �� ! 0 è

j T R RT C
d( , , , ): ( , )� � � � � �	 ! 0 — ëîêàëüíî ëèïøèöåâû ïî ïîñëåäíèì ïåðåìåí-

íûì ôóíêöèè, " jN , " jT — ñóáäèôôåðåíöèàëû Êëàðêà ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèîíà-

ëîâ j x tN ( , , , )� � , j x tT ( , , , )� 	 . Òàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ âêëþ÷à-

þò â ñåáÿ êëàññè÷åñêèå óñëîâèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè (ñì., íàïðèìåð, [4, ãë. 2.3; 6]). Íà-

÷àëüíîå ïåðåìåùåíèå è íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü îáîçíà÷èì u0 è u1. Êëàññè÷åñêàÿ

ôîðìóëèðîâêà êîíòàêòíîé çàäà÷è èìååò âèä: íàéòè òàêèå u Q R d: � è 
 : Q S d� , ÷òî



 � �

�# 
 �$

� �

u f Q

u u Q

u TD

div â

â

íà





 � �




1

0 0

,

( ( )) ( ( )) ,

( , ),!

n f T

j x t u j x t u

N

N N N T T T

� �

� �" � �"
2 0íà ! ( , ),

( , , , ), ( , , , )
 � 
 	 íà

íà

!

 
C T

u u u u

�

� 
 �

�

�

�
�
�

�

�
�
�

( , ),

( ) , ( ) .

0

0 00 1

(28)

Äëÿ âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêè òàêîé çàäà÷è ïîëîæèì

H L R d
0 2� ( ; ) , H L S d0 2� ( ; ) ,

H u H u H H R d
1 0 0

1� � � �{ }| ( ) ( ; )�  , V H D0 1 0� � �{ íà }� �| ! .

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ãðèíà, îïðåäåëåíèå ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà [13, 14], ïðè

ñîîòâåòñòâóþùåé ãëàäêîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ (ïîäðîáíåå ñì. [4, 12]), ìîæíî

ïîëó÷èòü [4, 12] âàðèàöèîííóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è (28) íà ïîèñê òàêèõ

u T V: [ , ]0 � è 
 : [ , ]0 0T H� , ÷òî

{� 

 � � �

� ��

u t t

j x t u

V H

N N N

Ñ

( ), ( ( ), ( ))

( ( , , , ; )

� 
 � �

� �

0 0

0

!

j x t u d x

f t V

T T T

V

0

00

( , , ; ; )) ( )

( ),

� 	

� �

! 



 � � �äëÿ âñåõ è ï.â. t T

u u u u

�

� 
 �

�

�

�
�
�

�

�
�
�

[ , ],

( ) , ( ) ,

0

0 00 1

(29)

ãäå � � � �f t f t f t
V H L RN

d( ), ( ( ), ) ( ( ), )
( ; )

� � �
0 0 2

1 2 !
äëÿ âñåõ ��V0 è ï.â. t .

Ïóñòü V L T V� 2 00( , ; ) , W w V w V� � 
 � �{ }| è � �: ( ; ) : ( ; )/H R Z H Rd d !� � �0
1 2

� L Rd
2( ; )! — îïåðàòîð ñëåäà, �� ( / ; )1 2 1 . Îòîáðàæåíèÿ A V V: ,�

�
2

B V V0 0 0: � � îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

[ ( , ), ] sup{( , ( )) | , ( ) ( , , ( (A t u d d V d t u
H0 0

0
� � � ��

�� � �#� � � )))}, t S� , u V, �� 0 ,

A u d V d t A t y t( ) | ( ) ( , ( ))� � ��{ 0 äëÿ ï.â. t S� }, u V� ,

� � � $ � � �B u x t u u V t TV H0 00 0
0, ( ( , , ( )), ( )) , , [ , ]� � � � � .

Çäåñü [ ( , ), ]A t u � � — âåðõíÿÿ îïîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà A t u V( , )� �
0 . Ôóíêöè-

îíàë J T L R K RC
d: [ , ] ( ; )0 2� � �! îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

J t j x t x j x t x d x

C

N N T T( , , ) ( ( , , ( ), ) ( , , ( ), )) ( )� � � � � 	� ��
!

! ,
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äëÿ t T�[ , ]0 , ��L RC
d

2 ( ; )! è � � 	� �( , ) K , à C Z K C Z: ( )� � �
� òàê:

C u d Z d t J t u t( , ) | ( ) ( ( , ( ), ))� � � �� � � "� �{ äëÿ ï.â. t T�[ , ]0 },

ãäå �� — ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ê � . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè çàäà÷ó íà ïîèñê

òàêèõ u V u W� 
 �, , ÷òî


 � 
 � � �

� 
 �

�
�
�

u A u Bu C u f

u u u u

( ) ( , ) ,

( ) , ( ) .

�

0 00 1

(30)

Ìîæíî ïîêàçàòü (ïîäðîáíåå ñì. [4, 12]), ÷òî êàæäîå ðåøåíèå çàäà÷è (30) ÿâëÿåò-

ñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (29). Òàêèì îáðàçîì, íàêëàäûâàÿ íà ïàðàìåòðû çàäà÷è (28)

òàêèå óñëîâèÿ, ÷òîáû îòîáðàæåíèÿ A B C, , óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèÿ òåîðåì 1–3

(ïîäðîáíåå ñì. [1, 2, 3, 5, 12]), ïîëó÷èì ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ

ñâîéñòâ ðàçðåøàþùåãî îïåðàòîðà çàäà÷è (30), â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ (27). Çàìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ â äàííîé ðàáîòå ñõåìà èññëåäîâà-

íèÿ) ïî ñðàâíåíèþ ñ ñóùåñòâóþùèìè ïîäõîäàìè [1, 2, 3, 5, 12] ïîçâîëÿåò, íà-

ïðèìåð, îñëàáëÿòü òåõíè÷åñêîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé «�»-êîýðöèòèâíîñòè íà

«�»-êîýðöèòèâíîñòü, îáîáùåííîé ïñåâäîìîíîòîííîñòè íà w�0
-ïñåâäîìîíîòîí-

íîñòü è ò.ï. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî êîíêðåòíûå êëàññû äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-

òîðîâ ïñåâäîìîíîòîííîãî òèïà, âîçíèêàþùèõ â çàäà÷å (28), äåòàëüíî ðàññìîòðå-

íû â [1–14] (ñì. ðàáîòû è ññûëêè íà èñòî÷íèêè).
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