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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðè èññëåäîâàíèè íåëèíåàðèçèðîâàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ãåîôèçè÷åñ-

êèõ è ñîöèîýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ïîëåé, êîòîðûå ñîäåðæàò äèôôåðåíöè-

àëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ñ ìíîãîçíà÷íîé èëè ðàçðûâíîé

çàâèñèìîñòüþ ìåæäó îïðåäåëÿþùèìè ïàðàìåòðàìè çàäà÷è, ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ

ìåòîä ñâåäåíèÿ òàêèõ îáúåêòîâ ê äèôôåðåíöèàëüíî-îïåðàòîðíûì âêëþ÷åíèÿì

è ýâîëþöèîííûì ìóëüòèâàðèàöèîííûì íåðàâåíñòâàì â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñò-

ðàíñòâàõ [1–20]. Ïðè òàêîì ïîäõîäå óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû èñõîäíîé çàäà÷è ãà-

ðàíòèðóþò êîíêðåòíûå ñâîéñòâà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé

è îïåðàòîðîâ Íåìûöêîãî â ïîðîæäåííîé çàäà÷å. Ïîñëåäíèå èññëåäîâàíèÿ â ýòîì

íàïðàâëåíèè ïîçâîëÿþò íàõîäèòü ðåøåíèå äëÿ òàêèõ çàäà÷ ïðè íååñòåñòâåííî

æåñòêèõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèè âçàèìîäåéñòâèÿ èñõîäíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ðàâ-

íîìåðíîé êîýðöèòèâíîñòüþ, ãëàäêîñòüþ, ëèíåéíîñòüþ (ñì. ðàáîòû À.À. Òîëñòî-

íîãîâà, Þ.È. Óìàíñêîãî, Â. Áàðáþ, Â.Ñ. Ìåëüíèêà, È.Â. Ñêðèïíèêà, N.S. Papa-

georgiou, À.Ã. Áàñêàêîâà, Â.Â. Îáóõîâñêîãî è äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ). Òàêèì îáðà-

çîì, àäåêâàòíîå îñëàáëåíèå ýòèõ óñëîâèé ÿâëÿåòñÿ, áåçóñëîâíî, àêòóàëüíîé

çàäà÷åé. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèè âàæíûõ ôóíêöèîíàëüíî-òîïîëîãè-

÷åñêèõ ñâîéñòâ ðàçðåøàþùåãî îïåðàòîðà äèôôåðåíöèàëüíî-îïåðàòîðíûõ âêëþ÷åíèé

è ìóëüòèâàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ, îáîñíîâàíèè âûñîêîòî÷íûõ àëãîðèòìîâ ïîèñêà

ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå ïðîáëåìû. Îíè ñâÿçàíû ñ èçó÷åíèåì

íîâûõ êëàññîâ ýíåðãåòè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé è îïåðàòîðîâ Íåìûöêîãî äëÿ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ èç èñõîäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, èññëåäîâàíèåì ñòðóê-

òóðû ñîîòâåòñòâóþùèõ ôàçîâûõ è ðàñøèðåííûõ ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ, äîêàçà-

òåëüñòâîì íîâûõ òåîðåì âëîæåíèÿ è àïïðîêñèìàöèè, òåîðåì î áàçèñå äëÿ òàêèõ

ïðîñòðàíñòâ, îáîáùåíèåì òåîðåìû Êè Ôàíÿ äëÿ ìóëüòèñòðàòåãèé, ðàçðàáîòêîé

íåêîýðöèòèâíîé òåîðèè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-îïåðàòîðíûõ âêëþ÷åíèé ñ îòîáðà-

æåíèÿìè ïñåâäîìîíîòîííîãî òèïà.

ÊËÀÑÑÛ ÌÍÎÃÎÇÍÀ×ÍÛÕ ÊÂÀÇÈÌÎÍÎÒÎÍÍÛÕ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÉ

Ðàññìîòðèì êëàññû ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé êâàçèìîíîòîííîãî òèïà. Â ïðèëî-

æåíèÿõ òàêèå îòîáðàæåíèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò êàê ýíåðãåòè÷åñêèå

ðàñøèðåíèÿ è îïåðàòîðû Íåìûöêîãî äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ èç ìàòåìàòè-

÷åñêèõ ìîäåëåé øèðîêîãî êëàññà ãåîôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ïîëåé, êîòîðûå ñîäåð-

æàò, â ÷àñòíîñòè, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ñ ìíî-

ãîçíà÷íîé èëè ðàçðûâíîé íåëèíåéíîñòüþ è íåëèíåéíîé íåìîíîòîííîé (â îáùåì

ñëó÷àå) ãëàâíîé ÷àñòüþ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà. Êëàññû äèôôåðåíöèàëüíûõ

îïåðàòîðîâ, «ðàñøèðåíèÿ» êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò òîìó èëè èíîìó ñâîéñòâó, äå-

òàëüíî ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ Z. Liu, Z. Denkowsky, S. Migorsky, Ì.Ç. Çãóðîâñêîãî,

Â.Ñ. Ìåëüíèêà, Õ. Ãàåâñêîãî, Ê. Ãðåãåðà, Ê. Çàõàðèàñà, P. Panagiotopoulos, Æ.-Ë. Ëè-

îíñà, Ã. Äþâî è äð.
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Ïóñòü X — äåéñòâèòåëüíîå ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, X * — åãî

òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííîå, � � � �� � �, :X X X � — êàíîíè÷åñêàÿ äâîéñòâåííîñòü

ìåæäó X è X � , 2X �
— ñîâîêóïíîñòü âñåõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà

X � , îòîáðàæåíèå A X X: �
�

2 — ìíîãîçíà÷íîå. Ðàññìîòðèì âåðõíþþ è ñîîòâåò-

ñòâåííî íèæíþþ îïîðíóþ ôóíêöèþ

[ ( ), ] sup , , [ ( ), ] inf ,
( ) ( )

A y d A y d
d A y

X
d A y

� � � ��
	



	

� � � � � � X ,

ãäå y X, �	 . Ïóñòü òàêæå

|| ( ) || sup || || , || ( ) || inf || |
( ) ( )

A y d A y d
d A y

X d A y�
	



	

� �� |
X � .

Ñâîéñòâà òàêèõ îòîáðàæåíèé äåòàëüíî èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ Ì.Ç. Çãóðîâñêîãî,

Â.Ñ. Ìåëüíèêà è èõ ó÷åíèêîâ [1–4].

Äàëåå ñëàáóþ ñõîäèìîñòü îáîçíà÷èì êàê «
w

� �� ». Îáîçíà÷èì C X� ( )* ñîâî-

êóïíîñòü âñåõ íåïóñòûõ çàìêíóòûõ âûïóêëûõ îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ èç ïðî-

ñòðàíñòâà X �.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå A X X: �
�

2 íàçûâàåòñÿ:


 ìîíîòîííûì, åñëè [ ( ), ] [ ( ), ]A y y y A y y y1 1 2 2 1 2
 � 

 � � 	y y X1 2, ;


 � 
( )-êîýðöèòèâíèì, åñëè
[ ( ), ]

|| ||

( )
A y y

y X

� 

� �� ïðè || ||y X ��� ;


 õåìèíåïðåðûâíûì (ñâåðõó), åñëè ôóíêöèÿ X x A x y� �� [ ( ), ] ïîëóíåïðå-

ðûâíà ñâåðõó íà X äëÿ ëþáîãî y X	 .

Ïóñòü W — íåêîòîðîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, íåïðåðûâíî âëîæåííîå

â X , Y — ðåôëåêñèâíîå èëè ñåïàðàáåëüíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, Y � —

ñîïðÿæåííîå ê íåìó, U — íåïóñòîå, âûïóêëîå, *-ñëàáî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â Y * .

Ðàññìîòðèì ïàðàìåòðèçèðîâàííîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå A X U X: � �
� .

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå A X U C X: ( )� � �
� íàçûâàåòñÿ:


 � 0 -êâàçèìîíîòîííûì íà W U� , åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{ }y a W Un n n, � � �0 òàêîé, ÷òî y yn
w� �� 0 â W, a an � 0 �-ñëàáî â Y � ,

d dn
w� �� 0 â X * ïðè n ��� , ãäå d A y an n n	 ( , ) � �n 1, èç íåðàâåíñòâà

lim ,
n

n n Xd y y
��

� 
 � �0 0 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{ } { }y d y dn n k n n nk k
, ,� ��

1 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

lim , [ ( , ), ]
k

n n Xd y w A y a y w
k k

��

� 
 � � 
0 0 0 � 	w X ;


 îãðàíè÷åííûì, åñëè äëÿ êàæäîãî L � 0 ñóùåñòâóåò òàêîå l � 0, ÷òî

� 	 � � � ��{ }y u X U y L u L A y u lX U, : || || , || || || ( , ) || .

Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå A X U C X: ( )� � �
� óäîâëåò-

âîðÿåò ñâîéñòâó S k íà W U� : åñëè èç òîãî, ÷òî y yn � 0 ñëàáî â W, U u u Un� � 	0

�-ñëàáî â Y � , d dn � �-ñëàáî â X * (d A y un n n	 ( , ) � �n 1), è èç òîãî, ÷òî

� 
 � �d y yn n X, 0 0 ïðè n �� , ñëåäóåò d A y u	 ( , )0 0 .

Îïðåäåëåíèå 4. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå A X U C X: ( )� � �
� óäîâëåò-

âîðÿåò ñâîéñòâó ( )� íà X U� : åñëè äëÿ ëþáîãî k � 0, ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíî-
æåñòâà B X U� � , ëþáîãî y X0 	 è äëÿ íåêîòîðîãî ñåëåêòîðà d A	
( ( , ) ( , )d y u A y u	 � 	( , )y u B), ñâÿçàííûõ ñîîòíîøåíèåì � 
 � �d y u y y kX( , ), 0
� 	( , )y u B , ñóùåñòâóåò òàêîå C � 0, ÷òî || ( , ) ||d y u C

X � � � 	( , )y u B .
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Ñ êàæäûì ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì A X C X: ( )� �
� ñâÿæåì îòîáðàæåíèå

A X U C X: ( )� � �
� , A y u A y( , ) ( )� , y X	 , u U	 .

Îïðåäåëåíèå 5. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå A X C X: ( )� �
� óäîâëåòâîðÿåò

ñâîéñòâó S k íà W (ñâîéñòâó ( )� ), åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå

A X U C X: ( )� � �
� óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó S k íà W U� (ñâîéñòâó ( )� íà X U� ).

Îïðåäåëåíèå 6. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå A X C X: ( )� �
� íàçûâàåòñÿ:


 � 0 -ïñåâäîìîíîòîííûì íà W (W�0
-ïñåâäîìîíîòîííûì), åñëè ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå îòîáðàæåíèå A X U C X: ( )� � �
� � 0 -êâàçèìîíîòîííîå íà W U� ;


 îãðàíè÷åííûì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå A X U X: � �
� îãðàíè-

÷åííîå.

Êëàññû òàêèõ îòîáðàæåíèé äåòàëüíî èçó÷åíû â ðàáîòàõ [1–20].

ÏÀÐÀÌÅÒÐÈÇÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÌÓËÜÒÈÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÛÅ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ
Ñ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈßÌÈ ÒÈÏÀ Sk

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàëüíî-òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ðàçðåøàþùåãî îïåðàòîðà

äëÿ êëàññà ìóëüòèâàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ,

êîòîðûå îïèñûâàþò ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè íåëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ãåîôèçè-

÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ïîëåé ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, ñîäåðæàùèõ äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ñ ðàçðûâíîé è ìíîãîçíà÷íîé çàâèñèìîñ-

òüþ ìåæäó îïðåäåëÿþùèìè ïàðàìåòðàìè èñõîäíîé çàäà÷è. Äëÿ ìíîãîçíà÷íîãî

îòîáðàæåíèÿ A X U X: � �
� , íåïóñòîãî çàìêíóòîãî â ïðîñòðàíñòâå X âûïóêëîãî

ìíîæåñòâà K è âûïóêëîãî ôóíêöèîíàëà �: K �� ïàðàìåòðèçèðîâàííûì ìóëüòè-

âàðèàöèîííûì íåðàâåíñòâîì íàçîâåì îáúåêò

[ ( , ), ] ( ) ( ) ,A y u y y f y KX� � � � � �
 � 
 � � 
 � � 	� , (1)

ãäå f X	 � , u U	 .

Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ u U	 , f X	 � â êà÷åñòâå K u f( , ) îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü

ðåøåíèé îïåðàòîðíîãî íåðàâåíñòâà (1) èç ìíîæåñòâà K .

Â [1, 4, 13, 18] ðàçðàáàòûâàåòñÿ ìíîãîçíà÷íûé ìåòîä øòðàôà äëÿ ìóëüòèâàðèà-

öèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ îòîáðàæåíèÿìè òèïà S k è � 0 -êâàçèìîíîòîííûìè îòîáðàæå-

íèÿìè, èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ðàçðåøàþùåãî îïåðàòîðà. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî

êîãäà ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî âëîæåíî â íåêîòîðîå ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî

ïðîñòðàíñòâî W, K X� , ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå A X U X: � �
� óäîâëåòâîðÿåò

ñâîéñòâó S k , ôóíêöèîíàë �:W �� — âûïóêëûé, ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó,

u un � �-ñëàáî â Y �, f fn � ñèëüíî â X � , òî

n m n

m m
w

K u f K u f

� �

�
1

� � ( , ) ( , ) , ãäå

Q w — ñëàáîå çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Q X� â X .

Áîëåå òîãî, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå u U	 , ÷òî îòîáðàæåíèå X y A y u� � ( , ) ÿâ-

ëÿåòñÿ �-êîýðöèòèâíûì è îãðàíè÷åííûì, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî f X	 � ìíîæåñòâî

K u f( , ) íåïóñòîå è ñëàáî çàìêíóòîå â X .

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ êîýôôèöèåíòàìè ãëàâ-

íîé ÷àñòè ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå íà ãðàíèöå â êëàññå îáîá-

ùåííî ñîëåíîèäàëüíûõ óïðàâëåíèé. Ïóñòü n � 2, � � �
n — îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü

ñ äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíîé ãðàíèöåé �, X H�
0
1 ( )� — äåéñòâèòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Ñî-

áîëåâà, X H� 
� 1 ( )� , ( , ) ( )u L�
2 �

— ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â W W L� �� 2 ( )� ,

(( , ))u � — ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H
0
1 ( )� , a b� — ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòî-

ðîâ a b n, 	� , || || (( , ))
( )

u u u
H 0

1 �
� , u X	 . Ïóñòü òàêæå � �1 2, — çàäàííûå ôóíê-
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öèè èç L� ( )� òàêèå, ÷òî

� �1 2( ) ( )x x� ïî÷òè âñþäó (ï.â.) â � . (2)
Ïîëîæèì

U u x
u u L i j n

x u
ij i j n

ji ij

i
0 1

1

1
� �

� 	 � �

�� �
�

� [ ( )]
( ) , , ,

( )
,

�

� j x x i j n( ) ( ) , ,� � �

�
�
�

��

�
�
�

��� 2 1ï.â. â �
.

Ìíîæåñòâî U0 ñîñòîèò èç ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûõ ñèììåòðè÷íûõ êâàäðàò-

íûõ ìàòðèö. Ïóñòü òàêæå Y L n n� �[ ( )]1 � . Òîãäà Y L n n* [ ( )]� �
�� . Ðàññìîòðèì

ìíîæåñòâî

V L i nn
n n

i� � 	 � � ��
�{ div }� [ , , , ] [ ( )] : , , ,u u u u1 2 0 1 2� �� .

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûé ïàðàìåòð � ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè

� 	V U� 0 . Ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ ïàðàìåòðîâ îáîçíà÷èì êàê U. Ìíîæåñòâî

U ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíîå â �-ñëàáîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà [ ( )]L n n
�

�� . Ðàñ-

ñìîòðèì îïåðàòîð A X U X: � � � ,

A y x y
x

u x
y

xii j

n

ij
j

( , ) ( ( ) ) ( )

,

� �� 
  � 

!

!

!

!

"

#

$
$

%

&

'
�
(div

1
'

.

Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå A X U X: � � � óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó S k . Çà

ñ÷åò (2) êàê A, òàê è 
A íå ÿâëÿþòñÿ �-êâàçèìîíîòîííûìè â îáùåì ñëó÷àå. Áîëåå

òîãî, ïîëîæèâ � ( ) ( , ) |y A y U� 	{ }� � , y X	 , ïîëó÷èì îãðàíè÷åííîå ìíîãîçíà÷-

íîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó S k , íî íå ÿâëÿåòñÿ �-ïñåâäîìî-

íîòîííûì; 
A òàêæå íå �-ïñåâäîìîíîòîííî. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, êîòîðîå îáåñïå-

÷èâàåò �-êîýðöèòèâíîñòü � , èìååò, íàïðèìåð, òàêîé âèä:

) �� 0: äëÿ ïî÷òè âñåõ x x x	 � �� � � �2 1 0( ) , ( ) . (3)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3) � íå ÿâëÿåòñÿ 
-êîýðöèòèâíûì.

Ðàññìîòðèì âûïóêëûé ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó ôóíêöèîíàë � : � �� òàêîé,

÷òî �( ) ( )u L	 1 � äëÿ âñåõ u W	 . Â êà÷åñòâå * : � �� îáîçíà÷èì ñóáäèôôåðåíöè-

àë �. Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ f X	 * è � � 	� �[ ( )] ,u x Uij i j n1 ðàññìîòðèì çàäà÷ó



!

!

!

!

"

#

$
$

%

&

'
'
� �

�
(

x
u x

y

x
y x f x

ii j

n

ij
j,

( ) ( ( )) ( )

1

* äëÿ ïî÷òè âñåõ x	� ,

y x( ) � 0 ï.â. íà �.

Ìíîæåñòâî îáîáùåííûõ ðåøåíèé òàêîé çàäà÷è îáîçíà÷èì êàê K f X( , )� � .

Â ýòîì ñëó÷àå èìåþò ìåñòî âñå ïðèâåäåííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñóùåñòâåííî îáîáùàþò ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû èç

ðàáîò À.À. Êîâàëåâñêîãî, Â.Å. Êàïóñòÿíà, Î.Ï. Êîãóò, À.À. Ïàíêîâà, Z. Denkowski,

S. Migorski, D. Bucur è äðóãèõ, ïîçâîëÿÿ îñëàáèòü óñëîâèå 
-êîýðöèòèâíîñòè íà

�-êîýðöèòèâíîñòü, óñëîâèå � 0 -ïñåâäîìîíîòîííîñòè è çàìêíóòîñòè ãðàôèêà —

íà óñëîâèå S k è � 0 -êâàçèìîíîòîííîñòü, óñëîâèå îäíîçíà÷íîñòè îïåðàòîðà øòðà-

ôà — íà ìíîãîçíà÷íîñòü â îáùåì ñëó÷àå.

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎ-ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÛÅ ÂÊËÞ×ÅÍÈß
Â ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÌÅÐÍÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ

Â ðàáîòàõ [1–3, 11–20] êîíñòðóêòèâíî èçó÷àþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíî-îïåðàòîðíûå

âêëþ÷åíèÿ ñ íåêîýðöèòèâíûìè îòîáðàæåíèÿìè âîëüòåððîâñêîãî òèïà, îïèñûâàþ-

ùèå íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè íåëèíåéíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ïî-

ëåé, â ÷àñòíîñòè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå òðåáóþò ðàçðàáîòêè
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ñîîòâåòñòâóþùåé íåêîýðöèòèâíîé ñõåìû èññëåäîâàíèÿ è âûñîêîòî÷íûõ àëãîðèò-

ìîâ ïîèñêà ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé. Ïóñòü ( ; ; )V H Vi i
� — ýâîëþöèîííûå òðîéêè

òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà *� � +V V V1 2 , * ïëîòíî â ïðîñò-

ðàíñòâàõ V, V1, V2 è H,

X L S H L S H L S V L S Vr r p p� + + +
1 2 1 21 2( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ),

X L S V L S V L S H L S Hq q r r
� � �� � � �

1 2 2 11 2( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )
' '

,

W y X y X� 	 , 	 �{ | },

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íîðìàìè, ïðè ïðåäïîëîæåíèè 2 0 1 2� � - ��p r r: max ,{ } ,

1- � - � �p ri i , q ri i� �' 1, p q r ri i i i

 
 
 
� � � �1 1 1 1 1' , i �1 2, . Îòìåòèì, ÷òî � �� �, -ñïà-

ðèâàíèå íà X X� � ñîâïàäàåò ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â H L S H1 2� ( ; ) íà

H X1 � . Â ðàáîòàõ [1, 2] èçó÷àþòñÿ ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà ââåäåííûõ ôàçîâûõ

ïðîñòðàíñòâ è ðàñøèðåííûõ ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ îáîáùåííûõ ðåøåíèé äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé è ìóëüòèâàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ, êîòîðûå îïèñûâàþò

ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè íåëèíåéíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ è ñîöèîýêîíîìè÷åñêèõ ïðî-

öåññîâ è ïîëåé.

Îïðåäåëåíèå 7. Îòîáðàæåíèå A X X: �
� íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì òèïà Âîëü-

òåððû, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ u Y, �	 , t T	 ( , ]0 èç ðàâåíñòâà u s s( ) ( )� � äëÿ ïî÷òè

âñåõ s t	[ , ]0 ñëåäóåò, ÷òî [ ( ), ] [ ( ), ]A u At t� � �� �� � 	� t X òàêèõ, ÷òî � t s( ) � 0 äëÿ

ïî÷òè âñåõ s S t	 \ [ , ]0 .

Â êà÷åñòâå H X( )� îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ X � ñ òàêèì ñâîé-

ñòâîì: B H X	 �( ), åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E S� è ïðîèç-

âîëüíûõ u B, �	 âûïîëíÿåòñÿ u u BE� 
 	( )� � . Çäåñü è äàëåå äëÿ d X	 �

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî V	 òàêîå, ÷òî V V	 � 1,

V V	 � 2 íåïðåðûâíî è ïëîòíî,V H	 � êîìïàêòíî è ïëîòíî. Äëÿ i �1 2, ïîëîæèì

X L S H L S V X X Xi r pi i, , ,( ; ) ( ; ) ,	 	 	 	 	� + � +1 2 ,

X L S H L S V X X Xi r qi i, , ,'
( ; ) ( ; ) ,	 	 	 	 	

� � � � �� � � �1 2 ,

W y X y X W W Wi i i, , , ,| ,	 	 	 	 	� 	 , 	 � +�{ } 1 2 .

Äëÿ ìíîãîçíà÷íîãî (â îáùåì ñëó÷àå) îòîáðàæåíèÿ A X X: �
� ðàññìàòðèâàåòñÿ

, � �

� 	 �

�
�
�

u A u f

u a u W C S H

( ) ,

( ) , ( ; ),0
(4)

ãäå a H	 è f X	 �— ïðîèçâîëüíûå ôèêñèðîâàííûå ýëåìåíòû.

Â ðàáîòå [20] äîêàçàíî, ÷òî êîãäà a � 0, âëîæåíèå V H� — êîìïàêòíî,

A X C X H X: ( ) ( )� +� �
� — îãðàíè÷åííîå îòîáðàæåíèå òèïà Âîëüòåððû, ÷òî

óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó S k íà W	 , äëÿ íåêîòîðîãî � � 0 îòîáðàæåíèå A I� � �-êî-

ýðöèòèâíî, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî f X	 * ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøå-

íèå (4), êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòîäîì Ôàýäî–Ãàëåðêèíà.

Åñëè a . 0, òî óñëîâèå êîýðöèòèâíîñòè íåîáõîäèìî óñèëèòü: äëÿ íåêîòîðûõ

� A � 0 è c � 0 èìååì

[ ( ), ] || ( ) || || ||

|| ||

A y y c A y y

y

A Y

X

� �
 �
� ��

�
2

ïðè || ||y X ��� .
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Â ðàáîòàõ [1, 2, 11–14] ðàññìîòðåíû òàêæå ìåòîä Äóáèíñêîãî è ìåòîä êîíå÷-

íûõ ðàçíîñòåé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-îïåðàòîðíûõ âêëþ÷åíèé ñ îòîáðàæåíèÿìè

âîëüòåððîâñêîãî òèïà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðèëîæåíèÿìè ê ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäå-

ëÿì íåëèíåéíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, â ÷àñòíîñòè ê äèíàìè÷åñêèì êîíòàêò-

íûì çàäà÷àì.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü � � �
n ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé

ãðàíèöåé !� , S T� [ , ]0 , Q T� �� ( ; )0 , � �T T� ! � ( ; )0 . Äëÿ a b, 	� ïîëîæèì

[ , ] ( ) | [ , ]a b a b� � 
 	{ }� � �1 0 1 . Ïóñòü � �, : � �� — òàêèå äåéñòâèòåëüíûå ôóíê-

öèè, ÷òî 
 � � � � �C s s s C s( | | ) ( ) ( ) ( | | )1 1� � � 	s � äëÿ íåêîòîðîãî C � 0. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî � ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó è � ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó.

Ïóñòü V H�
0
1 ( )� — äåéñòâèòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà, V H� 
� 1 ( )� —

åãî ñîïðÿæåííîå, H L� 2 ( )� , X L S V� 2 ( ; ) , a H	 , f X	 �. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ

çàäà÷ó:

!

!
� 
 �

y x t

t
y x t y x t y x t y x t

( , )
[ ( , ), ( , )] [ ( ( , )), ( ( , ))]/ / � � �

�

�

�

�

�
�

�

�
�

f x t Q

y x a x

y x t T

( , ) ,

( , ) ( ) ,

( , ) .

â

â

â

0

0

�

�

(5)

Ïðè ïåðå÷èñëåííûõ óñëîâèÿõ çàäà÷à (5) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî îáîáùåííîå

ðåøåíèå y W	 .

Â ðàáîòàõ [2, 9, 16, 17, 20] èçó÷åíû ôóíêöèîíàëüíî-òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà

ðàçðåøàþùåãî îïåðàòîðà ýâîëþöèîííîãî âêëþ÷åíèÿ ñ îòîáðàæåíèÿìè òèïà S k è

w�0
-êâàçèìîíîòîííûìè îòîáðàæåíèÿìè, èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü ìíîæåñòâà ðå-

øåíèé îò ôóíêöèîíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðîäåìîí-

ñòðèðîâàíû íà ïðèìåðå äèíàìè÷åñêîé êîíòàêòíîé çàäà÷è ñ íåëèíåéíûì òðåíèåì.

Ïóñòü Y — ðåôëåêñèâíîå èëè ñåïàðàáåëüíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, Y �—

ñîïðÿæåííîå ê íåìó, U — íåïóñòîå, âûïóêëîå, �-ñëàáî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â Y � ,

A X U X: � �
� — ìíîãîçíà÷íîå (â îáùåì ñëó÷àå) îòîáðàæåíèå. Äëÿ ôèêñèðîâàí-

íûõ f X	 �, u U	 , a H	 îáîçíà÷èì K f a u( , , ) ñîâîêóïíîñòü ðåøåíèé çàäà÷è

, � �

� 	 �

�
�
�

y A y u f

y a y W C S H

( , ) ,

( ) , ( ; ).0

Êîãäà A X U C X: ( )� � �
� — îãðàíè÷åííîå � 0 -êâàçèìîíîòîííîå íà W U� îòîá-

ðàæåíèå, { }f a u y X H U Wm m m m m, , , �
�� � � �1 : f fm � ñèëüíî â X �, a am �

ñèëüíî â H, u um � � -ñëàáî â Y �, y ym � ñëàáî â X ïðè m��� è � �m 1

y K f a um m m m	 ( , , ), äîêàçàíî, ÷òî y K f a u	 ( , , ) .

Ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî êîãäà ïðîñòðàíñòâîVi , i �1 2, , — ðàâíîìåðíî âûïóêëîå, âëî-

æåíèåV H� — êîìïàêòíîå, A X U C X H X: ( ) ( )� � +� �
� — îãðàíè÷åííîå îòîáðà-

æåíèå, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó S k íà W U� , äëÿ êàæäîãî u U	 îòîáðàæåíèå

A u( , )� ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì òèïà Âîëüòåððû, { }f a u y X H U Wm m m m m, , , �
�� � � �1 :

f fm � ñèëüíî â X � , a am � ñèëüíî â H, u um � �-ñëàáî â Y � , y ym � ñëàáî â X

ïðè m��� è � �m 1 y K f a um m m m	 ( , , ) , òî y K f a u	 ( , , ) .

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îáîáùàþò òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ñî-

îòâåòñòâóþùèìè ðåçóëüòàòàìè èç ðàáîò N.S. Papageorgiou, Z. Denkowski, S. Mig-

´orski, Q.H. Ansari, S. Carl, D. Motreanu è äðóãèõ, ïîçâîëÿÿ îñëàáèòü óñëîâèå 
-êî-

ýðöèòèâíîñòè íà îñëàáëåííóþ �-êîýðöèòèâíîñòü, óñëîâèå îáîáùåííîé ïñåâäîìî-

íîòîííîñòè — íà w�0
-ïñåâäîìîíîòîííîñòü èëè óñëîâèå S k , óñëîâèå
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îãðàíè÷åííîñòè — íà «êâàçèîãðàíè÷åííîñòü» è èññëåäîâàòü ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ íå-

êîòîðûå ôóíêöèîíàëüíî-òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ðàçðåøàþùåãî îïåðàòîðà äëÿ òà-

êèõ çàäà÷. Ðåçóëüòàòû äàííîãî ðàçäåëà âìåñòå ñ òåîðåìàìè èç ðàáîò [1–20] îõâàòû-

âàþò íîâûå êëàññû äèôôåðåíöèàëüíî-îïåðàòîðíûõ âêëþ÷åíèé ñ ìíîãîçíà÷íûìè

îòîáðàæåíèÿìè òèïà S k .

ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÛÅ ÌÓËÜÒÈÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÛÅ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ
Ñ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈßÌÈ ÏÑÅÂÄÎÌÎÍÎÒÎÍÍÎÃÎ ÒÈÏÀ

Â ðàáîòàõ [1, 3, 5, 10, 13–15, 19] ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëàáûå è ñèëüíûå ðåøåíèÿ

ýâîëþöèîííûõ ìóëüòèâàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ �-êîýðöèòèâíûìè îòîáðàæåíè-

ÿìè. Ðàññìîòðåíû ïðèìåðû îäíîñòîðîííèõ çàäà÷ è çàäà÷ ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé

ñ äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì òèïà Ëåðå–Ëèîíñà, êîòîðûå äåìîíñòðèðóþò

ïîëó÷åííûå îáîáùåíèÿ.

Ïóñòü * — ñåïàðàáåëüíîå ëîêàëüíî âûïóêëîå ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî, *� — åãî òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííîå, ( , )f � — ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-

íèå (êàíîíè÷åñêîå ñïàðèâàíèå) ýëåìåíòîâ f 	 �* è �	*. Ïóñòü çàäàíû òðè ïðîñò-

ðàíñòâà — V H, , V � , ïðè÷åì âëîæåíèÿ * *� � �V , * *� � �H , * *� �� �V íå-

ïðåðûâíûå è ïëîòíûå; H — ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, V — ñåïàðàáåëüíîå

ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, V � — ñîïðÿæåííîå ê V ïðîñòðàíñòâî. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî *— ïëîòíîå â ïðîñòðàíñòâå V V+ �. Ïóñòü çàäàíî ñåìåé-

ñòâî îïåðàòîðîâ { }G s
s

( ) �0
òàêîå, ÷òî { }G s s( ) �0 — íåïðåðûâíàÿ ïîëóãðóïïà íà

V H V, , ,� || ( ) || ( ; )G s L H H �1� �s 0, 
0— èíôèíèòåçèìàëüíûé ãåíåðàòîð ïîëóãðóï-

ïû { }G s s( ) �0 ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D V( ; )0 (ñîîòâåòñòâåííî D H( ; )0 èëè

D V( ; )0 � ) â V (ñîîòâåòñòâåííî â H èëè V � ). Ïîëîæèì

D V V V
w w D V V

( ; , )
( , ) ( ; )

0
0 0�
� � �

� 	
� +

�
� íåïðåðûâíà íà â òîïîëîãèè

èíäóöèðîâàííîé èç ïðîñòðàíñòâà

, .

V

�
�
�

��

�
�
�

��

Â ñëó÷àå, êîãäà V íå ñîäåðæàòñÿ â H, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

V D V+ �( ; )0 ïëîòíîå â D V V( ; , )0 � ,

V D V+ � �( ; )0 ïëîòíîå â D V V( ; , )0� � .

Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì èç V

òàêèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî �	K ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � j K D	 + ( )0 òàêàÿ,

÷òî � �j � â V è lim ( , )
j

j j
��


 �0� � � 0; ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå A V C V: ( )� �
�

ÿâëÿåòñÿ � 0 -ïñåâäîìîíîòîííûì íà V, ëîêàëüíî êîíå÷íîìåðíî îãðàíè÷åííûì, îíî

óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó (�) è äëÿ íåêîòîðîãî y K D0 	 + ( )0
[ ( ), ]

|| ||

A y y y

y V



� ���0 ïðè || ||y V �� ; � �: ( )V C V� � ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì,

îãðàíè÷åííûì, õåìèíåïðåðûâíûì ñâåðõó ìíîãîçíà÷íûì îïåðàòîðîì «øòðàôà»,

êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó K , òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî f V	 � , ëþáîãî 
 � 0

çàäà÷à

0

0

y A y y f

y D


 
 







�� � �

	

�

�
�

��

( ) ( ) ,

( ),

1

(6)

èìååò ðåøåíèå. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }y D
 
 � ( )0 òà-

êàÿ, ÷òî:
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a) äëÿ êàæäîãî 
 � 0 y
 — ðåøåíèå çàäà÷è (6);

á) ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü { } { }y y
 
 
 
� òàêàÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðî-

ãî y V	 y y
 � ñëàáî â V;

â) y ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

( , ) [ ( ), ] ( , ) ( ),0 0� � � � �
 � 
 � 
 � 	 + 	�y A y y f y K D y K .

Ïî ñðàâíåíèþ ñ ñóùåñòâóþùèìè ðåçóëüòàòàìè â äàííîì íàïðàâëåíèè èññëå-

äîâàíèé ïðåäëîæåííûé ïîäõîä èìååò ñëåäóþùèå ïðåèìóùåñòâà: ìíîãîçíà÷íûé

ìåòîä øòðàôà ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü áîëåå øèðîêèé êëàññ àïïðîêñèìàöèîííûõ

çàäà÷, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ íàõîäÿò ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è; â ïðåäñòàâëåííûõ

òåîðåìàõ îñëàáëÿåòñÿ ñèëüíîå óñëîâèå 
-êîýðöèòèâíîñòè; ïîëó÷åíû íîâûå

àïðèîðíûå îöåíêè äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé èñõîäíîé

çàäà÷è.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äëÿ øèðîêîãî êëàññà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íåëèíåéíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ è ñîöèî-

ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ïîëåé, êîòîðûå ñîäåðæàò, â ÷àñòíîñòè, äèôôåðåíöè-

àëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ñ ðàçðûâíîé èëè ìíîãîçíà÷íîé çà-

âèñèìîñòüþ ìåæäó îïðåäåëÿþùèìè ïàðàìåòðàìè, â ðàáîòàõ [1–20] ðàçðàáîòàí

äèôôåðåíöèàëüíî-îïåðàòîðíûé ïîäõîä. Îáîñíîâàí ìíîãîçíà÷íûé ìåòîä øòðàôà

äëÿ ïàðàìåòðèçèðîâàííûõ ìóëüòèâàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ îòîáðàæåíèÿìè òè-

ïà S k è êâàçèìîíîòîííûìè îòîáðàæåíèÿìè; ðàçðàáîòàíà íåêîýðöèòèâíàÿ ñõåìà

èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèîííûõ âêëþ÷åíèé ñ ìíîãîçíà÷íûìè îòîáðàæåíèÿìè òèïà

S k â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ; èçó÷åíû ôóíêöèîíàëüíî-òîïîëîãè÷åñêèå ñâîé-

ñòâà ðàçðåøàþùåãî îïåðàòîðà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâà-

íû ïðè êîíñòðóêòèâíîì è êà÷åñòâåííîì èññëåäîâàíèè íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ

ðàçíîé ïðèðîäû, â ÷àñòíîñòè ïðè èçó÷åíèè äèíàìè÷åñêèõ êîíòàêòíûõ çàäà÷

ñ «íåëèíåéíûì òðåíèåì», ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïîëåé íåëèíåàðèçèðî-

âàííîé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè.
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