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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Àíàëèçèðóåì ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé çàâèñèìîñòåé, ñòðóêòóðèðîâàííûõ

àöèêëè÷åñêèìè îðèåíòèðîâàííûìè ãðàôàìè (ÀÎÃ-ìîäåëåé). Ðàçëè÷àþò òðè

îñíîâíûå ðàçíîâèäíîñòè ÀÎÃ-ìîäåëåé: áàéåñîâñêèå, ãàóññîâû è ãèáðèäíûå ñåòè.

Â áàéåñîâñêèõ ñåòÿõ ïåðåìåííûå — íîìèíàëüíûå (äèñêðåòíûå), à â ãàóññîâûõ

ñåòÿõ — äåéñòâèòåëüíûå (çàâèñèìîñòè — ëèíåéíûå). Â ãèáðèäíûõ ñåòÿõ èñïîëü-

çóþòñÿ îáà òèïà ïåðåìåííûõ. Ðåçóëüòàòû ñòàòüè ïðèìåíèìû êî âñåì ðàçíîâèä-

íîñòÿì ÀÎÃ-ìîäåëåé, ïîñêîëüêó áàçèðóþòñÿ òîëüêî íà îáùèõ ñâîéñòâàõ ýòèõ

ìîäåëåé — àöèêëè÷íîñòè îðãðàôà è êðèòåðèè d-ñåïàðàöèè.

Âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè çàâèñèìîñòåé íà îñíîâå ãðàôîâ — àêòóàëüíàÿ òåìà èñ-

ñëåäîâàíèé íà ñòûêå ìíîãîìåðíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà, àïïàðàòà ãðàôîâ, òåî-

ðèè èíôîðìàöèè è èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà. Ãðàôîâûå ìîäåëè çàâèñèìîñòåé —

ñòðîãèé ÿçûê ïðåäñòàâëåíèÿ çíàíèé î çàâèñèìîñòÿõ â óñëîâèÿõ íåïîëíîòû è íå-

îïðåäåëåííîñòè. Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûìè ÿâëÿþòñÿ ÀÎÃ-ìîäåëè. Ê äîñòîèíñòâàì

ÀÎÃ-ìîäåëåé îòíîñÿòñÿ êîìïàêòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèñòåì çàâèñèìîñòåé, ñïîñîá-

íîñòü îòîáðàæàòü ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûå ñâÿçè, òåñòèðóåìîñòü ëþáîãî ôðàãìåíòà

ìîäåëè è âû÷èñëèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü âåðîÿòíîñòíîãî âûâîäà îò ñâèäåòåëüñòâ

(â âåðîÿòíîñòíûõ ýêñïåðòíûõ ñèñòåìàõ) [1–6]. ÀÎÃ-ìîäåëè ïðèìåíÿþòñÿ â ðåøå-

íèè òàêèõ çàäà÷, êàê ìåäèöèíñêàÿ è òåõíè÷åñêàÿ äèàãíîñòèêà, ðàñïîçíàâàíèå ðå÷è,

ïðîãíîçèðîâàíèå ïîñëåäñòâèé ðåøåíèé è äåéñòâèé, àíàëèç äàííûõ â ýêîíîìåòðèêå,

ñîöèîìåòðèêå, ìèêðîáèîëîãèè è ò.ä.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîçíàâàòåëüíî-èññëåäîâàòåëüñêèõ è ïðîãíîçíî-àíàëèòè÷åñêèõ çà-

äà÷ íåîáõîäèìî âûâîäèòü ñòðóêòóðó ìîäåëè íà îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêîé âûáîðêè

äàííûõ íàáëþäåíèé çà ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìîé. Çàäà÷à âûâîäà ÀÎÃ-ìîäåëè èç

äàííûõ (èëè ñòàòèñòè÷åñêèõ îòíîøåíèé) â îáùåì ñëó÷àå — êîìáèíàòîðíî ñëîæ-

íàÿ, ÷òî îãðàíè÷èâàåò ïðàêòè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿ óæå ïðè ÷èñëå ïåðåìåííûõ ìîäå-

ëè ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ. Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå àíàëèòèê ÷àñòî âûíóæäåí

ïðèáåãàòü ê æåñòêèì ïðåäïîëîæåíèÿì è îãðàíè÷åíèÿì, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîòå-

ðå èñòèííîé ìîäåëè. Íî äàæå åñëè óäàëîñü èçáåæàòü îøèáî÷íûõ ïðåäïîëîæåíèé,

äëÿ âûâîäà àäåêâàòíîé ìîäåëè íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü íàäåæíîñòü ïðîöåäóð.

Ïðîáëåìà ïîèñêà è ïîäáîðà ñåïàðàòîðîâ â ÀÎÃ-ìîäåëè âîçíèêàåò ïðè âûâîäå

ìîäåëè ìåòîäàìè òàê íàçûâàåìîãî constraint-based ïîäõîäà [2, 3, 6–8]. Ýòîò ïîäõîä

ñîñòîèò â èäåíòèôèêàöèè (ýìïèðè÷åñêèõ) ñåïàðàòîðîâ èëè óñòàíîâëåíèè ôàêòîâ èõ

îòñóòñòâèÿ. Ïîèñê ñåïàðàòîðîâ â ñëîæíûõ ñòðóêòóðàõ — ïåðåáîðíàÿ çàäà÷à, îñî-

áåííî òðóäíàÿ ñëó÷àå äèñêðåòíûõ ìîäåëåé. Îòìåòèì, ÷òî íà ìîìåíò ïîèñêà ñåïàðà-

òîðà ñòðóêòóðà ìîäåëè (ïî÷òè) íåèçâåñòíà. (Áîëåå òîãî, ÷àñòî íåèçâåñòåí è òåìïî-

ðàëüíûé ïîðÿäîê ïåðåìåííûõ.) Ïîýòîìó ìåòîäû àíàëèçà ãðàôà ìîäåëè (â ÷àñòíîñ-

òè, ïðåäëîæåííûå â [9]) íåïðèìåíèìû. Íå èñ÷åðïûâàþò ïðîáëåìû è äðóãèå

èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå, íàïðèìåð, â [10]. Æåëàòåëüíî íàõîäèòü ìèíè-

ìàëüíûå ñåïàðàòîðû è êàê ìîæíî ðàíüøå âûÿâëÿòü ôàêòû îòñóòñòâèÿ èñêîìûõ ñå-
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ïàðàòîðîâ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîêàçàíû íîâûå âîçìîæíîñòè â ïîèñêå (ïîäáîðå)

ñåïàðàòîðîâ â ÀÎÃ-ìîäåëÿõ è ñðåäñòâà ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè âûâîäà ìîäåëè.

Óæåñòî÷èâ òðåáîâàíèÿ ê ÷ëåíàì (ýëåìåíòàì) ñåïàðàòîðîâ, ìîæíî îòñåÿòü áîëüøåå

÷èñëî êàíäèäàòîâ â ñåïàðàòîð è òåì ñàìûì óïðîñòèòü çàäà÷ó. Âçàèìîñâÿçè ìåæäó

ñîñòàâàìè «ñîïðÿæåííûõ» («ñîïðèêàñàþùèõñÿ») ìèíèìàëüíûõ ñåïàðàòîðîâ ïîçâî-

ëÿþò íàïðàâëÿòü è (àäàïòèâíî) îïòèìèçèðîâàòü ïîèñê ñëîæíûõ ìèíèìàëüíûõ ñåïà-

ðàòîðîâ, èñõîäÿ èç çíàíèÿ óæå íàéäåííûõ â «îêðåñòíîñòè» ïðîñòûõ ñåïàðàòîðîâ è

ïàòòåðíîâ çàâèñèìîñòåé. Îðèãèíàëüíîñòü ïðåäëîæåííûõ ðåøåíèé âûòåêàåò èç èäåè

âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîöåññîâ ïîèñêà ñåïàðàòîðîâ. Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî óçêî íàïðàâèòü

(ñôîêóñèðîâàòü) ïîèñê ñåïàðàòîðà äëÿ çàäàííîé ïàðû ïåðåìåííûõ, óñòàíîâèâ, â ÷àñ-

òíîñòè, ÷òî îäíà èç ïåðåìåííûõ çàäàííîé ïàðû ñëóæèò ñåïàðàòîðîì äëÿ âòîðîé è íå-

êîòîðîé òðåòüåé ïåðåìåííûõ. Ðàçðàáîòàííûå ïîëîæåíèÿ äîïîëíÿþò è ðàñøèðÿþò

ðåçóëüòàòû ðàáîò [6, 11], ãäå ïðåäëîæåí è îáîñíîâàí ðÿä òðåáîâàíèé ê ÷ëåíàì ëî-

êàëüíî-ìèíèìàëüíûõ ñåïàðàòîðîâ è ïðèçíàêè ïðèíàäëåæíîñòè (íåïðèíàäëåæíîñòè)

íåêîòîðîé âåðøèíû ê èñêîìîìó ëîêàëüíî-ìèíèìàëüíîìó ñåïàðàòîðó.

Â ðàçä. 1 èçëàãàþòñÿ áàçîâûå ðåçóëüòàòû â ãðàôîâîì àïïàðàòå. Â ðàçä. 2 ðàñ-

ñìîòðåíû ïðèíöèïû îáúåäèíåíèÿ óñòàíîâëåííûõ ïðàâèë â àëãîðèòì âûâîäà ìîäå-

ëè. Âîïðîñû ïðèëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ê àíàëèçó äàííûõ è ïîäõîäÿùèå âåðñèè

ïðåäïîëîæåíèÿ íåîáìàí÷èâîñòè ðàññìîòðåíû â ðàçä. 3.

1. ÏÐÀÂÈËÀ ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß ËÎÊÀËÜÍÎ-ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÕ ÑÅÏÀÐÀÒÎÐÎÂ Â ÀÎÃ

ÀÎÃ-ìîäåëü îïðåäåëÿåòñÿ êàê ( , )G � , ãäå G — àöèêëè÷åñêèé îðèåíòèðîâàííûé

ãðàô, à � — ñîâîêóïíîñòü ëîêàëüíî çàäàííûõ ïàðàìåòðîâ (óñëîâíûõ ðàñïðåäåëå-

íèé çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ) [1–4]. Êàæäîé âåðøèíå â G ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåí-

íàÿ. ÀÎÃ-ìîäåëü îïðåäåëÿåò ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ïåðåìåí-

íûõ. Ââèäó âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ òåðìèíû «ïåðåìåííàÿ» (ìîäåëè)

è «âåðøèíà» (ãðàôà) óïîòðåáëÿþòñÿ êàê âçàèìîçàìåíÿåìûå ñîãëàñíî êîíòåêñòó.

(Òåðìèíîëîãèÿ è îáîçíà÷åíèÿ âçÿòû èç ðàáîòû [6].)

Íàïîìíèì íåîáõîäèìûå ãðàôîâûå ïîíÿòèÿ. Åñëè â îðãðàôå G åñòü äóãà x y� ,

òî âåðøèíà x íàçûâàåòñÿ ðîäèòåëåì âåðøèíû y, à âåðøèíà y íàçûâàåòñÿ ðåáåíêîì

âåðøèíû x. Ðåáðî — ýòî äóãà, îðèåíòàöèÿ êîòîðîé íåèçâåñòíà èëè èãíîðèðóåòñÿ.

Âåðøèíû x è y íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè, åñëè îíè ñîåäèíåíû ðåáðîì. Ðåáðî îáîçíà÷à-

åòñÿ êàê x y�� , à åãî îòñóòñòâèå — êàê � ��( )x y . Ïóòü â îðãðàôå — ýòî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ñìåæíûõ ðåáåð áåç ïîâòîðåíèÿ âåðøèí. Êàê èñêëþ÷åíèå, ïåðâàÿ è ïîñëåä-

íÿÿ âåðøèíû ïóòè (èç òðåõ èëè áîëåå ðåáåð) ìîãóò ñîâïàäàòü, è òîãäà ýòîò ïóòü íàçû-

âàþò öèêëîì. Îðïóòü (ò.å. ñòðîãî îðèåíòèðîâàííûé ïóòü) — ýòî ïóòü, íà êîòîðîì âñå

ðåáðà îðèåíòèðîâàíû â íàïðàâëåíèè îäíîãî è òîãî æå êîíöà ïóòè ( )x y� �� .

Àöèêëè÷åñêèé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô — ýòî îðãðàô, â êîòîðîì íå ñóùåñòâóåò îðè-

åíòèðîâàííûõ öèêëîâ. Äàëåå ïîä ãðàôîì áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ÀÎÃ.

Îïðåäåëåíèå 1. Êîëëàéäåðîì (êîëëèçîðîì) â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ôðàãìåíò âèäà

x y z� � . Åñëè êîëëàéäåð x y z� � ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ïóòè � â îðãðàôå, òî y íàçû-

âàåòñÿ êîëëàéäåðíîé âåðøèíîé íà ïóòè �. Áåñêîëëàéäåðíûé (áåçñêîëëèçîðíûé)

ïóòü (èëè öåïü) â îðãðàôå — ýòî ïóòü, íå ñîäåðæàùèé íè îäíîãî êîëëàéäåðà.

Êëþ÷åâóþ ðîëü â òåîðèè ÀÎÃ-ìîäåëåé èãðàåò êðèòåðèé d-ñåïàðàöèè

[1, 3, 4, 6]. Â ôîðìóëèðîâêå êðèòåðèÿ d-ñåïàðàöèè áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí

«êîíäèöèîíèðîâàíèå» (ââåäåíèå â óñëîâèå). Â îðèãèíàëå îïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóåò-

ñÿ êîíñòðóêöèÿ given Z. Ýòîé îïåðàöèè íà ãðàôå ñîîòâåòñòâóåò îäíîèìåííàÿ îïåðà-

öèÿ íàä äàííûìè (èëè íàä ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé). Íåôîðìàëüíî ýòî îçíà-

÷àåò ôèêñàöèþ ñîñòîÿíèÿ, ïðè÷åì ïîä ôèêñàöèåé ïîíèìàåòñÿ íå âìåøàòåëüñòâî â

ìîäåëèðóåìûé îáúåêò, à âçÿòèå ïîäâûáîðêè äàííûõ, êîíäèöèîíèðîâàííîé ïî ïåðå-

ìåííûì Z . Êîãäà ïî êîíòåêñòó ðîëü ìíîæåñòâà Z ïîíÿòíà, ìîæíî ïðîñòî ñêàçàòü

«ñ ïîìîùüþ (ìíîæåñòâà âåðøèí) Z».
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Îïðåäåëåíèå 2 (d-cåïàðàöèÿ). Ïóòü � â ÀÎÃ-ìîäåëè íàçûâàþò d-çàêðûòûì

(d-áëîêèðîâàííûì) ñ ïîìîùüþ (êîíäèöèîíèðîâàíèÿ) ìíîæåñòâà âåðøèí Z, åñëè è

òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò âåðøèíà x, x �Z, x �� (ïðè÷åì íà ïóòè � èìååòñÿ äóãà x �

ëèáî � x) èëè íà ïóòè � ëåæèò õîòÿ áû îäèí êîëëàéäåð � �y (ïðè÷åì y �Z è íå

ñóùåñòâóåò íèêàêîé âåðøèíû w �Z òàêîé, ÷òî ñóùåñòâóåò îðïóòü y w� �� ).

Ìíîæåñòâî âåðøèí Z d-ñåïàðèðóåò âåðøèíû x è y, åñëè è òîëüêî åñëè âñå ïóòè

ìåæäó âåðøèíàìè x è y ÿâëÿþòñÿ d-çàêðûòûìè ñ ïîìîùüþ ìíîæåñòâà âåðøèí Z .

Áóäåì îáîçíà÷àòü òàêóþ d-ñåïàðàöèþ ïðåäèêàòîì Ds ( )x y	 	Z . Êîãäà Z =
, òî

çàïèøåì òàêîé ïðåäèêàò êàê Ds ( )x y	 	 . Åñëè õîòÿ áû îäèí ïóòü ìåæäó x è y íå

ÿâëÿåòñÿ d-çàêðûòûì ñ ïîìîùüþ Z , òî ãîâîðÿò, ÷òî âåðøèíû x è y d-ñîåäèíåíû

(d-çàâèñèìû). Ýòî çàïèñûâàåòñÿ êàê � 	 	Ds ( )x yZ .

Îïðåäåëåíèå 3 (ñåïàðàòîð). Åñëè â ÀÎÃ ïðåäèêàò Ds ( )x y	 	Z èñòèíåí, òî

ìíîæåñòâî âåðøèí Z íàçûâàþò (ãðàôîâûì) ñåïàðàòîðîì (èëè d-ñåïàðàòîðîì) äëÿ

ïàðû ( , )x y .

Ãðàôîâûå ìîäåëè ìîæíî èäåíòèôèöèðîâàòü íà îñíîâå d-çàâèñèìîñòåé (d-ñåïà-

ðàöèé). Ïåðâè÷íîå ñâîéñòâî ñåïàðàöèè â ÀÎÃ ìîæíî âûðàçèòü êàê

( ) , ( )x y x y x y�� � � � � 	 	Z Z Z( ) : Ds . (1)

Òàêèì îáðàçîì, èäåíòèôèêàöèÿ ðåáåð ñâÿçàíà ñ èäåíòèôèêàöèåé ñåïàðàòîðîâ.

Â ãðàôîâîé ìîäåëè (â òîì ÷èñëå è áîëåå îáùåé, ÷åì ÀÎÃ) ñóùåñòâîâàíèå ðåá-

ðà x y�� îçíà÷àåò, ÷òî îòñóòñòâóåò ñåïàðàòîð äëÿ ( , )x y . Îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ âåð-

íà äëÿ ÀÎÃ, íî íå âåðíà (â îáùåì ñëó÷àå) â ðàñøèðåííûõ ìîäåëÿõ, îòðàæàþùèõ

âëèÿíèå ñêðûòûõ ïåðåìåííûõ, è â ìîäåëÿõ ñ îðöèêëàìè.

Îïðåäåëåíèå 4 [6, 12]. Ëîêàëüíî-ìèíèìàëüíûì ñåïàðàòîðîì äëÿ ïàðû âåðøèí

( , )x y â ÀÎÃ íàçûâàåòñÿ òàêîé ñåïàðàòîð Z , ïðè óäàëåíèè èç êîòîðîãî ëþáîãî åãî

÷ëåíà ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî âåðøèí íå áóäåò ñåïàðàòîðîì äëÿ ( , )x y . Ôîðìàëüíî

ýòî çàïèñûâàåòñÿ òàê:

Ds ( )x y	 	Z ; � � � 	 	w x w yZ Z: ( \ { } )Ds .

Ó÷èòûâàÿ ñëåäñòâèå 2 èç [10], ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ýêâèâàëåíòíîå îïðåäå-

ëåíèå: ñåïàðàòîð Z äëÿ ïàðû âåðøèí ( , )x y ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî-ìèíèìàëüíûì, åñëè

äëÿ âñåõ  �Z Z èìååì � 	  	Ds ( )x yZ .

Îïðåäåëåíèå 5. Íàçîâåì ñåïàðàòîð Z* äëÿ ïàðû âåðøèí ( , )x y â ÀÎÃ ìèíè-

ìàëüíûì ñåïàðàòîðîì, åñëè äëÿ ( , )x y íå ñóùåñòâóåò ñåïàðàòîðà ìåíüøåé êàðäè-

íàëüíîñòè, ò.å. äëÿ âñåõ äðóãèõ ñåïàðàòîðîâ Z äëÿ ïàðû ( , )x y âåðíî | | | |*Z Z� .

Îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíûé è ëîêàëüíî-ìèíèìàëüíûé ñåïàðàòîðû äëÿ ïàðû âåð-

øèí ( , )x y ñîîòâåòñòâåííî S x ymin ( , ) è S x ylom ( , ). Î÷åâèäíî, êîãäà S x ylom ( , ) ñîñòî-

èò èç îäíîé âåðøèíû, îí ÿâëÿåòñÿ òàêæå ìèíèìàëüíûì. Íî åñëè S x ylom ( , ) ñîñòîèò

èç äâóõ èëè áîëåå âåðøèí, òàêàÿ èìïëèêàöèÿ íåâåðíà â îáùåì ñëó÷àå. ßñíî, ÷òî

åäèíñòâåííûé íåïóñòîé S x ylom ( , ) âñåãäà ñîñòîèò èç ïîäìíîæåñòâà ðîäèòåëåé âåð-

øèíû x èëè y.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà è ôàêòû èç ðàáîò [6, 11]. ßñíî, ÷òî êàæäûé ìè-

íèìàëüíûé ñåïàðàòîð ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ëîêàëüíî-ìèíèìàëüíûì. Â îäíîì è òîì æå

ÀÎÃ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî ìèíèìàëüíûõ ñåïàðàòîðîâ äëÿ ïàðû âåðøèí ( , )x y . Â

òî æå âðåìÿ åäèíñòâåííûé ñåïàðàòîð S x ymin ( , ) ìîæåò íå èìåòü íè îäíîãî îáùåãî

÷ëåíà ñ íåêîòîðûì S x ylom ( , ) . Êàæäûé ÷ëåí êàæäîãî ëîêàëüíî-ìèíèìàëüíîãî ñå-

ïàðàòîðà Z ÿâëÿåòñÿ íåêîëëàéäåðíîé âåðøèíîé íà òîì ïóòè (òåõ ïóòÿõ), êîòîðûé

îí áëîêèðóåò, ïðè÷åì ýòîò ïóòü (êàê ìèíèìóì îäèí èç òåõ ïóòåé) íå áëîêèðóåòñÿ

íèêàêèì äðóãèì ÷ëåíîì Z . Â ñîñòàâå êàæäîãî íåïóñòîãî ëîêàëüíî-ìèíèìàëüíîãî

ñåïàðàòîðà äëÿ ïàðû âåðøèí ( , )x y èìååòñÿ, êàê ìèíèìóì, îäíà âåðøèíà, êîòîðàÿ

ëåæèò íà íåêîòîðîé öåïè ìåæäó âåðøèíàìè x è y.

Ââèäó ìíîæåñòâà ññûëîê íà óòâåðæäåíèÿ èç [6] áóäåì èìåíîâàòü âñå ïðåä-

ñòàâëåííûå íèæå óòâåðæäåíèÿ ïðåäëîæåíèÿìè. Â [6] äîêàçàíî íèæåñëåäóþùåå
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óòâåðæäåíèå (ïîä íîìåðîì 7), êîòîðîå áûëî íàçâàíî ïðàâèëîì äâîéíîãî 1-îòñå÷å-

íèÿ (double 1-cutting). Áîëåå óäîáíî íàçâàòü åãî ïðàâèëîì àïïåíäèêñà.

Ïðåäëîæåíèå 1 (ïðàâèëî àïïåíäèêñà). Åñëè äëÿ çàäàííîé ïàðû âåðøèí ( , )x y

ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà z, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ Ds ( )w z x	 	 è Ds ( )w z y	 	 , òî

âåðøèíà w íå âõîäèò â ñîñòàâ íèêàêîãî ëîêàëüíî-ìèíèìàëüíîãî ñåïàðàòîðà äëÿ

ïàðû âåðøèí ( , )x y .

Èç ïðàâèëà, ïðåäñòàâëåííîãî â [6] êàê ôàêò 13, âûòåêàåò òàêîå ñëåäñòâèå.

Ïðåäëîæåíèå 2 (ïðàâèëî íåâîâëåêàåìîé âåðøèíû (uninvolved vertex)). Åñëè â

ÀÎÃ âûïîëíÿþòñÿ Ds ( )w x	 	 è Ds ( )w y x	 	 , òî w S x y� lom ( , ) .

Êàê èçâåñòíî, åñëè äëÿ çàäàííîé ïàðû âåðøèí ( , )x y èìååòñÿ ñåïàðàòîð è ñó-

ùåñòâóþò ìíîæåñòâà S, R òàêèå, ÷òî Ds ( )w x	 	S è Ds ( )w y	 	R , òî ñóùåñòâóåò

ñåïàðàòîð äëÿ ïàðû ( , )x y , êîòîðûé íå ñîäåðæèò âåðøèíû w. Îäíàêî èñêëþ÷åíèå

âåðøèíû w èç ÷èñëà êàíäèäàòîâ â ñåïàðàòîð ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîòåðå ìèíèìàëüíî-

ãî ñåïàðàòîðà äëÿ ïàðû ( , )x y . Áîëåå òîãî, òàêàÿ ïîòåðÿ âîçìîæíà äàæå â ñëó÷àå,

êîãäà â ðîëè îòñåêàþùèõ ìíîæåñòâ âûñòóïàþò íåêîòîðûå îäèíî÷íûå âåðøèíû,

ò.å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

� 	 	 	 	q z w q x w z y, : ( )& ( )Ds Ds . (2)

Íà ðèñ. 1 äàí ïðèìåð ìîäåëè, â êîòîðîé èñêëþ÷åíèå âåðøèíû w èç ÷èñëà êàí-

äèäàòîâ â ñåïàðàòîð (íà îñíîâàíèè (2)) ïðèâîäèò ê ïîòåðå ìèíèìàëüíîãî ñåïàðàòî-

ðà. Äëÿ äàííîé ìîäåëè èìååì S x y q w zmin ( , ) { , , }� . Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ

Ds ( )w q x	 	 è Ds ( )w z y	 	 . Íàèëó÷øèìè ñðåäè ñåïàðàòîðîâ äëÿ ïàðû ( , )x y , êî-

òîðûå íå âêëþ÷àþò âåðøèíó w, ÿâëÿþòñÿ { , , , , }q r r rm1 2 � è { , , , , }z t t t k1 2 � . (Åñëè

ïðèñóòñòâóþò âåðøèíû, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 1 ïóíêòèðîì, òî áóäóò ñóùåñòâîâàòü

åùå äâà ñåïàðàòîðà, ðàâíîöåí-

íûå óêàçàííûì.) Íàçâàííûå ñå-

ïàðàòîðû íàìíîãî ñëîæíåå ìè-

íèìàëüíîãî. Åñëè îöåíèòü ýòîò

ïðèìåð êàê ýêçîòè÷åñêèé, òî â

áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ ñè-

òóàöèé, âåðîÿòíî, áóäåò öåëåñî-

îáðàçíî èñêëþ÷èòü âåðøèíó w

èç ïîèñêà ñåïàðàòîðà, âûÿâèâ

ñâèäåòåëüñòâî (2).

Â [6] ôàêò 6 áûë äàí áåç

äîêàçàòåëüñòâà. Äîêàæåì ýòî

ïðàâèëî, íåñêîëüêî âèäîèçìå-

íèâ ôîðìóëèðîâêó. (Íèæå áó-

äåò äàíî åãî îáîáùåíèå.)

Ïðåäëîæåíèå 3 (ïðàâèëî åäèíñòâåííîé îáùåé áëèçêîé (single common

covariate)). Åñëè â ÀÎÃ âåðíî � 	 	Ds ( )x y è èìååòñÿ òîëüêî îäíà âåðøèíà z, d-ñî-

åäèíåííàÿ ñ îáåèìè âåðøèíàìè x è y, òî ëèáî ñóùåñòâóåò ðåáðî x y�� , ëèáî âåðøè-

íà z âõîäèò â ñîñòàâ âñåõ ñåïàðàòîðîâ äëÿ ïàðû âåðøèí ( , )x y , è òîãäà åñëè íåò íè

îäíîé âåðøèíû w (w x y� , ), d-ñîåäèíåííîé ñ âåðøèíîé z, òî { }z ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-

íûì ëîêàëüíî-ìèíèìàëüíûì ñåïàðàòîðîì äëÿ ( , )x y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ÷àñòü ñëåäóåò èç ïðàâèëà, çàïèñàííîãî â [6] êàê

óòâåðæäåíèå 2à. (Èëëþñòðàöèåé ñëóæèò ðèñ. 2, à.) Äëÿ âòîðîé ÷àñòè òðåáóåòñÿ äî-

êàçàòü, ÷òî íåâîçìîæíà àëüòåðíàòèâà � 	 	Ds ( { } )x z y è Ds ( )x y	 	S , ãäå S � { }z .

Ïðåäïîëîæèì, ýòà àëüòåðíàòèâà èìååò ìåñòî. Èç óñëîâèé ÿñíî, ÷òî ñóùåñòâóåò

öåïü x z y�� �� è íå ñóùåñòâóåò äðóãèõ öåïåé ìåæäó x è y. Êîíäèöèîíèðîâàíèå

âåðøèíû z d-áëîêèðóåò åäèíñòâåííóþ öåïü ìåæäó x è y. ×òîáû â ðåçóëüòàòå ýòîãî

êîíäèöèîíèðîâàíèÿ âåðøèíû x è y îñòàëèñü d-ñîåäèíåííûìè, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

îòêðûëñÿ íåêîòîðûé ïóòü ìåæäó x è y. Ïðè ýòîì îòêðûâàåìûé ïóòü äîëæåí ñîäåð-

æàòü õîòÿ áû îäíó âåðøèíó, îòëè÷íóþ îò x y z, , è ñîåäèíåííóþ ñ âåðøèíîé z.
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Îäíàêî óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 3 èñêëþ÷àþò ñóùåñòâîâàíèå âåðøèí (êðîìå x è y),

d-ñîåäèíåííûõ ñ z. (Èëëþñòðàöèåé ñëóæèò ðèñ. 2, á.) �

Äîêàæåì ïðåäëîæåíèå, ïðåäñòàâëåííîå â [6] êàê ôàêò 8, óòî÷íèâ ôîðìóëè-

ðîâêó.

Ïðåäëîæåíèå 4 (ìíîæåñòâî èçîëèðîâàííûõ îáùèõ áëèçêèõ (set of isolated

common covariates)). Ïóñòü â ÀÎÃ âåðíî � 	 	Ds ( )x y è R — ìíîæåñòâî âñåõ âåð-

øèí, çàâèñèìûõ îäíîâðåìåííî îò x è y, ò.å. R � � 	 	{ | ( )&r r xDs & ( )}� 	 	Ds r y .

Åñëè äëÿ êàæäîé âåðøèíû r �R è âñåõ z x y r� , , âåðíî Ds ( )r z	 	 , òî ëèáî ñóùåñ-

òâóåò ðåáðî x y�� , ëèáî ìíîæåñòâî R — åäèíñòâåííûé ëîêàëüíî-ìèíèìàëüíûé ñå-

ïàðàòîð äëÿ ïàðû ( , )x y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç � 	 	Ds ( )x y ñëåäóåò, ÷òî èìååòñÿ ðåáðî x y�� èëè ñó-

ùåñòâóåò íå ìåíåå îäíîé öåïè ìåæäó x è y. Î÷åâèäíî, åñëè R — ïóñòîå, òî èìååòñÿ

ðåáðî x y�� . Äîïóñòèì, ðåáðà x y�� íå ñóùåñòâóåò. ßñíî, ÷òî âñå âåðøèíû, ëåæà-

ùèå íà öåïÿõ ìåæäó x è y, âõîäÿò â íåïóñòîå ìíîæåñòâî R. Åñëè áû íåêîòîðàÿ èç

ýòèõ öåïåé ñîñòîÿëà èç òðåõ èëè áîëåå ðåáåð, ò.å. ñîäåðæàëà áû íå ìåíåå äâóõ ïðî-

ìåæóòî÷íûõ âåðøèí, òî ýòè âåðøèíû áûëè áû âçàèìîçàâèñèìû, ÷òî íàðóøèëî áû

óñëîâèå ïðåäëîæåíèÿ 4. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå öåïè ìåæäó x è y äîëæíû ñîñòîÿòü èç

äâóõ ðåáåð. Åñëè | |R � 1, òî äîêàçàòåëüñòâî òðèâèàëüíî (ïðåäëîæåíèå 3). Äàëåå,

åñëè | |R � 2 , òî âñå öåïè ìåæäó x è y äîëæíû èìåòü âèä x r y� � , ÷òîáû âûïîëíè-

ëîñü óñëîâèå èçîëèðîâàííîñòè âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ âåðøèí r íà ýòèõ öåïÿõ. ßñíî,

÷òî (â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 4) â ÀÎÃ íåò íè îäíîé äóãè âèäà x z� èëè y z� , ïî-

ñêîëüêó òàêàÿ âåðøèíà z íàðóøèëà áû óñëîâèå èçîëèðîâàííîñòè. Ïîýòîìó â R íå

ìîãóò âõîäèòü ïîòîìêè x èëè y. Íàêîíåö, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âî ìíîæåñòâî R
âõîäèò íåêîòîðàÿ âåðøèíà w, ëåæàùàÿ íà îäíîêîëëàéäåðíîì ïóòè âèäà

x w y� � � �� � , òî â òàêîì ÀÎÃ áóäåò íå ìåíåå äâóõ âåðøèí, îòëè÷íûõ îò x è

y è çàâèñèìûõ îò w, ÷òî íàðóøèò óñëîâèå ïðåäëîæåíèÿ 4. (Çàìåòèì, ÷òî òàêàÿ âåð-

øèíà w ïîäïàäàåò ïîä óñëîâèÿ ïðàâèëà èçîëÿòîðà (ñì. ôàêò 12 èç [6]).) Èòàê, åñëè

ðåáðà x y�� íå ñóùåñòâóåò, òî ìíîæåñòâî R , óäîâëåòâîðÿþùåå óêàçàííûì óñëî-

âèÿì, ñîñòîèò òî÷íî èç âåðøèí r, ëåæàùèõ íà öåïÿõ âèäà x r y� � . Ñëåäîâàòåëü-

íî, R — åäèíñòâåííûé ëîêàëüíî-ìèíèìàëüíûé ñåïàðàòîð äëÿ ïàðû ( , )x y . �

Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî ëåãêî óòî÷íèòü ðåçþìèðóþùóþ ÷àñòü ïðåäëîæåíèÿ 4 ñ

ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ïðîñòîé ïðîöåäóðû. Åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé âåð-

øèíû r �R âåðíî Ds ( )r x y	 	 èëè äëÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé t �R âåðíî

Ds ( )x y t	 	 , òî ñóùåñòâóåò ðåáðî x y�� . Èíà÷å åñëè îáà óêàçàííûõ òåñòà äàëè îò-

ðèöàòåëüíûé ðåçóëüòàò, òî ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí ëîêàëüíî-ìèíèìàëüíûé ñåïàðà-

òîð äëÿ ïàðû ( , )x y , à èìåííî R.

Äîïîëíèì ïðåäëîæåíèå 4 ñëåäóþùèì ïðàâèëîì.

Ïðåäëîæåíèå 5 (èçîëèðîâàííàÿ îáùàÿ áëèçêàÿ â êîíòåêñòå (isolated common

covariate in context)). Ïóñòü â ÀÎÃ âûïîëíÿþòñÿ � 	 	Ds ( )x y , � 	 	Ds ( )r x è

� 	 	Ds ( )r y . Åñëè äëÿ âåðøèíû r è âñåõ z x y r� , , âåðíî Ds ( )r z	 	 , òî ëèáî ñó-

ùåñòâóåò ðåáðî x y�� , ëèáî r âõîäèò â ñîñòàâ êàæäîãî ñåïàðàòîðà äëÿ ïàðû ( , )x y .
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Â îòëè÷èå îò ïðåäëîæåíèÿ 4 òåïåðü ìåæäó âåðøèíàìè x è y äîïóñêàþòñÿ öåïè èç

òðåõ è áîëåå ðåáåð è îäíîêîëëàéäåðíûå ïóòè, ñîñòîÿùèå èç ÷åòûðåõ èëè áîëåå ðåáåð.

Îïðåäåëåíèå 6. Íàçîâåì ñòåðæíåì ñåïàðàòîðà (pivot of separator) äëÿ ïàðû çà-

âèñèìûõ âåðøèí ( , )x y âåðøèíó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì õîòÿ áû îäíîãî ëîêàëü-

íî-ìèíèìàëüíîãî ñåïàðàòîðà äëÿ ( , )x y è ëåæèò íà íåêîòîðîé öåïè ìåæäó âåðøèíà-

ìè x è y.

ßñíî, ÷òî âåðøèíà z íà öåïè x z y�� �� îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ñòåðæíåì ëþáîãî

ëîêàëüíî-ìèíèìàëüíîãî ñåïàðàòîðà äëÿ ïàðû ( , )x y . Çàìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå èç

âåðøèí, ëåæàùèõ íà íåêîòîðûõ öåïÿõ ìåæäó x è y, ìîãóò íå âõîäèòü íè â êàêîé

S x ylom ( , ) . Â òî æå âðåìÿ îáÿçàòåëüíûì ÷ëåíîì êàæäîãî ñåïàðàòîðà äëÿ ( , )x y ìî-

æåò áûòü âåðøèíà, íå ëåæàùàÿ íè íà êàêîé öåïè ìåæäó x è y . (Ïðèìåð äàí â [11].)

Ïîíÿòíî, ÷òî â ñîñòàâå êàæäîãî íåïóñòîãî ëîêàëüíî-ìèíèìàëüíîãî ñåïàðàòîðà

äëÿ ïàðû âåðøèí ( , )x y ñóùåñòâóåò, êàê ìèíèìóì, îäíà âåðøèíà, êîòîðàÿ ëåæèò íà

íåêîòîðîé öåïè ìåæäó âåðøèíàìè x è y. Ñëåäîâàòåëüíî [6], åñëè èìååòñÿ íåïóñòîé

ñåïàðàòîð äëÿ ïàðû âåðøèí ( , )x y , òî ñóùåñòâóåò, êàê ìèíèìóì, îäíà îáùàÿ áëèçêàÿ

âåðøèíà z (z x� , z y� ), êîòîðàÿ íå îòñòðàíÿåòñÿ îò ïàðû ( , )x y , ò.å. âåðíî

� 	 	Ds ( )z x , � 	 	Ds ( )z y , � 	 	Ds ( )z x y è � 	 	Ds ( )z y x .

Îïðåäåëåíèå 7. Âåðøèíà z íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì ñòåðæíåì ñåïàðàòîðà

(potential pivot of separator) äëÿ ïàðû âåðøèí ( , )x y , åñëè âåðíî � 	 	Ds ( )x y è

� 	 	 � 	 	 � 	 	 � 	 	Ds Ds Ds Ds( )& ( )& ( )& ( )z x z y z x y z y x .

Êàê ïîêàçàíî â [11] è ïîäòâåðæäàåòñÿ ïðåäëîæåíèåì 3, åñëè ñóùåñòâóåò òîëü-

êî îäèí ïîòåíöèàëüíûé ñòåðæåíü ñåïàðàòîðà äëÿ ( , )x y , òî îí îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ

÷ëåíîì ëþáîãî ñåïàðàòîðà äëÿ ( , )x y . (Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ðåáðî x y�� îòñóòñòâó-

åò.) Åñëè æå èìååòñÿ íåñêîëüêî ïîòåíöèàëüíûõ ñòåðæíåé ñåïàðàòîðà äëÿ ( , )x y , òî

íå îáÿçàòåëüíî êàæäûé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì êàêîãî-íèáóäü ëîêàëüíî-ìèíèìàëü-

íîãî ñåïàðàòîðà äëÿ ( , )x y .

Îïðåäåëåíèå 8. Íàçîâåì ïðåòåíäåíòîì â ñòåðæíè ñåïàðàòîðà äëÿ ïàðû âåð-

øèí ( , )x y âåðøèíó, êîòîðàÿ ëåæèò íà íåêîòîðîé öåïè ìåæäó âåðøèíàìè x è y.

ßñíî, ÷òî ëþáîé ïðåòåíäåíò â ñòåðæíè ñåïàðàòîðà äëÿ ïàðû âåðøèí ( , )x y ÿâëÿåòñÿ

òàêæå è ïîòåíöèàëüíûì ñòåðæíåì ñåïàðàòîðà äëÿ ( , )x y .

Ïðåòåíäåíò â ñòåðæíè ñåïàðàòîðà äëÿ ïàðû âåðøèí ( , )x y ìîæåò íå áûòü ÷ëå-

íîì íèêàêîãî S x ylom ( , ) . Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò ìîäåëè, ãäå ïðåòåíäåíò â ñòåð-

æíè ñåïàðàòîðà äëÿ ( , )x y , áóäó÷è îäíîâðåìåííî ðîäèòåëåì âåðøèíû y, íå âõîäèò â

ñîñòàâ íèêàêîãî S x ylom ( , ) .

Ìîæíî ðàñøèðèòü óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 3 è óñòàíîâèòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 6 (ïðîñòîé ïîòåíöèàëüíûé ñòåðæåíü ñåïàðàòîðà (simple potential

pivot of separator)). Ïóñòü â ÀÎÃ ñóùåñòâóåò çàâèñèìîñòü � 	 	Ds ( )x y è èìååòñÿ

òîëüêî îäíà âåðøèíà z, d-ñîåäèíåííàÿ ñ îáåèìè âåðøèíàìè x è y. Òîãäà åñëè äëÿ

âñåõ âåðøèí w (w x y� , ), d-ñîåäèíåííûõ ñ âåðøèíîé z, âåðíî � 	 	Ds ( )w y è

Ds ( )w z y	 	 , òî ëèáî ñóùåñòâóåò ðåáðî x y�� , ëèáî { }z ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ëî-

êàëüíî-ìèíèìàëüíûì ñåïàðàòîðîì äëÿ ( , )x y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðåáðà x y�� íå ñóùåñòâóåò. Òîãäà èç � 	 	Ds ( )x y

ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò öåïü ìåæäó x è y, ïðè÷åì â óêàçàííûõ óñëîâèÿõ âîçìîæíà

åäèíñòâåííàÿ òàêàÿ öåïü è îíà èìååò âèä x z y�� �� . Êîíäèöèîíèðîâàíèå âåðøèíû

z d-áëîêèðóåò åäèíñòâåííóþ öåïü ìåæäó x è y. Â ðåçóëüòàòå ëèáî ïîëó÷èì

Ds ( )x z y	 	 , ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî, ëèáî ïðè êîíäèöèîíèðîâàíèè âåðøè-

íû z îòêðûâàåòñÿ íåêîòîðûé íîâûé ïóòü T ìåæäó x è y. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âñå

êîëëàéäåðû íà ïóòè T áóäóò îòêðûòû ïðè êîíäèöèîíèðîâàíèè z, è ïîýòîìó èç êàæ-

äîé êîëëàéäåðíîé âåðøèíû q íà ïóòè T áóäåò îðïóòü âèäà q z� �� (êðèòåðèé

d-ñåïàðàöèè). Âîçüìåì îäíó èç ýòèõ âåðøèí q, áëèæàéøóþ ê âåðøèíå y. Ïîñêîëüêó

ýòà q ÿâëÿåòñÿ d-ñîåäèíåííîé ñ âåðøèíîé z, òî ñîãëàñíî óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 6

äîëæíî áûòü Ds ( )q z y	 	 . Çíà÷èò, ìåæäó âåðøèíàìè q è y íåò îòêðûòûõ ïóòåé

ïðè êîíäèöèîíèðîâàíèè z. Ñëåäîâàòåëüíî, ïóòü T íå ìîæåò áûòü îòêðûòûì ïðè

êîíäèöèîíèðîâàíèè z. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. (Èëëþñòðàöèÿ äàíà íà ðèñ. 2, â.) �
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Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà íå óòî÷íÿëèñü îðèåíòàöèè ðåáåð, ïîñêîëüêó ðàññìàòðè-

âàëàñü òîëüêî ïðîáëåìà ñìåæíîñòè. ßñíî, ÷òî óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 6 ïîäðàçóìåâà-

þò íåçàâèñèìîñòü Ds ( )x w	 	 . Îòñþäà ñëåäóþò îðèåíòàöèè x z� è z y� (à òàêæå

x y� , åñëè ýòî ðåáðî ñóùåñòâóåò). Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íåâûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

� 	 	Ds ( )w y íà âåðøèíû w è z ðàñïðîñòðàíÿëîñü áû ïðàâèëî ÷óæîãî ãåíà

(ôàêò 11 èç [6]). Èç óñëîâèé ïðåäëîæåíèÿ 6 òàêæå ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé «îáõîäíîé»

ïóòü ìåæäó w è z (â îáõîä ðåáðà z y� ) äîëæåí ñîäåðæàòü íå ìåíåå äâóõ êîëëàéäå-

ðîâ. Êðîìå òîãî, ñìåæíûìè âåðøèíå x ìîãóò áûòü òîëüêî âåðøèíà z è, âîçìîæíî, y.

(Íî â ýòîì ñìûñëå ïðàâèëî ìîæíî ðàñøèðèòü.)

Äàëåå ðàñøèðèì óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 6 è ïîëó÷èì ïîëåçíûé âûâîä. Â îòëè-

÷èå îò ïðåäëîæåíèÿ 6 íå áóäåì òðåáîâàòü åäèíñòâåííîñòè îáùåé áëèçêîé ïåðåìåí-

íîé (covariate) è èñêëþ÷èì êâàíòîð «äëÿ âñåõ». Òîãäà ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðàâèëî.

Ïðåäëîæåíèå 7 (ïðàâèëî ïîëóàïïåíäèêñà). Ïóñòü â ÀÎÃ âûïîëíÿþòñÿ

� 	 	Ds ( )x y , Ds ( )w x	 	 , � 	 	Ds ( )w y è ïóñòü ñóùåñòâóåò âåðøèíà z òàêàÿ,

÷òî âåðíî Ds ( )w z y	 	 . Òîãäà :

à) åñëè âåðíî Ds ( )w z x	 	 , òî âåðøèíà w íå ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì íèêàêîãî ëî-

êàëüíî-ìèíèìàëüíîãî ñåïàðàòîðà äëÿ ( , )x y ;

á) åñëè � 	 	Ds ( )w z x , òî ðåáðà x y�� íå ñóùåñòâóåò è âåðøèíà w íå ÿâëÿåòñÿ

÷ëåíîì ìèíèìàëüíîãî ñåïàðàòîðà äëÿ ( , )x y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôàêòû Ds ( )w x	 	 è � 	 	Ds ( )w y èìïëèöèðóþò çàïðåò

äóãè x y� (è îðïóòè x y� �� ). Ïóíêò à) ïîâòîðÿåò ïðàâèëî àïïåíäèêñà (ñïåöè-

àëüíûé ñëó÷àé äàí íà ðèñ. 3, à). Ðàññìîòðèì ïóíêò á). Ôàêòû Ds ( )w z y	 	 è

� 	 	Ds ( )w z x èìïëèöèðóþò çàïðåò äóãè x y� . (Ñëåäîâàòåëüíî, ðåáðà x y�� íå

ñóùåñòâóåò.) Ïóñòü w S x y w� �lom ( , ) S . Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Èç Ds ( )w x	 	 è � 	 	Ds ( )w z x ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò öåïè w z� �� è

x z� �� (âîçìîæíî, ñ îáùèìè äóãàìè). Èç � 	 	Ds ( )w y è Ds ( )w z y	 	 ñëåäóåò,

÷òî âåðøèíà z — íåêîëëàéäåðíàÿ íà âñåõ öåïÿõ ìåæäó w è y. Ñîïîñòàâëÿÿ ïîñëåä-

íåå ñ ôàêòîì íàëè÷èÿ w z� �� , çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò îðïóòü z y� �� .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì öåïü (öåïè) âèäà x z y� � � �� � , êîòîðóþ áëîêèðóåò

íåêîòîðûé ÷ëåí ìíîæåñòâà S w. Ïîýòîìó S w íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ñåïàðàòîðîì

äëÿ ( , )x y . Ñóùåñòâóåò ìåíüøèé ñåïàðàòîð S z , â êîòîðîì âåðøèíà z çàìåùàåò è

âåðøèíó w, è (êàê ìèíèìóì) åùå îäíó âåðøèíó èç ñîñòàâà S w. Äâå ìîäåëè, èëëþñ-

òðèðóþùèå ïóíêò á) ïðåäëîæåíèÿ 7, äàíû íà ðèñ. 3, á, â. �

Îáîáùèì ïðàâèëî çàïðåòà äóãè (ôàêò 5 èç [6]).

Ïðåäëîæåíèå 8 (íåòðàíçèòèâíîñòü ïåðâîãî ðàíãà). Åñëè â ÀÎÃ èìååì

Ds ( )w z x	 	 è � 	 	Ds ( )w z y , ãäå z x y w� , , , òî íå ñóùåñòâóåò äóãè x y� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ äóãè x y� åå ñòûêîâêà (splicing) ñ

ïóòåì ìåæäó âåðøèíàìè w è y, îòêðûòûì ïðè êîíäèöèîíèðîâàíèè z, äàëà áû îòêðû-

òûé (ïðè êîíäèöèîíèðîâàíèè z) ïóòü ìåæäó âåðøèíàìè w è x. Èíûìè ñëîâàìè, èç

� 	 	Ds ( )w z y è x y� ñëåäóåò � 	 	Ds ( )w z x . Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. �

Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 8 íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî îðïóòè

x y� �� , êîòîðûé íå ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó z. Êðîìå òîãî, ïðåäëîæåíèå ïîäðà-

44 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2009, ¹ 5

Ðèñ. 3

á âà



çóìåâàåò � 	 	Ds ( )x y è îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ � 	 	Ds ( )x z , � 	 	Ds ( )y z .

Ïðåäëîæåíèå 8 ìîæíî îáîáùèòü, ïîäñòàâèâ ìíîæåñòâî âåðøèí âìåñòî îäèíî÷íîé

âåðøèíû z.

Ïðåäëîæåíèå 8 ëîãè÷åñêè èìïëèöèðóåò ñëåäóþùåå ïðàâèëî, ÿâëÿþùååñÿ

îáîáùåíèåì óòâåðæäåíèÿ 1 (ïðàâèëî íåïîãëîùåíèÿ) èç [6].

Ïðåäëîæåíèå 9 (êâàçèèíñòðóìåíòàëüíàÿ ïàðà). Åñëè â ÀÎÃ äëÿ íåêîòîðûõ

ðàçíûõ âåðøèí x y z t v w, , , , , (ãäå ìîæåò áûòü v w� ) âûïîëíÿþòñÿ Ds ( )v z x	 	 ,

� 	 	Ds ( )v z y , � 	 	Ds ( )w t x è Ds ( )w t y	 	 , òî íå ñóùåñòâóåò ðåáðà x y�� .

Â äîïîëíåíèå ê ñôîðìóëèðîâàííûì óñëîâèÿì ïîäðàçóìåâàåòñÿ � 	 	Ds ( )x y ,

� 	 	Ds ( )x z , � 	 	Ds ( )y z , � 	 	Ds ( )x t è � 	 	Ds ( )y t . Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæå-

íèÿ íå ñóùåñòâóåò íèêàêèõ îðïóòåé ìåæäó âåðøèíàìè x è y, êîòîðûå íå ïðîõîäÿò

÷åðåç âåðøèíó z èëè t. Áîëåå òîãî, åñëè ñóùåñòâóåò öåïü ìåæäó x è y â îáõîä âåð-

øèí z è t, òîãäà âñå öåïè ìåæäó x è y (â òîì ÷èñëå öåïè, êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç

z è t) èìåþò âèä x y� �� . Êðîìå òîãî, áóäåò âûïîëíÿòñÿ � 	 	Ds ( )x y z è

� 	 	Ds ( )z x y .

Óòî÷íèì, ÷òî â óêàçàííûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóþò òðè àëüòåðíàòèâû:

à) âåðøèíà w íå ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì íèêàêîãî S x ylom ( , ) ;

á) âåðøèíà w âõîäèò â ñîñòàâ íåêîòîðîãî ìèíèìàëüíîãî (ëîêàëüíî-ìèíèìàëü-

íîãî) ñåïàðàòîðà äëÿ ïàðû âåðøèí ( , )x y ;

â) âåðøèíà w ñàìà (îäíà) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ñåïàðàòîðîì äëÿ ( , )x y .

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âåðøèíû z è t òàêæå ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ñåïàðàòîðà-

ìè äëÿ ( , )x y . Ïðèìåð àëüòåðíàòèâû à) ìîæíî ïîñòðîèòü ñîãëàñíî ïðàâèëó ÷óæîãî

ãåíà (ôàêò 11 èç [6]). Ïðèìåð àëüòåðíàòèâû á), êîãäà v w� , äàí íà ðèñ. 1.

Ïðåäëîæåíèå 10 (èçîëÿöèÿ åäèíñòâåííîãî âîçìîæíîãî ñòåðæíÿ ñåïàðàòîðà).

Ïóñòü â ÀÎÃ äëÿ ïàðû âåðøèí ( , )x y èìååì � 	 	Ds ( )x y è

R � � 	 	 � 	 	{ | ( )& ( )}r r x r yDs Ds . Äîïóñòèì, äëÿ âñåõ âåðøèí r �R, çà èñêëþ-

÷åíèåì îäíîé r* , âåðíî Ds ( )r x y	 	 èëè Ds ( )r y x	 	 , èëè Ds ( * { , })r r x y	 	 .

Ïóñòü Z R� � 	 	 � � �{ | ( *), , , }z z r z z x z yDs . Åñëè äëÿ âñåõ âåðøèí z �Z âû-

ïîëíÿåòñÿ Ds ( * )z r x	 	 èëè Ds ( * )z r y	 	 , òî ëèáî ñóùåñòâóåò ðåáðî x y�� , ëèáî

{ *}r ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ëîêàëüíî-ìèíèìàëüíûì ñåïàðàòîðîì äëÿ ( , )x y .

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ Ds ( )w x y	 	 èëè Ds ( )w y x	 	 , òî

ñëåäóåò ïðèìåíèòü óòâåðæäåíèå 8 èç [6] (îòñòðàíåíèå âåðøèíû (placing aside)).

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ Ds ( * )w r x	 	 èëè Ds ( * )w r y	 	 , òî ñëåäóåò ïîâòîðèòü ðàñ-

ñóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 6. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ ïîäðàçóìåâàþò,

÷òî âûïîëíÿåòñÿ � 	 	Ds ( )z x èëè � 	 	Ds ( )z y , èíà÷å ïîëó÷èì ñèòóàöèþ ïðàâè-

ëà ÷óæîãî ãåíà [6]. Ïðåäëîæåíèå äîïóñêàåò ÷àñòíûé ñëó÷àé Z=
.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå îáîáùàåò íåñêîëüêî ïðàâèë, â òîì ÷èñëå ïðàâèëî

èçîëÿòîðà [6].

Ïðåäëîæåíèå 11 (èçîëÿòîð îòñòðàíÿåìîé âåðøèíû (isolator under placing

aside)). Åñëè â ÀÎÃ èìååì � 	 	Ds ( )x y , Ds ( )x z	 	 , � 	 	Ds ( )z w , Ds ( )r x y	 	

è � 	 	Ds ( )r x w , ãäå âñå âåðøèíû x y r z w, , , , ðàçëè÷íû, òî âåðøèíà w íå ÿâëÿåòñÿ

÷ëåíîì íèêàêîãî ëîêàëüíî-ìèíèìàëüíîãî ñåïàðàòîðà äëÿ ( , )x y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîïîñòàâëÿÿ óñëîâèÿ Ds ( )x z	 	 è � 	 	Ds ( )z w , çàêëþ÷à-

åì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî îðïóòè x w� �� . Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî,

÷òî w S x y� lom ( , ). Òîãäà ñîãëàñíî áàçîâîé òåîðåìå (óòâåðæäåíèå 5 èç [6]) èëè òåî-

ðåìå 2 èç [10] è ââèäó îòñóòñòâèÿ îðïóòè x w� �� äîëæåí ñóùåñòâîâàòü îðïóòü

w y� �� , íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíó x . Óñëîâèå � 	 	Ds ( )r x w îçíà÷àåò, ÷òî

ìåæäó âåðøèíàìè r è w ñóùåñòâóåò ïóòü, îòêðûòûé ïðè êîíäèöèîíèðîâàíèè x.

Ýòîò ïóòü áåç îáðàçîâàíèÿ êîëëàéäåðà ñòûêóåòñÿ ñ îðïóòåì w y� �� , êîòîðûé íå

ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó x. Ââèäó òàêîé ñòûêîâêè êîíñòàòèðóåì, ÷òî ñóùåñòâóåò

ïóòü ìåæäó âåðøèíàìè r è y, îòêðûòûé ïðè êîíäèöèîíèðîâàíèè x. Ýòî ïðîòèâîðå-

÷èò óñëîâèþ Ds ( )r x y	 	 . �
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Çàìå÷àíèå ê ïðåäëîæåíèþ 11. Âåðøèíà r òàêæå íå âõîäèò â ñîñòàâ

S x ylom ( , ) . Â óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 11 âêëþ÷åíû ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìûå ôàêòû.

Îíî ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñèòóàöèé, ãäå äðóãèå èçâåñòíûå ïðàâèëà íå ïðèìåíèìû, è

ïðåæäå âñåãî äëÿ òîãî, ÷òîáû èñêëþ÷èòü èç ñïèñêà êàíäèäàòîâ â ñåïàðàòîð âåð-

øèíû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîòåíöèàëüíûìè ñòåðæíÿìè ñåïàðàòîðà äëÿ ( , )x y . Çíà÷èò,

ïîäðàçóìåâàþòñÿ ôàêòû � 	 	Ds ( )w x , � 	 	Ds ( )w y , � 	 	Ds ( )w y x ,

� 	 	Ds ( )w x y . Äàëåå ïîäðàçóìåâàåì � 	 	Ds ( )z y , èíà÷å äåéñòâóåò ïðàâèëî ÷ó-

æîãî ãåíà. Èç Ds ( )x z	 	 è � 	 	Ds ( )z y çàêëþ÷àåì, ÷òî äóãà x y� íåâîçìîæíà.

Ïîäðàçóìåâàåòñÿ � 	 	Ds ( )w y è � 	 	Ds ( )w x y , èíà÷å w îòñòðàíÿåòñÿ îò ïàðû

( , )x y . Ñî÷åòàíèå ôàêòîâ � 	 	Ds ( )w x y , � 	 	Ds ( )r x w è Ds ( )r x y	 	 îáúÿñíÿåò

íàçâàíèå ïðåäëîæåíèÿ 11 (âåðøèíà w èçîëèðóåò r îò y). Ïîñêîëüêó óêàçàííûå ôàê-

òû íå âêëþ÷åíû â óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 11, òî ïðåäëîæåíèå îõâàòûâàåò è íåêîòî-

ðûå èç ïðàâèë, ðàññìîòðåííûå ðàíåå, è íîâûå ñïåöèôè÷íûå ñëó÷àè. Òðè ìîäåëè,

ãäå ïðèìåíèìî ïðåäëîæåíèå 11, äàíû íà ðèñ. 4.

2. ÏÐÈÍÖÈÏÛ ÂÛÂÎÄÀ ÀÎÃ-ÌÎÄÅËÅÉ ÈÇ ÏÀÒÒÅÐÍÎÂ ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÅÉ

Ðàññìîòðåííûå âûøå ïðåäëîæåíèÿ è ïðàâèëà (à òàêæå ðåçóëüòàòû èç [6, 11]) íå-

ïîñðåäñòâåííî ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ðåøåíèÿ äâóõ âèäîâ çàäà÷. Âî-ïåðâûõ, îíè

ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âûâîäà ñêåëåòà ÀÎÃ-ìîäåëè (ò.å. âñåõ ðåáåð) èç ñîâî-

êóïíîñòè çàäàííûõ d-çàâèñèìîñòåé èëè d-íåçàâèñèìîñòåé. Äðóãèìè ñëîâàìè,

ïðåäëîæåííûå ñðåäñòâà ñëóæàò äëÿ êîìïèëÿöèè (ñèíòåçà) ñòðóêòóðû ìîäåëè, èñ-

õîäÿ èç çíàíèé îá îòíîøåíèÿõ çàâèñèìîñòè (íåçàâèñèìîñòè) â ìîäåëè. (Â íåêî-

òîðûõ ñèòóàöèÿõ ïðåäëîæåííûå ïðàâèëà ìîæíî ïðèìåíèòü íåïîñðåäñòâåííî ïðè

âûâîäå ñòðóêòóðû ÀÎÃ-ìîäåëè èç äàííûõ, êîãäà èçâåñòíû ôðàãìåíòû ñòðóêòóðû

ìîäåëè.) Âî-âòîðûõ, ïðåäëîæåííûå èíñòðóìåíòû ïðèìåíèìû äëÿ àíàëèçà ìîäå-

ëè, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïëàíèðîâàíèÿ ñõåìû ðàññóæäåíèé íà çàäàííîé ìîäåëè

ñ öåëüþ âûïîëíåíèÿ âåðîÿòíîñòíîãî âûâîäà îò ñâèäåòåëüñòâ ê öåëåâûì ïåðå-

ìåííûì (â ýêñïåðòíûõ ñèñòåìàõ). Â òàêèõ ðàññóæäåíèÿõ èíôîðìàöèÿ ðàñïðî-

ñòðàíÿåòñÿ ïî ñòðóêòóðå ìîäåëè ÷åðåç âåðøèíû, âõîäÿùèå âî âñå ëîêàëüíî-ìè-

íèìàëüíûå ñåïàðàòîðû S x ylom ( , ) , ãäå y — öåëåâàÿ ïåðåìåííàÿ, à x — ïåðåìåí-

íàÿ, âõîäÿùàÿ â ñîñòàâ ñâèäåòåëüñòâà.

Äëÿ îáúåäèíåíèÿ ïðåäëîæåííûõ ïðàâèë (ïðè ðàçðàáîòêå àëãîðèòìà âûâîäà

(ñèíòåçà) ñòðóêòóðû ìîäåëè) íåîáõîäèìû áàçîâûå ïðèíöèïû. Àëãîðèòì PC (íàèáî-

ëåå èçâåñòíûé èç àëãîðèòìîâ constraint-based ïîäõîäà) äëÿ ñîêðàùåíèÿ ïåðåáîðà

èñïîëüçóåò ïðîñòîé ïðèíöèï ïîèñêà ñåïàðàòîðà: ñåïàðàòîð äëÿ ïàðû ( , )x y ïîäáèðà-

åòñÿ ñðåäè ìíîæåñòâà âåðøèí, êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ (âîçìîæíî) ñìåæíûìè ê x èëè y

íà òåêóùåì ýòàïå âûâîäà ìîäåëè. Ýòî çíà÷èòåëüíî ñóæàåò ïîèñê è ãàðàíòèðóåò íà-

õîæäåíèå ñåïàðàòîðà (åñëè îí ñóùåñòâóåò). Íî òàêàÿ ïðîñòàÿ òàêòèêà ïîèñêà ïðè-

âîäèò ê ñåðüåçíûì íåäîñòàòêàì. Àëãîðèòì PC äàëåêî íå âñåãäà íàõîäèò ìèíèìàëü-

íûå ñåïàðàòîðû. Êðîìå òîãî, PC íå îñíàùåí íèêàêèìè ñðåäñòâàìè ðàñïîçíàâàíèÿ

ðåáðà (èëè âûÿâëåíèÿ åãî îòñóòñòâèÿ), è ïîýòîìó ïðîäîëæàåò èñêàòü ñåïàðàòîð äî

ïîëíîãî èñ÷åðïàíèÿ âñåõ âîçìîæíîñòåé, äàæå êîãäà ñåïàðàòîðà íå ñóùåñòâóåò.

Âñëåäñòâèå ýòîãî àëãîðèòì âûïîëíÿåò èçëèøíþþ ðàáîòó è ðèñêóåò äîïóñòèòü

îøèáêó ïðè òåñòèðîâàíèè óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè ñ áîëüøîé êàðäèíàëüíîñòüþ

ïðîáíîãî ñåïàðàòîðà.
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Ïðèíöèï âûâîäà ìîäåëè, ïðèíÿòûé â àëãîðèòìå PC, ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì. Åñëè èñïûòàíû è îòâåðãíóòû âñå ïîäìíîæåñòâà èç ìíîæåñòâà

âåðøèí, âîçìîæíî, ñìåæíûõ ê x (ñîîòâåòñòâåííî ê y), òî ñóùåñòâóåò ðåáðî x y�� .

Ïîñêîëüêó ìû ââîäèì äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ ê êàíäèäàòàì â ÷ëåíû ñåïàðà-

òîðà è ê ñîñòàâó ñåïàðàòîðà â öåëîì, òî ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîâûñèòü ýôôåê-

òèâíîñòü ïîäáîðà ñåïàðàòîðîâ, ñîîòâåòñòâåííî óòî÷íèâ óêàçàííûé ïðèíöèï. Ïðåä-

ëîæåííûå òðåáîâàíèÿ è ïðàâèëà ÷àñòî ïîçâîëÿþò îòñåÿòü çíà÷èòåëüíî áîëüøå êàí-

äèäàòîâ â ñåïàðàòîð (èíîãäà äàæå âñåõ êàíäèäàòîâ). Òîãäà ïîèñê ñåïàðàòîðà

ïðåêðàùàåòñÿ íà ðàííåì ýòàïå. Íàçâàííûé ïðèíöèï âûâîäà ìîäåëè ïåðåðàñòàåò â

íîâóþ ôîðìó, çàïèñàííóþ íèæå.

Ð å ç î ë þ ö è ÿ ñ ì å æ í î ñ ò è . Åñëè âñå êàíäèäàòû â ñåïàðàòîðû äëÿ ïàðû àñ-

ñîöèèðîâàííûõ âåðøèí ( , )x y îòâåðãíóòû èëè èñïûòàíû âñå ïîäìíîæåñòâà èç ìíî-

æåñòâà íåîòâåðæåííûõ êàíäèäàòîâ â ñåïàðàòîð, òî ñóùåñòâóåò ðåáðî x y�� .

Êàê áûëî ïîêàçàíî â [6, 11], â ñîñòàâå êàæäîãî íåïóñòîãî ñåïàðàòîðà äîëæåí

áûòü õîòÿ áû îäèí ïîòåíöèàëüíûé ñòåðæåíü ñåïàðàòîðà. Íî íåêîòîðûå (èíîãäà

äàæå âñå) ïîòåíöèàëüíûå ñòåðæíè ñåïàðàòîðà äëÿ ( , )x y ìîãóò áûòü îòâåðæåíû, ò.å.

ìîãóò áûòü íàéäåíû ñâèäåòåëüñòâà, ñîãëàñíî êîòîðûì ýòè ïîòåíöèàëüíûå ñòåðæíè

íå ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíàìè íèêàêîãî ëîêàëüíî-ìèíèìàëüíîãî ñåïàðàòîðà S x ylom ( , ) . Òà-

êîå îòâåðæåíèå äàþò, â ÷àñòíîñòè, ïðàâèëà ÷óæîãî ãåíà, èçîëÿòîðà [6], àïïåíäèêñà,

ïîëóàïïåíäèêñà è èçîëÿòîðà îòñòðàíÿåìîé âåðøèíû. Ïîýòîìó ðåçîëþöèÿ ñìåæíîñ-

òè ìîæåò áûòü «ïåðåêðûòà» (outperformed) ñëåäóþùèì íîâûì ïðèíöèïîì.

Ý ê ñ ï ð å ñ ñ - ð å ç î ë þ ö è ÿ ñ ì å æ í î ñ ò è . Åñëè äëÿ ïàðû âåðøèí ( , )x y íå

îñòàëîñü íè îäíîãî íåîòâåðæåííîãî (íåçàáðàêîâàííîãî) ïîòåíöèàëüíîãî ñòåðæíÿ

ñåïàðàòîðà, òî ñóùåñòâóåò ðåáðî x y�� .

Åñëè èìååòñÿ âîçìîæíîñòü èäåíòèôèöèðîâàòü íå òîëüêî ïîòåíöèàëüíûå

ñòåðæíè ñåïàðàòîðà, íî è ïðåòåíäåíòû â ñòåðæíè ñåïàðàòîðà, òî íàçâàííûé ïðèí-

öèï ìîæíî óñèëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ñ ï å ö è à ë ü í à ÿ ý ê ñ ï ð å ñ ñ - ð å ç î ë þ ö è ÿ ñ ì å æ í î ñ ò è . Åñëè äëÿ ïàðû

âåðøèí ( , )x y âñå ïðåòåíäåíòû â ñòåðæíè ñåïàðàòîðà îòâåðãíóòû, òî ñóùåñòâóåò

ðåáðî x y�� .

Ðÿä ðàññìîòðåííûõ ïðàâèë (íåïîãëîùåíèÿ, êâàçèèíñòðóìåíòàëüíîé ïàðû, ïî-

ëóàïïåíäèêñà) ïîäñêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü êîíöåïòóàëüíî íîâîãî ïðèíöèïà âûâî-

äà, êîòîðûé äàåò âîçìîæíîñòü èçáåæàòü ïîèñêà ñîîòâåòñòâóþùåãî ñåïàðàòîðà è îò-

ñåèâàíèÿ êàíäèäàòîâ â ñåïàðàòîð. Ïðåäëîæèì íîâóþ ôîðìóëèðîâêó ïðèíöèïà.

Ð å ç î ë þ ö è ÿ í å ñ ì å æ í î ñ ò è . Åñëè íàáîð ñòàòèñòè÷åñêèõ ôàêòîâ ñâèäå-

òåëüñòâóåò î íåâîçìîæíîñòè ïðèñóòñòâèÿ íè äóãè (îðïóòè) x y� , íè äóãè (îðïóòè)

y x� , òî ðåáðî x y�� îòñóòñòâóåò.

Îòêðûòûì îñòàåòñÿ âîïðîñ: ñëåäóåò ëè ñîõðàíÿòü òàêòèêó àëãîðèòìà PC (ò.å.

îãðàíè÷èâàòü ìíîæåñòâî êàíäèäàòîâ â ñåïàðàòîð äëÿ ïàðû ( , )x y òîëüêî âåðøèíà-

ìè, ñìåæíûìè ê x èëè ê y) èëè îòáðîñèòü ýòî îãðàíè÷åíèå è èñïîëüçîâàòü òîëüêî

îáîñíîâàííûå âûøå òðåáîâàíèÿ ê ÷ëåíàì ëîêàëüíî-ìèíèìàëüíûõ ñåïàðàòîðîâ. Êàê

áûëî ïîêàçàíî íà ïðèìåðå (ñì. ðèñ. 1), òàêîå îãðàíè÷åíèå ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîòåðå

ìèíèìàëüíûõ ñåïàðàòîðîâ. Ââèäó ýòîãî öåëåñîîáðàçíî íå îãðàíè÷èâàòü ïîèñê ñå-

ïàðàòîðà ñìåæíûìè âåðøèíàìè, à èñïîëüçîâàòü äëÿ ñîêðàùåíèÿ ñïèñêà êàíäèäàòîâ

òîëüêî îáîñíîâàííûå âûøå ïðàâèëà. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ðàçðàáîòàííûå ïðàâèëà (â

îòëè÷èå îò àëãîðèòìà PC) èíîãäà ïîçâîëÿþò èñêëþ÷èòü âåðøèíó, ñìåæíóþ ê îä-

íîé èç ñåïàðèðóåìûõ âåðøèí. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòè ïðàâèëà îáû÷íî íå ìîãóò èñ-

êëþ÷èòü èç êàíäèäàòîâ âñå âåðøèíû, íå ñìåæíûå ê îáåèì ñåïàðèðóåìûì âåðøè-

íàì. Â ðåçóëüòàòå ñïèñîê êàíäèäàòîâ â ñåïàðàòîð ïîëó÷èòñÿ áîëåå îáúåìíûì.

Ìîæíî äàòü ñëåäóþùóþ ðåêîìåíäàöèþ. Åñëè ïðèîðèòåòîì ÿâëÿåòñÿ ñîêðàùåíèå

ñïèñêà êàíäèäàòîâ â ñåïàðàòîð è ñîêðàùåíèå ÷èñëà òåñòîâ, òî ñëåäóåò ñîõðàíèòü

òàêòèêó àëãîðèòìà PC (ñîîòâåòñòâåííî äîïîëíèâ åå). Åñëè æå ïðèîðèòåòîì ÿâëÿåò-

ñÿ ìèíèìàëüíîñòü ñåïàðàòîðà, òî öåëåñîîáðàçíî îòêàçàòüñÿ îò òàêòè÷åñêîãî îãðà-

íè÷åíèÿ àëãîðèòìà PC. Ïðè ðåøåíèè ýòîãî âîïðîñà íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ðàçìåð
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âûáîðêè äàííûõ, òðåáîâàíèÿ ê íàäåæíîñòè è çíàíèÿ î ìîäåëè. Òàêæå ñëåäóåò

èìåòü â âèäó âîçìîæíîñòü ðàçðàáîòêè íîâûõ ïðàâèë ôîðìèðîâàíèÿ ëîêàëüíî-ìè-

íèìàëüíûõ ñåïàðàòîðîâ.

ßñíî, ÷òî êîãäà ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé ñåïàðàòîð êàðäèíàëüíîñòè, ðàâíîé

åäèíèöå, àëãîðèòì PC îáÿçàòåëüíî íàéäåò ýòîò ñåïàðàòîð (îäèí èç ìèíèìàëüíûõ).

Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ ðàññìîòðåííûå ïðàâèëà íå ìîãóò ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòè àëãî-

ðèòìà PC. Îäíàêî ýòî íå îçíà÷àåò áåñïîëåçíîñòè ïðèìåíåíèÿ òåõ ïðàâèë, â ðåçþ-

ìèðóþùåé ÷àñòè êîòîðûõ çàïèñàíà (êàê îäíà èç àëüòåðíàòèâ) óñëîâíàÿ íåçàâèñè-

ìîñòü ïåðâîãî ðàíãà. Âàæíàÿ ðîëü òàêèõ ïðàâèë — îñòàíîâêà ïîèñêà ñåïàðàòîðà.

(Ýòè ïðàâèëà ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû òàêæå è â äðóãèõ öåëÿõ.)

Â ðàçä. 1 ðàññìîòðåí ïðèìåð, ãäå òåñòû ïåðâîãî ðàíãà èñêëþ÷àþò ÷ëåíà ìèíè-

ìàëüíîãî ñåïàðàòîðà êàðäèíàëüíîñòè, ðàâíîé òðåì. Òàêîìó ñèíäðîìó ïîòåðè ìèíè-

ìàëüíîãî ñåïàðàòîðà ïîäâåðæåí, â ÷àñòíîñòè, è àëãîðèòì PC. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì

ïðèìåðå ïðîèñõîäèò «âñòðå÷íîå» îòêðûâàíèå êîëëàéäåðíûõ ïóòåé. Åñëè îãðàíè-

÷èòüñÿ ñëó÷àÿìè, ãäå íåò îòêðûâàíèÿ êîëëàéäåðíûõ ïóòåé, òî â àëãîðèòìå PC òåñòû

ïåðâîãî ðàíãà, ïî-âèäèìîìó, íå ïðèâåäóò ê ïîòåðå ìèíèìàëüíîãî ñåïàðàòîðà.

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð ïîòåðè ìèíèìàëüíîãî ñåïàðàòîðà àëãîðèòìîì PC (ïðè óñëî-

âèè, ÷òî íåò îòêðûâàíèÿ êîëëàéäåðíûõ ïóòåé) äàí â [11]. Â ðàññìîòðåííîì òàì

ïðèìåðå «îøèáî÷íîå» èñêëþ÷åíèå ÷ëåíà ìèíèìàëüíîãî ñåïàðàòîðà (êîòîðûé èìå-

åò êàðäèíàëüíîñòü, ðàâíóþ òðåì) ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ òåñòîâ âòî-

ðîãî ðàíãà. (Îäíîé èç ïðåäïîñûëîê òàêîé «îøèáêè» ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âñå öåïè ìåæ-

äó âåðøèíàìè x è y èìåþò âèä x y� �� .) Çíà÷èò, ïðîñòåéøèé ìèíèìàëüíûé ñå-

ïàðàòîð, êîòîðûé ìîæåò áûòü íå íàéäåí àëãîðèòìîì PC (áåç çàìåíû ðàâíîöåííûì

ñåïàðàòîðîì), èìååò êàðäèíàëüíîñòü, ðàâíóþ òðåì. (Àëãîðèòì PC òàêæå ìîæåò ïî-

òåðÿòü ìèíèìàëüíûé ñåïàðàòîð èç äâóõ ïåðåìåííûõ â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ òåñ-

òîâ âòîðîãî ðàíãà, íî òîëüêî ïðè îïðåäåëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òåñòîâ.)

3. ÏÎÄÁÎÐ ÝÌÏÈÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÅÏÀÐÀÒÎÐÎÂ È ÂÛÂÎÄ ÐÅÁÅÐ ÌÎÄÅËÈ ÈÇ ÄÀÍÍÛÕ

Èçëîæåííûå ðåçóëüòàòû ïðèãîäíû äëÿ ìåòîäîâ constraint-based ïîäõîäà ê âûâîäó

ñòðóêòóðû ìîäåëè èç ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ [2, 3, 7, 8]. Îñíîâíîé ýòàï âûâîäà

ñòðóêòóðû ìîäåëè èç äàííûõ — ïîñòðîåíèå åå ñêåëåòà — ñîñòîèò â èäåíòèôèêà-

öèè âñåõ ðåáåð. Íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå ðåáåð âåðèôèöèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåñòè-

ðîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ôàêòîâ óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè ïåðåìåííûõ â âûáîðêå

äàííûõ.

Óñëîâíóþ íåçàâèñèìîñòü ïåðåìåííîé x îò ïåðåìåííîé y ïðè êîíäèöèîíèðî-

âàíèè ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ Z (x y, �Z) îáîçíà÷èì Pr ( )x y	 	Z . Ïðè ýòîì ìíî-

æåñòâî ïåðåìåííûõ Z áóäåì íàçûâàòü ýìïèðè÷åñêèì (ñòàòèñòè÷åñêèì) ñåïàðàòî-

ðîì äëÿ ïàðû ( , )x y . Äëÿ äèñêðåòíûõ ïåðåìåííûõ óñëîâíàÿ íåçàâèñèìîñòü îçíà÷àåò

p x y p x p y( | ) ( | ) ( | )Z Z Z� � . Â ëèíåéíûõ ìîäåëÿõ óñëîâíàÿ íåçàâèñèìîñòü ïðîÿâëÿ-

åòñÿ êàê íóëåâîå (íåçíà÷èìîå) çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ÷àñòíîé êîððåëÿöèè. Áåçóñ-

ëîâíóþ íåçàâèñèìîñòü Pr ( )x y	 
 	 áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå Pr ( )x y	 	 , à áåçóñ-

ëîâíóþ çàâèñèìîñòü — â âèäå � 	 	Pr ( )x y . (Çàìåòèì, ÷òî â êîíå÷íîé âûáîðêå

ñëàáàÿ çàâèñèìîñòü íåîòëè÷èìà îò «øóìà» ïðè íåçàâèñèìîñòè.)

Èçâåñòíî [13], ÷òî êðèòåðèé d-ñåïàðàöèè îïðåäåëÿåò ìàðêîâñêèå ñâîéñòâà

ÀÎÃ-ìîäåëè (ò.å. îòíîøåíèÿ óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè, âûïîëíÿþùèåñÿ ïðè ëþáîé

ïàðàìåòðèçàöèè ìîäåëè):

Ds Pr( ) ( )x y x y	 	 � 	 	Z Z . (3)

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ìåòîäîâ âûâîäà ñòðóêòóðû èç äàííûõ òðåáóþòñÿ ñîîòâåòñòâó-

þùèå ïðåäïîëîæåíèÿ. Îáû÷íî òàêèì ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå êàóçàëüíîé íåîá-

ìàí÷èâîñòè (faithfulness) ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåìåííûõ ìîäåëè îòíîñè-

òåëüíî ÀÎÃ [2, 3, 7, 10]. (Ñëîâî «êàóçàëüíàÿ» äàëåå áóäåì îïóñêàòü.) Ïîëíàÿ ôîðìà

ïðåäïîëîæåíèÿ íåîáìàí÷èâîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé âûðàæàåòñÿ êàê

Pr Ds( ) ( )x y x y	 	 � 	 	Z Z , (4)
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ò.å. êàê îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ ïî îòíîøåíèþ ê (3). Îáúåäèíÿÿ (3) è (4), ïîëó÷àåì

Ds Pr( ) ( )x y x y	 	 � 	 	Z Z . (5)

Âûïîëíåíèå (4) îáåñïå÷èâàåò ñòðóêòóðíî-ïîâåäåí÷åñêèé èçîìîðôèçì ìîäåëè.

Ïðåäïîëîæåíèå (4) ÿâëÿåòñÿ èçëèøíå ñèëüíûì. Ìíîãèå ìåòîäû âûâîäà ñêåëå-

òà ÀÎÃ-ìîäåëè èñïîëüçóþò îñëàáëåííóþ ôîðìó ïðåäïîëîæåíèÿ íåîáìàí÷èâîñòè:

Pr ( ) ( )x y x y	 	 � � ��Z . (6)

Èìïëèêàöèþ (6) ìîæíî íàçâàòü ðåáåðíîé íåîáìàí÷èâîñòüþ. Ó÷èòûâàÿ ïåð-

âè÷íîå ñâîéñòâî (1) ñåïàðàöèè â ÀÎÃ, ïîëó÷èì åäèíûé ïðèíöèï èäåíòèôèêàöèè

ðåáåð ìîäåëè

� � � 	 	 � ��Z Z Z( ) : ( ) ( )x, y x y x yPr . (7)

Ïðåäïîëîæåíèå ðåáåðíîé íåîáìàí÷èâîñòè (6) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ îáîñíî-

âàíèÿ ðåçóëüòàòèâíîãî àëãîðèòìà âûâîäà ñêåëåòà ìîäåëè èç äàííûõ.

Åñëè ïðèíÿòü ïîëíóþ ôîðìó ïðåäïîëîæåíèÿ íåîáìàí÷èâîñòè, òî ñîãëàñíî (5)

ìîæíî òðàíñêðèáèðîâàòü âñå ïðàâèëà, îáîñíîâàííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå è â [6], è

ïîëó÷èòü ýìïèðè÷åñêèå äâîéíèêè (counterparts) ýòèõ ïðàâèë äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â êà-

÷åñòâå èíñòðóìåíòîâ âûâîäà ñêåëåòà ìîäåëè èç äàííûõ. Íî äàæå ðåáåðíàÿ íåîáìàí-

÷èâîñòü (6), ò.å. ñóùåñòâåííî îñëàáëåííàÿ ôîðìà ïðåäïîëîæåíèÿ íåîáìàí÷èâîñòè,

ìîæåò èçðåäêà íàðóøàòüñÿ (îñîáåííî â íåáîëüøîé âûáîðêå äàííûõ), ÷òî ñîçäàåò

ðèñê îøèáêè. ×òîáû îáîñíîâàòü ýìïèðè÷åñêèå âåðñèè ïðåäëîæåííûõ ïðàâèë ôîðìè-

ðîâàíèÿ ñåïàðàòîðîâ, íåäîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæåíèÿ (6). Â òî æå âðåìÿ äëÿ òàêîãî

îáîñíîâàíèÿ íå îáÿçàòåëüíà ïîëíàÿ ôîðìà ïðåäïîëîæåíèÿ íåîáìàí÷èâîñòè (4).

Íàïðèìåð, äëÿ ïðÿìîé èäåíòèôèêàöèè âñåõ öåïåé â ÀÎÃ-ìîäåëè ñ ïîìîùüþ

ïðîöåäóðû Ãåíîì-1 [12] äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæåíèÿ, ôîðìàëèçóåìîãî â âèäå

Pr Ds( ) ( )x y x y	 	 � 	 	 , (8)

êîòîðîå ìîæíî íàçâàòü áåçóñëîâíîé (ìàðãèíàëüíîé) öåïíîé íåîáìàí÷èâîñòüþ.

Íåêîòîðûå ïðàâèëà ôîðìèðîâàíèÿ ñåïàðàòîðîâ òðåáóþò áëèçêîãî ê (8) ïðåäïî-

ëîæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, âî ìíîãèõ äîêàçàòåëüñòâàõ èñïîëüçîâàíà èìïëèêàöèÿ

âèäà «áåñêîëëàéäåðíàÿ ñòûêîâêà» (splicing) äâóõ öåïåé. Â òåðìèíàõ d-ñåïàðàöèè

ýòà èìïëèêàöèÿ êîððåêòíà. Íî àíàëîãè÷íûé ñïîñîá àðãóìåíòàöèè äëÿ ýìïèðè-

÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé (â âûáîðêå ðåàëèñòè÷åñêîãî îáúåìà) ÷àñòî ïðèâîäèò ê

îøèáêå (ââèäó ñëàáîñòè òðàíçèòíîé çàâèñèìîñòè). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðåäñòàâ-

ëåííûõ äîêàçàòåëüñòâ ìîæíî ñëåãêà îñëàáèòü ïðåäïîëîæåíèå (8) äî áîëåå ëî-

êàëüíîé âåðñèè.

Î÷åâèäíî, áåçóñëîâíàÿ öåïíàÿ íåîáìàí÷èâîñòü íåäîñòàòî÷íà äëÿ òåõ ïðàâèë,

ãäå èñïîëüçóåòñÿ óñëîâíàÿ íåçàâèñèìîñòü ïåðâîãî ðàíãà. Äëÿ òàêèõ ïðàâèë äîñòà-

òî÷íî äîáàâèòü ïðåäïîëîæåíèå íåîáìàí÷èâîñòè ïåðâîãî ðàíãà:

� 	 	 � 	 	x, y, z x z y x z y: Pr Ds( ) ( ) . (9)

Îäíàêî (9) ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íî ñèëüíûì ïðåäïîëîæåíèåì. Îòäåëüíûå ðàññìîò-

ðåííûå ïðàâèëà îïèðàþòñÿ íà ðàçíûå (ñëåãêà îñëàáëåííûå, ëîêàëüíûå) âåðñèè

ïðåäïîëîæåíèÿ (9), êîòîðûå åùå ïðåäñòîèò ñïåöèôèöèðîâàòü.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ïðèìåíåíèè ê êîíå÷íîé âûáîðêå äàííûõ ïðåäïîëîæåíèå

íåîáìàí÷èâîñòè îçíà÷àåò, ÷òî îòðèöàíèå âåðîÿòíîñòíîé íåçàâèñèìîñòè äîëæíî

âñåãäà ïîäòâåðæäàòüñÿ äîñòàòî÷íîé âåëè÷èíîé ýìïèðè÷åñêîé çàâèñèìîñòè. Èíûìè

ñëîâàìè, èç îòðèöàíèÿ íåçàâèñèìîñòè äîëæíî ñëåäîâàòü, ÷òî âåëè÷èíà çàâèñè-

ìîñòè ïðåâûøàåò ïîðîã, êîòîðûé ìû âûáðàëè äëÿ îòñåèâàíèÿ âûáîðî÷íîãî

«øóìà». Îñîáåííî íåæåëàòåëüíî îøèáî÷íîå îòâåðæåíèå åäèíñòâåííîãî ñòåðæíÿ

ñåïàðàòîðà, ïîñêîëüêó òàêàÿ îøèáêà óæå íå êîìïåíñèðóåòñÿ â äàëüíåéøåì.

Ìåòîäû ñåïàðàöèîííîãî ïîäõîäà ïîäâåðæåíû ðèñêó îøèáêè ïðè èäåíòèôèêà-
öèè ðåáåð ìîäåëè ïî ïðè÷èíå íåíàäåæíîñòè òåñòèðîâàíèÿ óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè
(îñîáåííî êîãäà âûáîðêà äàííûõ íåâåëèêà). Äðóãîé íåäîñòàòîê — íåóäîâëåòâîðè-
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òåëüíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü ïîèñêà ñåïàðàòîðîâ. Âû÷èñëèòåëüíàÿ
ñëîæíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì âûïîëíÿåìûõ òåñòîâ è îáúåìîì âû÷èñëåíèÿ
íåîáõîäèìûõ ñòàòèñòèê. Â äèñêðåòíûõ ìîäåëÿõ îáúåì âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòèê, íå-
îáõîäèìûõ äëÿ òåñòà óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè Pr ( )x y	 	Z , îïðåäåëÿåòñÿ ðàíãîì
òåñòà, ò.å. êàðäèíàëüíîñòüþ óñëîâèÿ Z . Ïî ìåðå ðîñòà êàðäèíàëüíîñòè Z â òåñòå
âûáîðêà äàííûõ äðîáèòñÿ íà ÷àñòè è íàäåæíîñòü òåñòà ñíèæàåòñÿ. Äëÿ âûïîëíåíèÿ
òåñòà óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè k–ãî ðàíãà òðåáóåòñÿ ñòàòèñòèêà ðàçìåðíîñòè ( )k � 2 .
Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî ïî âîçìîæíîñòè îáõîäèòüñÿ òåñòàìè íèçêîãî ðàíãà è íàõî-
äèòü ìèíèìàëüíûå ñåïàðàòîðû. Êðîìå òîãî, âîçìîæíà òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è,
êîãäà äàëåêî íå âñÿêóþ ñòàòèñòèêó ìîæíî âû÷èñëèòü èç èìåþùèõñÿ äàííûõ. Òîãäà
àíàëèòèê âûíóæäåí èäåíòèôèöèðîâàòü ðåáðî èëè åãî îòñóòñòâèå êîñâåííî. Æåëà-
òåëüíî êàê ìîæíî ðàíüøå âûÿâèòü îòñóòñòâèå ñåïàðàòîðà äëÿ çàäàííîé ïàðû ïåðå-
ìåííûõ è ïðåêðàòèòü áåñïåðñïåêòèâíûé ïîèñê.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Óñòàíîâëåííîå ìíîæåñòâî ïàòòåðíîâ çàâèñèìîñòè (íåçàâèñèìîñòè) ïîìîãàåò
êîñâåííî èäåíòèôèöèðîâàòü ôàêòû ñåïàðàöèè ïåðåìåííûõ ÀÎÃ-ìîäåëè è,
â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿþò èäåíòèôèöèðîâàòü ïðèñóòñòâèå èëè âûÿâèòü îòñóòñòâèå
ðåáðà èëè ïðèíàäëåæíîñòü (íåïðèíàäëåæíîñòü) ïåðåìåííîé ê ëîêàëüíî-ìèíè-
ìàëüíîìó ñåïàðàòîðó. Ïîêàçàíî, êàêèì îáðàçîì ìîæíî èäåíòèôèöèðîâàòü ñó-
ùåñòâîâàíèå (íåñóùåñòâîâàíèå) èëè ñîñòàâ ñëîæíûõ ñåïàðàòîðîâ, èñõîäÿ èç çíà-
íèÿ íàáîðà ïðîñòûõ ñåïàðàòîðîâ â îêðåñòíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ïðàâèëà ïîçâîëÿþò
èäåíòèôèöèðîâàòü îòñóòñòâèå ðåáðà êîñâåííî, ò.å. áåç íàõîæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ôàêòà íåçàâèñèìîñòè. Èñõîäíûìè ôàêòàìè äëÿ ðàçðàáîòàííûõ ïðàâèë âû-
âîäà âûñòóïàþò ïóñòûå ñåïàðàòîðû è ñåïàðàòîðû èç îäíîé ïåðåìåííîé, ÷òî ñî-
îòâåòñòâóåò áåçóñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè è óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè ïåðâîãî ðàí-
ãà. Ïðåäëîæåíû íîâûå ïðèíöèïû èíäóêòèâíîãî âûâîäà ñêåëåòà ÀÎÃ-ìîäåëè.
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