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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â êîìïüþòåðíûõ ïðèëîæåíèÿõ ïîâñåìåñòíî äîìèíèðóåò äâîè÷íàÿ ñèñòåìà ñ÷èñ-

ëåíèÿ. Òàêæå õîðîøî èçâåñòíû òðîè÷íàÿ è îñíîâàííàÿ íà íåé òðèòîâàÿ ñèñòåìû

ñ÷èñëåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ââîäèòñÿ è èññëåäóåòñÿ ñìåøàííàÿ ñèñòåìà, áà-

çèðóþùàÿñÿ íà ðÿäàõ ñòåïåíåé ÷èñåë äâà è òðè. Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë â òàêîé

ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ðåêóðñèâíîãî ïðèìåíåíèÿ

ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë â ëèíåéíûå ôîðìû â áàçèñå îðòîãîíàëüíûõ ÷èñëîâûõ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé. Óêàçûâàåòñÿ íîâîå óíèâåðñàëüíîå ïðåôèêñíîå êîäèðîâàíèå ÷è-

ñåë ñ ïîìîùüþ òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, îáëàäàþùåå ïîâûøåííîé óñòîé÷èâîñòüþ

ê îøèáêàì ïåðåäà÷è. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûå àñïåêòû (2,3)-ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ÷èñåë.

ÏóñòüU u u u� �{ 1 2 3, , , }èV � �{� � �1 2 3, , , }— äâå áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïðåäïîëàãàåì òàêæå, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç íèõ (U èëè V)

íåîãðàíè÷åííà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè U è V íàçûâàåì îðòîãîíàëüíûìè, åñëè äëÿ ëþ-

áîãî íîìåðà n âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ÍÎÄ( , )un n� � 1. Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåì îá-

îçíà÷åíèÿ un n�� è U V� .

Â äàëüíåéøåì âñå ÷èñëà ïðåäïîëàãàåì öåëûìè èëè íàòóðàëüíûìè.

Ïðåäñòàâëåíèå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà x â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

x au bn n� � � (1)

íàçûâàåì ëèíåéíîé ôîðìîé â áàçèñå ( , )U V .

Ëèíåéíóþ ôîðìó (1) íàçûâàåì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè õ � 0 è à � 0 ,

b � 0 .

Èíäåêñ n â ïðåäñòàâëåíèè (1) íàçûâàåì ðàíãîì ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè un n�� , òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî õ ïðåäñòàâèìî â âèäå

ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âèäà (1). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ïîëî-

æèòåëüíî îïðåäåëåííûå ôîðìû, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì, ïî óìîë÷àíèþ, ïðåäïîëà-

ãàåì çàäàíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â âèäå ôîðìóëû (1) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì.

Ïðåäñòàâëåíèå (1) íàçûâàåì êàíîíè÷åñêèì, åñëè 0 � 	à n� .

Î÷åâèäíî, ÷òî, ïðèìåíÿÿ òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå x a k un n� 
 �( )�
� �( )b kun n� , âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ êàíîíè÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ (1).

Ñðåäè âñåõ ïðåäñòàâëåíèé ÷èñëà x âèäà (1) íàñ èíòåðåñóþò ïðåäñòàâëåíèÿ ìàê-

ñèìàëüíîãî ðàíãà. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî x èìååò åäèíñòâåííîå êàíîíè÷åñêîå ïðåä-
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ñòàâëåíèå ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà. Çàìåòèì, ÷òî åñëè (1) — ïðåäñòàâëåíèå ìàêñè-

ìàëüíîãî ðàíãà, òî x un n	 � �1 1� .

Îðòîãîíàëüíûå ëèíåéíûå ôîðìû ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà ïðè ðåêóðñèâíîì ïðè-

ìåíåíèè ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ðàçíîîáðàçíûå ñìåøàííûå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ.

Îáû÷íîå ñ÷èñëåíèå ïî îñíîâàíèþ ñòåïåíåé áàçîâîãî ÷èñëà Ì ïîëó÷àåòñÿ ðå-

êóðñèâíûì ïðèìåíåíèåì ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë â ìàêñèìàëüíûå ëèíåéíûå ôîðìû ïî

ñòåïåíÿì ÷èñëà Ì. Òî÷íåå, ïóñòü Ì — áàçèñ ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: U M M M� { }, ,2 3 è V � { }1 1 1, , , � .

Ïóñòü x — íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ. Ïîëîæèì x x0 � . Ñóùåñòâóåò

ïðåäñòàâëåíèå ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà

x a M x
n� � �1 1

1 1. (2)

Ñðåäè ïðåäñòàâëåíèé x âèäà (2) âûáèðàåì ïðåäñòàâëåíèå ñ ìàêñèìàëüíûì çíà-

÷åíèåì à1. Â ñèëó ìàêñèìàëüíîñòè ðàíãà n1 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà a M1 	 è

x M
n

1
1	 . Çàòåì àíàëîãè÷íî ðàñêëàäûâàåì x1 â ëèíåéíóþ ôîðìó,

x à M x
n

1 2 2
2 1� � � , a M n n2 2 1	 	, . Ïîâòîðÿåì ïðîöåäóðó ðàçëîæåíèÿ äëÿ x2 è

ñëåäóþùèõ îñòàòî÷íûõ ÷èñåë. Â èòîãå ïîëó÷àåì òðàäèöèîííîå ñòåïåííîå ïðåä-

ñòàâëåíèå x â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì Ì, x a M a M a
n n

m� � � �1 2
1 2 ... .

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ áàçèñíûõ

îðòîãîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåéU èV ñ ðàçëè÷íûìè èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè.

Äëÿ ðåøåíèÿ òåõ èëè èíûõ çàäà÷ ìîæíî ïîäáèðàòü ñîîòâåòñòâóþùèå U è V. Â [1]

èçó÷àëèñü îáùèå ñâîéñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë ëèíåéíûìè ôîðìàìè. Â ðàáîòàõ

[2–4] èññëåäîâàëèñü ëèíåéíûå ôîðìû Ôèáîíà÷÷è, ò.å. ñëó÷àé, êîãäà îðòîãîíàëü-

íûé áàçèñ ñòðîèëñÿ ñ ïîìîùüþ ïàð ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è

u F Fn n n n� �
1,� .

( , )a b -ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ×ÈÑÅË

Ïóñòü a è b — âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè U a a a� �{ }, , ,2 3 è V b b b� �{ }, , , .

Ïóñòü x — ÷èñëî, êîòîðîå íå äåëèòñÿ íà a è íå äåëèòñÿ íà b x b, � . Ðàññìîòðèì

êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå x â áàçèñå ( , )U V ïîñðåäñòâîì ëèíåéíîé ôîðìû ìàê-

ñèìàëüíîãî ðàíãà x a by
n� ��1 1

1 , 0 1	 	� b.

Ïóñòü s1 — ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü òàêàÿ, ÷òî y1 äåëèòñÿ íà b
s1 , íî íå äåëèòñÿ

íà b
s1 1�

, òîãäà x ïîëó÷àåò ïðåäñòàâëåíèå x a b x
n k� ��1 1

1 1 , ãäå 0 1	 	� b, n1 0� ,

k s1 1 1� � , k1 0� , x1 — îñòàòî÷íîå ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ a è b.

Åñëè x1 äîïóñêàåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå ðàçëîæåíèå â ëèíåéíóþ ôîðìó

â áàçèñå ( , )U V , òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé øàã ðàçëîæåíèÿ:

x a b a b x
n k n k� � �� �1 2 2

1 1 2 2( ) , ãäå 0 2	 	� b, n2 0� , k2 0� , x2 — îñòàòî÷íîå

÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ a è b.

Ìíîãîêðàòíî ïðèìåíÿÿ ðàçëîæåíèÿ îñòàòî÷íûõ ÷èñåë xi â ìàêñèìàëüíûå ëè-

íåéíûå ôîðìû, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà x ñëåäóþùåãî âèäà:

x a b a b a b a b x
n k n k n k

t
n k

t
t t t� � � � � �


�� � � �
1 2 3 1

1 1 2 2 3 1( ( ( )� )... ), (3)

0 	 	� i b, ni � 0 , ki � 0 , i t� 1, , xt�1 — ïîñëåäíåå îñòàòî÷íîå ÷èñëî, íå ðàçëîæè-

ìîå â ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ ëèíåéíóþ ôîðìó.

Çàäàíèå ÷èñëà x â âèäå (3) íàçûâàåì ( , )a b -ïðåäñòàâëåíèåì.
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(2, 3)-ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ×ÈÑÅË

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðåäñòàâëåíèÿ (3), êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïðè âûáîðå

â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ðÿäà ñòåïåíåé 2 è ðÿäà, ñîñòîÿùåãî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

êîíñòàíò, ðàâíûõ 3, U � �{2 2 22 3, , , } è V � �{3 3 3, , , }. Ïóñòü x — íå÷åòíîå ÷èñëî,

êîòîðîå íå äåëèòñÿ íà 3. Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû � i â (3) ìîãóò ðàâíÿòüñÿ

òîëüêî 1 è ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë â òàêîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ïðèíèìàåò äîñòàòî÷-

íî ïðîñòîé âèä.

Ðàññìîòðèì (2, 3)-ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë áîëåå äåòàëüíî. Ïóñòü x — íå÷åòíîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå äåëÿùååñÿ íà 3 è îòëè÷íîå îò 1. Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå x y
n� �2 31

1. Çäåñü n1 — ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ÷èñëà 2 òàêàÿ, ÷òî x
n
 2 1 äå-

ëèòñÿ íà 3 è x
n
 �2 01 .

Êàê è â îáùåì ñëó÷àå, âûäåëÿÿ èç y1 âñå äåëèòåëè 3, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå x

â âèäå x x
n k� �2 31 1

1, ãäå x1 — íå÷åòíîå ÷èñëî, íå äåëÿùååñÿ íà 3, è k1 0� .

Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè íå÷åòíûõ ÷èñåë, íå äåëÿùèõñÿ íà 3, òîëüêî 1 íå èìååò ïî-

ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîãî (2,3)-ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïîýòîìó åñëè x1 1
 , òî ïåðåõîäèì

ê ñëåäóþùåìó øàãó ïðåäñòàâëåíèÿ îñòàòî÷íîãî ÷èñëà x1 â âèäå (2,3)-ëèíåéíîé

ôîðìû ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà x y
n k n� � �2 3 2 31 1 2

2( ) .

Âûäåëÿÿ èç y2 ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü ÷èñëà 3, íà êîòîðîå äåëèòñÿ y2 , ïîëó÷à-

åì ïðåäñòàâëåíèå x â ñëåäóþùåì âèäå:

x x
n k n k� � �2 3 2 31 1 2 2

2( ) .

Çàòåì ðàñêëàäûâàåì â ëèíåéíóþ (2, 3)-ôîðìó îñòàòî÷íîå ÷èñëî x2 .

Ïîâòîðÿÿ ïðîöåäóðó íåîáõîäèìîå ÷èñëî ðàç, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà x

ñëåäóþùåãî ñòðóêòóðíîãî âèäà:

x
n k n n n k n kt t� � � � �2 3 2 3 2 3 2 31 1 2 2 3 3( ( (... ( ))... ) . (4)

Ïðèìåð 1. 20092009 2 3 2 3 2 3 2 3 2 324 20 13 2 10 2 3 2� � � � � �( ( ( ( )))) .

Çàäàíèå (4) îáëàäàåò ìíîãèìè èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè.

Íàçîâåì áëîêîì (i-ì áëîêîì) âûðàæåíèå, âûäåëåííîå èç (4), âèäà

2 3 2 1n k ni i i� � , i t� 1, .

Ýòà ÷àñòü ïîëó÷åíà íà i-ì øàãå (2,3)-ðàçëîæåíèÿ îñòàòî÷íîãî ÷èñëà xi
 �1

� �2 3
n k

i
i i x è ( )i � 1 -ãî øàãà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçëîæåíèÿ îñòàòî÷íîãî ÷èñëà xi .

Äëÿ óäîáñòâà ïîëàãàåì nt� �1 0 è xt � 1. Ðàçëîæåíèå (4) îïðåäåëÿåò ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü áëîêîâ:

2 3 2 2 3 2 2 3 2 2 31 1 2 2 2 3 1 1n k n n k n n k n n kt t t t t� � � �
 
, , , ,� . (5)

Ïóñòü ni îçíà÷àåò ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü äâîéêè â òðàäèöèîííîì äâîè÷íîì

ïðåäñòàâëåíèè îñòàòî÷íîãî ÷èñëà xi
1 ðàçëîæåíèÿ (4). Áëîê 2 3 2 1n k ni i i� � èç (5) íà-

çîâåì ìàêñèìàëüíûì, åñëè n ni i� .

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî i-ãî áëîêà ðàçëîæåíèÿ (4), i t� 1, , âûïîëíÿþòñÿ ñëåäó-

þùèå ñâîéñòâà:

à) ëèáî n ni i� , ëèáî n ni i� 
1;

b) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

k n n ki i i i( )log log2 2 13 1 3
 
 	 
 
� ; (6)

c) åñëè áëîê ìàêñèìàëüíûé, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

k n n ki i i i( )log 2 13 1
 	 
 
� ; (7)
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d) åñëè áëîê íå ìàêñèìàëüíûé, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

n n k ki i i i
 
 	 
 ��1 2 3 1 1( )log .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò à) ëåãêî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî çàìå÷àíèÿ. Äëÿ ëþ-

áîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà s, s � 0 , 2 3 2 31s smod mod
 
 . Ïîýòîìó ëèáî xi
ni� 2 3mod ,

ëèáî xi
ni� 


2 3
1

mod . Ýòî îïðåäåëÿåò ni ñîãëàñíî à).

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ñâîéñòâà b). Äëÿ ÷èñëà xi
1 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íå-

ðàâåíñòâî xi
ni



�	1

1
2 . Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî à), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî n ni i� � �1 2 .

Ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 2 3 2 21 2n k n ni i i i� 	� �
. Îòñþäà ñëåäóåò

3 3 2 1k n ni i i	 � 
 � , k n ni i ilog log2 2 13 3
 	 
 � , k n n ki i i i( )log log2 2 13 1 3
 
 	 
 
� .

Íåðàâåíñòâî b) äîêàçàíî.

Â ñëó÷àå ìàêñèìàëüíîñòè áëîêà óñëîâèå b) òåîðåìû 1 ìîæíî çàìåíèòü íà áî-

ëåå ñèëüíîå îãðàíè÷åíèå íà ki â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ áëîêà. Â ñàìîì äåëå,

èç óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî 2 3 2 21 1n k n ni i i i� 	� �
. Îòñþäà ïîëó÷àåì

íåðàâåíñòâî (7), k k n n ki i i i ilog 2 13
 	 
 
� .

Ïåðåéäåì ê ñâîéñòâó d). Åñëè áëîê íå ìàêñèìàëüíûé, òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâå-

íñòâà 2 3 3 2 1 1n k
i

k ni i i ix	 	 � �
. Îòñþäà ñëåäóåò íåîáõîäèìîå íåðàâåíñòâî d)

n n k ki i i i
 
 	 
 ��1 2 3 1 1( )log .

Îáîçíà÷èì �i i i in n k� 
 
�1 . Âåëè÷èíó �i íàçûâàåì âåñîì áëîêà.

Ñëåäñòâèå 1. Âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî �i i t� �0 1, , .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (6). Ïðè ki � 1âûðàæå-

íèå ki ( )log log2 23 1 3
 
 ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, ðàâíîå 
1. Ó÷èòûâàÿ,

÷òî �i — öåëîå ÷èñëî è íåðàâåíñòâî (6) ñòðîãîå, ïîëó÷àåì íåîáõîäèìîå íåðàâåí-

ñòâî �i � 0 .

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè i-é áëîê ìàêñèìàëüíûé, òî �i � 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (7) ðàâíî

log 2 3 1 0 584
 � , . Ïîýòîìó äëÿ ìàêñèìàëüíûõ áëîêîâ �i � 0 .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ñâîéñòâà áëîêîâ íóëåâîãî âåñà.

Òåîðåìà 2. Åñëè i-é áëîê 2 3 2 1n k nt i i� � ðàçëîæåíèÿ (4) èìååò íóëåâîé âåñ,

�i � 0 , òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

à) n ni i� 
1;

b) ëèáî ki � 1, ëèáî ki � 2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî à) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 2.

Ðàññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (6). Ïðè ki � 2 ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæå-

íèå ki ( ) ,log log log2 2 23 1 3 2 3 3 0168 0
 
 � 
 � � . Ïîýòîìó åñëè �i � 0 , òî ëèáî

ki � 1, ëèáî ki � 2 . Ýòî äîêàçûâàåò ñâîéñòâî b).

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà áëîêîâ âåñà 1. Ìàêñè-

ìàëüíûé áëîê âåñà 1 íàçîâåì êðèòè÷åñêèì.

Òåîðåìà 3. Êðèòè÷åñêèé áëîê èìååò ñòðóêòóðó âèäà 2 3 2
2n ni i� � 


ëèáî

2 3 2
3n ni i� � 


, n ni i� � 
1 2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî i-é áëîê ðàçëîæåíèÿ (4) 2 3 2 1n k ni i i� � �

êðèòè÷åñêèé. Òîãäà n ni i� è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 2 3 2 21 1n k n ni i i i� � 	� �
. Ñî-

îòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî (7) äëÿ ñòåïåíåé è âåñà áëîêà çàäàåò îãðàíè÷åíèå íà ki ,

k n n ki i i i( )log 2 13 1
 	 
 
� . Ïîëó÷àåì 1 1 3 1 22� 	 
 	ki / ( )log .

Ñëåäîâàòåëüíî, ki � 1 è n ni i� � 
1 2 . Òàê êàê ëèáî n ni i� ��1 1, ëèáî

n ni i� �� 
1 1 1, òî ïîëó÷àåì óñëîâèå òåîðåìû.
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Ñëåäñòâèå 3. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áëîêîâ ðàçëîæåíèÿ (4) äâà êðèòè÷åñêèõ

áëîêà íå ìîãóò ñîñåäñòâîâàòü äðóã ñ äðóãîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì äâà ñîñåäíèõ áëîêà: i-é è ( )i � 1 -é, â ðàçëîæå-

íèè (4) êðèòè÷åñêèå. Òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ òåîðåìû 3 n ni i� � 
1 2 è ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé ôðàãìåíò ÷àñòè÷íîé ñóììû xi â ïðåäñòàâëåíèè (4) èìååò âèä

2 3 2 9 2 37 2
2 4 4n n n ni i i i� � � � � �
 
 


ëèáî 2 3 2 9 2 65 2
2 5 5n n n ni i i i� � � � � �
 
 


,

íî 37 2 65 2 2
4 5 1� � � �
 
 �n n ni i i . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ìàêñèìàëüíîñòè i-ãî

áëîêà.

Íàçîâåì óäàëåíèåì ìåæäó áëîêàìè âåëè÷èíó n n j ii j
 	, . Îöåíèì óäàëåíèå

ìåæäó ñîñåäíèìè êðèòè÷åñêèìè áëîêàìè.

Òåîðåìà 4. Óäàëåíèå ìåæäó ñîñåäíèìè êðèòè÷åñêèìè áëîêàìè íå ìåíåå 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü i-é áëîê êðèòè÷åí, èìååò âèä 2 3 2
2n ni i� � 


è íå ÿâëÿ-

åòñÿ ïîñëåäíèì êðèòè÷åñêèì áëîêîì. Çà íèì ñëåäóåò áëîê 2 3 2
2 1 2n k ni i i
 � �� � . Ñî-

îòâåòñòâóþùèé ôðàãìåíò ÷àñòè÷íîé ñóììû ÷èñëà xi
1 ðàâåí 2 3 2
2n ni i� � �


� �� ��
3 21 21k ni i . Òàê êàê êðèòè÷åñêèé áëîê ìàêñèìàëåí, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

2 3 2 9 3 2 2
2 1 11 2n n k n ni i i i i� � � � � 	
 
 �� � . Ïîëó÷àåì 9 3 21 21 2� 	� �
 
 
k n ni i i .

Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî 3 21 21 5k n ni i i� �
 
 
	 . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ki� �1 1, ïîëó-

÷àåì n ni i
 �� 2 5. Ñëåäîâàòåëüíî, n ni i
 �� 2 6 .

Ðàññìîòðèì âòîðîé âîçìîæíûé âàðèàíò.

Ïóñòü êðèòè÷åñêèé áëîê èìååò âèä 2 3 2
3n ni i� � 


è íå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì êðè-

òè÷åñêèì áëîêîì. Çà íèì ñëåäóåò áëîê 2 3 2
3 1 2n k ni i i
 � �� � . Âûïîëíÿþòñÿ íåðàâå-

íñòâà 2 3 2 9 3 2 2
3 1 11 2n n k n ni i i i i� � � � � 	
 
 �� � , 9 3 5 2

1 32� 	 �
 
 
�k n ni i i . Îòñþäà ñëåäó-

åò, ÷òî n ni i
 
 �� 2 3 0 è n ni i
 �� 2 4. Òàê êàê ïîêàçàòåëü ñòåïåíè 2 â áëèæàéøåì

ñîñåäíåì êðèòè÷åñêîì áëîêå íå ìîæåò ïðåâûøàòü ni� 2 , òî îòñþäà ñëåäóåò óñëîâèå

òåîðåìû.

Îáîçíà÷àåì �1k êîëè÷åñòâî êðèòè÷åñêèõ áëîêîâ.

Ñëåäñòâèå 5. Âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî �1
2

4
1k

x
	 �

log
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êðèòè÷åñêèé áëîê íå ìîæåò ñîñåäñòâîâàòü ñ êðèòè÷åñêèì

áëîêîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ òåîðåìó 4, óäàëåíèå ïîñëåäíåãî êðèòè÷åñêîãî

áëîêà îò ïåðâîãî íå ïðåâûøàåò âåëè÷èíû n k1 1 1 4
 
( )� . Çíà÷èò, n k1 14 4 0
 � �� ,

�1
2

4
1k

x
	 �

log
.

Ìîæíî äàòü äðóãóþ îöåíêó äëÿ êðèòè÷åñêèõ áëîêîâ. Îáùåå êîëè÷åñòâî áëî-

êîâ ðàâíî t. Òàê êàê êðèòè÷åñêèå áëîêè íå ìîãóò íàõîäèòñÿ ðÿäîì äðóã ñ äðóãîì, òî

�1
2

k
t

� . Îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàò ñëåäñòâèÿ 4 ñ ýòèì ôàêòîì, ïîëó÷àåì îöåíêó.

Ñëåäñòâèå 6. Âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî �1
2

4
1 2k

x
t	 �

�

�
�

�

�
�min , /

log
.

ÏÐÅÔÈÊÑÍÎÅ (2,3)-ÊÎÄÈÐÎÂÀÍÈÅ ×ÈÑÅË

Êîäîì íàçûâàåì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè â àëôàâèòå {0, 1}.

Êîä íàçûâàåòñÿ ïðåôèêñíûì, åñëè êîä íèêàêîãî ÷èñëà íå ìîæåò áûòü íà÷àëîì

(ïðåôèêñîì) íèêàêîãî äðóãîãî êîäà ÷èñëà. Èíûìè ñëîâàìè, áèòîâûé êîä f x( ) ÿâëÿ-
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åòñÿ ïðåôèêñíûì, åñëè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f x f x( ) ( )1 2 ïîñëå ïðîñìîòðà êîäà

f x( )1 ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü íà÷àëî êîäà f x( )2 .

Ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ïðåôèêñíûõ êîäîâ äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë õî-

ðîøî èçâåñòíà è äîñòàòî÷íî äåòàëüíî èññëåäîâàíà. Ýòà ïðîáëåìà âîçíèêàåò â çàäà÷àõ

îïòèìàëüíîãî ñèìâîëüíîãî êîäèðîâàíèÿ (êîäû Õàôôìàíà è èõ îáîáùåíèÿ), â êîíñòðóê-

öèÿõ äåðåâüåâ ïîèñêà (äåðåâüÿ ïîèñêà Áåíòëè–ßî), â ïðîáëåìàõ ïåðåäà÷è ïîòîêîâûõ ñî-

îáùåíèé ðàçíîé äëèíû. Âïåðâûå àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûé ïðåôèêñíûé êîä äëÿ íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë áûë ïðåäëîæåí Â.È. Ëåâåíøòåéíîì [5]. Àíàëîãè÷íûé êîä, �-êîä, íå-

ìíîãî ïîçäíåå áûë ïîñòðîåí Ï. Ýëèàñîì [6], êîòîðûé òàêæå ïðåäëîæèë íåñêîëüêî

äðóãèõ êëàññîâ ìîíîòîííûõ êîäîâ ñ áîëüøåé ñêîðîñòüþ ðîñòà. Äðóãèå ïðåôèêñíûå

êîäû ñ ïîäîáíûìè èëè ñëåãêà óëó÷øåííûìè ñâîéñòâàìè áûëè ïðåäëîæåíû â [7–12].

Âî âñåõ ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ, â îñíîâíîì, ýêñïëóàòèðîâàëàñü èäåÿ ðåêóðñèâíî-

ãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî ñïóñêà — ñòðîèëàñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óêàçàòåëåé íà äëèíó

äëèíû ïîñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Åñëè åñòü èñõîäíàÿ áèòîâàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü, çàäàþùàÿ äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà õ, òî ñëåâà ê íåé ïðèïèñûâàþò

äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå çíà÷åíèÿ äëèíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðîöåññ ðåêóð-

ñèâíî ïîâòîðÿåòñÿ, ïîêà íå ïðèõîäèì ê êîðîòêîé ñòðîêå, íàïðèìåð äëèíû òðè áèòà.

Ïåðåä ýòèìè òðåìÿ áèòàìè âñòàâëÿåòñÿ êàê ïðåôèêñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿ-

ùàÿ èç k åäèíèö è çàêàí÷èâàþùàÿñÿ íóëåì. Çäåñü k — êîëè÷åñòâî ðåêóðñèâíûõ âû-

çîâîâ ïðåôèêñíîãî ïðèïèñûâàíèÿ çíà÷åíèé äëèí. Áèòîâàÿ äëèíà òàêîãî êîäà ðàâíà

log log log log log log log* ( )x x x x� � � �2 2 2 2 2 2 � .

Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì ïîäîáíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíàÿ íå-

óñòîé÷èâîñòü ê îøèáêàì ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèé. Åñëè îøèáêà âîçíèêàåò âíóòðè ëî-

ãàðèôìè÷åñêîé áàøíè ïðåôèêñîâ, òî òåðÿåòñÿ âñÿêàÿ âîçìîæíîñòü âîññòàíîâèòü èñ-

õîäíîå ÷èñëî èëè õîòÿ áû ôðàãìåíò, â êîòîðîì ïðîèçîøëà îøèáêà. Áîëåå òîãî, îøèá-

êà â ïåðåäà÷å îäíîãî ÷èñëà ìîæåò ïðèâåñòè ê èñêàæåíèþ âñåãî ïîòîêà ïåðåäà÷è

äàííûõ. Ïîýòîìó âåäóòñÿ ïîèñêè äðóãèõ ìåíåå îïòèìàëüíûõ êîäîâ, íî áîëåå óñòîé÷è-

âûõ ê îøèáêàì. Ê òàêèì êîäàì îòíîñÿòñÿ êîäû ñ âûäåëåííûì ñèãíàëèçàòîðîì êîíöà

êîäà. Èç íèõ íàèáîëåå èçâåñòíî ôèáàíà÷÷èåâî ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë.

Ëþáîå ÷èñëî x ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó íåêîòîðûõ ÷èñåë

Ôèáîíà÷÷è, x d Fi

i

m

i� �
�
�

0

, di �{ , }0 1 , dm � 1, Fi — i-å ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è. Áèíàðíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )d d dm m F
 �1 0 çàäàåò ïðåäñòàâëåíèå Ôèáîíà÷÷è ÷èñëà õ.

Îñîáåííîñòüþ òàêîãî çàäàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíîñòü ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ åäèíèö

â ñìåæíûõ ïîçèöèÿõ. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëåíèå õ â âèäå d d dm0 1 1� c äîïîëíèòåëü-

íîé åäèíèöåé, ïðèïèñûâàåìîé ê ñòàðøåìó ðàçðÿäó, çàäàåò ïðåôèêñíîå êîäèðîâà-

íèå ÷èñåë. Íàëè÷èå äâóõ ðÿäîì íàõîäÿùèõñÿ åäèíèö ñèãíàëèçèðóåò î êîíöå êîäà.

Äëèíà òàêîãî êîäà ïðèìåðíî â ïîëòîðà ðàçà ïðåâûøàåò log 2 x . Ñóùåñòâåííîå óëó÷-

øåíèå õàðàêòåðèñòèê ôèáîíà÷÷èåâà êîäèðîâàíèÿ ïîëó÷åíî â [13], ãäå èñïîëüçîâà-

ëèñü îáîáùåííûå ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è.

(2,3)-ðàçëîæåíèå (4) îïðåäåëÿåò íîâîå ïðåôèêñíîå êîäèðîâàíèå ÷èñåë, îáëàäàþ-

ùåå ïîâûøåííîé óñòîé÷èâîñòüþ ê èñêàæåíèÿì ïðè ïîòîêîâîé ïåðåäà÷å èíôîðìàöèè.

Îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç n íóëåé ÷åðåç 0n , à n åäèíèö — 1n . Åñëè

n � 0 , òî óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü 0 00 � . Äëèíó áèòîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x îáîçíà-

÷èì | |x . Ïóñòü ÷èñëî õ íå äåëèòñÿ íà 2 è íà 3. Ðàññìîòðèì äëÿ x ðàçëîæåíèå (4).

Êîä Ñ
+. Çàäàäèì ñëåäóþùåå êîäèðîâàíèå ÷èñåë ñ ïîìîùüþ ñèìâîëîâ 0 è 1.

Êîäèðîâàíèå ÷èñåë âûïîëíÿåòñÿ ïîáëî÷íî. Êîäîì áëîêà 2 3 2 1n k ni i i� � � ÿâëÿåòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 1
1� i ik�

, ãäå �i — âåñ áëîêà, �i i i in n k� 
 
�1 .
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Îïðåäåëèì Ñ õ ñ ñ ñt
� � �( ) #1 2 , ci — êîä i-ãî áëîêà i t� 1, , # — ñïåöèàëüíàÿ

êîíñòàíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ.

Îñîáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèòîâ # çàäàåò ñèãíàëèçàòîð êîíöà ñëîâà. Êëþ÷åâîå

íåðàâåíñòâî (6) íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà ñìåæíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé è

åäèíèö â C õ� ( ) . Ïîýòîìó åñëè çàäàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 0 è 1, ïðè êîòîðîé íàðó-

øàåòñÿ ñîîòíîøåíèå (6), òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê

ñèìâîë êîíöà ñëîâà. Íàïðèìåð, íå ìîæåò áûòü êîäà áëîêà âèäà 0111. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå ki � 3. Âåñ òàêîãî áëîêà 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû 2.

Ïîëîæèì # = 0111. Âîññòàíîâëåíèå áëîêà ïî åãî êîäó ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Åñëè èçâåñòíû çíà÷åíèÿ �i i i in n k� 
 
�1 , ki , îñòàòî÷íîå ÷èñëî xi è, ñëåäî-

âàòåëüíî, ni�1, òî ìîæíî âîññòàíîâèòü çíà÷åíèå ni , n n ki i i i� � ��1 � , è çàòåì âû÷èñ-

ëèòü ni êàê ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü ÷èñëà äâîéêè â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ÷èñëà

x xi
n k

i
i i


 � �1 2 3 .

Âîññòàíîâëåíèå ÷èñëà õ ïî åãî êîäó Ñ õ� ( ) ïðîâîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðîñìîò-

ðîì êîäà ñïðàâà íàëåâî, íà÷èíàÿ îò # , âûäåëåíèåì áëîêîâ è âîññòàíîâëåíèåì ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ áëîêà. Çíà÷åíèå âåñà áëîêà îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîëè÷åñòâî íóëåé

ìåæäó äâóìÿ åäèíèöàìè, îãðàíè÷èâàþùèìè ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ìèíóñ 1. Âîññòàíàâ-

ëèâàþòñÿ îñòàòî÷íûå ÷èñëà â ïîðÿäêå x x x x xt t t� �
 
1 1 2 0, , ,... , .

Î÷åâèäíî, êîä Ñ õ� ( ) ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñíûì. Äëèíà êîäà Ñ õ� ( ) ðàâíà ñóììå

äëèí êîäîâ áëîêîâ ïëþñ äëèíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè # , ðàâíàÿ 4:

| ( )| ( )Ñ õ k n n ki

i

t

i

i

t

i i i

i

t

i

t
�

� �
�

��

� � � � � 
 
� � ���
1 1

1

11

1 4 � � � �
�
� k ti

i

t

1

4

� � 
 � �
�
�n n n ti i

i

t

1

1

4( ) .

Ïóñòü t M — êîëè÷åñòâî ìàêñèìàëüíûõ áëîêîâ â ðàçëîæåíèè (4).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî � �n x1 2� log è ÷òî n ni i
 � 
1 äëÿ íåìàêñèìàëüíûõ áëîêîâ è

n ni i
 � 0 — äëÿ ìàêñèìàëüíûõ, ïîëó÷àåì òî÷íóþ îöåíêó äëÿ äëèíû

� �Ñ õ Ñ õ x t M
� � � � �( ), | ( )| log 2 4.

Çíà÷àùåé äëèíîé êîäà Ñ õ� ( ) íàçîâåì äëèíó êîäà áåç ó÷åòà êîíñòàíòíîé âåëè-

÷èíû, ðàâíîé äëèíå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè #, ò.å. çíà÷àùàÿ äëèíà ðàâíà | ( )|Ñ õ� 
4.

ßñíî, ÷òî çíà÷àùàÿ äëèíà àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ôàêòè÷åñêîé äëèíîé êîäà.

Èç ðàçëîæåíèÿ (4) ñëåäóåò 3 1 2k k kt x
� � 	...

è, çíà÷èò, k k k xt1 2 3� �� 	 log . Âåëè-

÷èíà t çàâèñèò îò ñòåïåíåé ÷èñëà 3 â ïðåäñòàâëåíèè (4). ×åì áîëüøå ñòåïåíè 3 â (4),

òåì ìåíüøå êîëè÷åñòâî t.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà, íå ñîäåðæàùèå ìàêñèìàëüíûõ áëîêîâ.

Êîíñòðóèðîâàíèå òàêèõ ÷èñåë âûïîëíÿåòñÿ èíäóêòèâíî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ïî-

ñòðîåíèé.

Ïóñòü m — ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è x — íå÷åòíîå, íå äåëÿùååñÿ íà

òðè, 2 3 2 1n m nx	 	 � . Ðàññìîòðèì ÷èñëî y xn m� �2 3 . Òîãäà (2, 3)-ðàçëîæåíèå y

èìååò âèä 2 3n m� ((2, 3)-ðàçëîæåíèå ÷èñëà x). Ïðè÷åì ïåðâûé áëîê (2, 3)-ðàçëîæå-

íèÿ ÷èñëà y íåìàêñèìàëüíûé. Ýòî âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ ôàêòîâ.

Âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà: 2 2 3 3 2 21 2n n m n nx� �	 � 	 � 	 . Òàê êàê y n� 2 3mod

è y n� �2 1, òî ïåðâûé áëîê (2, 3)-ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà y íåìàêñèìàëüíûé.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè ÷èñëî x â ñâîåì (2, 3)-ðàçëîæåíèè íå èìååò ìàêñèìàëü-

íûõ áëîêîâ, òî è y íå èìååò èõ. Áîëåå òîãî åñëè x íå èìååò íóëåâûõ áëîêîâ, òî çà

ñ÷åò âàðüèðîâàíèÿ ñòåïåíè m ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òî è y íå áóäåò èìåòü íóëåâûõ

áëîêîâ.

Èòàê, íà÷èíàÿ îò ÷èñëà 3
mt , ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ óêàçàííóþ âûøå êîí-

ñòðóêöèþ, ìîæíî ïîëó÷èòü âîçðàñòàþùóþ öåïî÷êó áëîêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ íå-

ìàêñèìàëåí.

Ïðèìåð 2. Äëÿ ÷èñëà 10507 (2,3)-ðàçëîæåíèå èìååò âèä 2 3 2 3 2 312 10 7 5� � �( ( )) .

Îñòàòî÷íûå ÷èñëà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî x x x0 1 210507 2137 371� � �, , . Ìàêñè-

ìàëüíûå ñòåïåíè â äâîè÷íîì ðàçëîæåíèè îñòàòî÷íûõ ÷èñåë ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

13, 11, 8. Âñå áëîêè íåìàêñèìàëüíûå. Âåñà áëîêîâ: � � �1 2 30 1 2� � �, , . Çíà÷åíèå

êîäà Ñ � �( )10507 01001000111110111. Çíà÷àùàÿ äëèíà êîäà Ñ � ( )10507 ðàâíà 13.

Äëÿ ÷èñëà x , íå èìåþùåãî â (2,3)-ðàçëîæåíèè ìàêñèìàëüíûõ áëîêîâ, äëèíà

êîäà Ñ õ� ( ) ðàâíà � �log 2 4x � .

Î÷åâèäíî, ÷òî òàêæå íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà ïîñòðîèòü ÷èñëà, (2, 3)-ðàçëîæåíèå

êîòîðûõ ñîñòîèò òîëüêî èç ìàêñèìàëüíûõ áëîêîâ. Â ýòîì ñëó÷àå t t M� .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çíà÷àùàÿ äëèíà êîäà C õ� ( ) ìîæåò êîëåáàòüñÿ â ïðåäåëàõ

îò log 2 x äî log log2 3x x� .

Èíòåðåñíîé îñîáåííîñòüþ êîäà C õ� ( ) ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå ÷èñëîâûõ ñîîòíî-

øåíèé ìåæäó ñîñåäíèìè âõîæäåíèÿìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé è åäèíèö — âû-

ïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (6) äëÿ íåìàêñèìàëüíûõ áëîêîâ è íåðàâåíñòâà (7) äëÿ ìàêñè-

ìàëüíûõ. Ýòè íåðàâåíñòâà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîíòðîëèðóþùèå ñîîòíîøå-

íèÿ, ñâÿçûâàþùèå ëþáûå ñîñåäíèå âõîæäåíèÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 0 è 1. Åñëè

íåðàâåíñòâî (6) íå âûïîëíÿåòñÿ è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ñîâïàäàåò ñ #, òî, çíà-

÷èò, â îêðåñòíîñòè ýòîãî ìåñòà ïðîèçîøëà îøèáêà ïðè ïåðåäà÷å êîäà áëîêà. Ýòî ñó-

ùåñòâåííî óâåëè÷èâàåò ïîìåõîóñòîé÷èâîñòü (2, 3)-êîäîâ è äåëàåò èõ áîëåå ãèáêè-

ìè îòíîñèòåëüíî îáíàðóæåíèÿ îøèáîê ïî ñðàâíåíèþ ñ êîäèðîâàíèåì Ôèáîíà÷÷è.

Âîçìîæåí äðóãîé ìîäèôèöèðîâàííûé âàðèàíò ïðåôèêñíîãî (2, 3)-êîäèðîâà-

íèÿ, ñâÿçàííûé ñ ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ óêàçàòåëåé, âìåñòî óâåëè÷åíèÿ íà

åäèíèöó êîëè÷åñòâà íóëåé, êîäèðóþùèõ âåñà áëîêîâ. Â ýòîì âàðèàíòå êîäèðîâàíèÿ

íà íåêîòîðûõ ÷èñëàõ âîçìîæíî óìåíüøåíèå äëèíû êîäà, â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ îíà

ìîæåò ñòàòü äàæå ìåíüøå äëèíû äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èñõîäíîãî ÷èñëà.

Êîä Ñ. Êîäîì áëîêà 2 3 2 1n k ni i i� � � ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 1
� i ik

, ãäå

�i — âåñ áëîêà, �i i i in n k� 
 
�1 .

Îïðåäåëèì Ñ õ ñ ct( ) #� �1 �, ãäå ci — êîä i-ãî áëîêà, # = 011111.

Áèòîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü # çàäàåò ñèãíàëèçàòîð êîíöà ñëîâà. Íå ìîæåò

áûòü êîäà áëîêà âèäà 011111. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ki � 5. Âåñ òàêîãî áëîêà ëèáî 0,

ëèáî 1. Íåðàâåíñòâî (6) äàåò ñîîòíîøåíèå 4 3 5 12log 
 	 , íî log 2 3 15� , , ïîýòîìó

4 3 62log � . Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëîâî � — äîïîëíèòåëüíàÿ èíòåðïðåòèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 0 è 1.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ â � ñëóæèò äëÿ ðàçëè÷åíèÿ ñèòóàöèé, êîãäà

�i � 0 ëèáî �i � 1, òàê êàê â îáîèõ ñëó÷àÿõ �i êîäèðóåòñÿ îäíèì íóëåì.

Íàçîâåì i-é áëîê äâîéñòâåííûì, åñëè ëèáî �i � 0, ëèáî �i � 1 è ïðè ýòîì ki � 1

èëè ki � 2. Òîëüêî äâîéñòâåííûå áëîêè íóæäàþòñÿ â äîïîëíèòåëüíîé èíòåðïðåòàöèè.

Äëÿ óäîáñòâà ðàññìîòðåíèÿ ïîñëåäíèé óñëîâíûé ( )t � 1 -é áëîê, ñîñòîÿùèé èç

îäíîé åäèíèöû, ñ÷èòàåì ìàêñèìàëüíûì.

Åñëè i-é áëîê äâîéñòâåííûé, òî ïîëàãàåì � i � 0 , åñëè �i � 0 , è � i � 1, åñëè

�i � 1.
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Ïóñòü � � � � �1 2 � r — áèòîâàÿ ñèãíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ âñåõ äâîé-

ñòâåííûõ áëîêîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ â (5) â ïîðÿäêå ïðÿìîãî ïðîñìîòðà ñëåâà íàïðàâî.

Îïðåäåëèì � �� T , ãäå � T — çåðêàëüíîå îáðàùåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �.

Âîññòàíîâëåíèå ÷èñëà x ïî åãî êîäó Ñ õ( ) ïðîâîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðî-

ñìîòðîì ñèìâîëîâ êîäà, íà÷èíàÿ îò # ñïðàâà íàëåâî, âûäåëåíèåì áëîêîâ è âîññòà-

íîâëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ áëîêà, ïðè íåîáõîäèìîñòè îáðàùàÿñü

ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ óêàçàòåëåé �. Ïðè ýòîì âîññòàíàâëèâàþòñÿ îñòà-

òî÷íûå ÷èñëà â ïîðÿäêå x x x xt t, , ,
 � �1 0 .

Âûäåëåíèå êîäà áëîêà ïðîèñõîäèò âûäåëåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 0 1
� i ik

â êîíòåêñòíîì îêðóæåíèè: ñëåâà 1, ñïðàâà 0. Âîññòàíîâëåíèå áëîêà ïî åãî êîäó

ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííîìó âûøå ñëó÷àþ êîäà C õ� ( ) . Ïðè îáíàðóæå-

íèè äâîéñòâåííîãî áëîêà ïðîñìàòðèâàåòñÿ òåêóùèé ñèìâîë èíòåðïðåòèðóþùåé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè �. Îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå �i è ìàðêåð ïðîñìîòðà ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè � ñäâèãàåòñÿ íà îäíó ïîçèöèþ âïðàâî. Ïðîñìîòð � ïðîèñõîäèò

ñëåâà íàïðàâî.

Íà÷àëî ïðîñìîòðà Ñ õ( ) îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ìàðêåðà ïðîñìîòðà êîäîâ

áëîêîâ íà ïîñëåäíåì ñèìâîëå ïåðåä #, ìàðêåðîì ïðîñìîòðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �

íà ïåðâîì ñèìâîëå ïîñëå # è çíà÷åíèåì îñòàòî÷íîãî ÷èñëà, ðàâíûì 1. Êîíåö �

îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê íà÷àëó êîäà Ñ õ( ) .

Äëèíó êîäà Ñ õ( ) áåç ó÷åòà äëèíû êîíñòàíòû # áóäåì íàçûâàòü çíà÷àùåé äëèíîé.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü õ � 1427. (2-3)-ðàçëîæåíèå ÷èñëà 1427 èìååò ñëåäóþùèé âèä:

1427 2 3 2 3 2 39 7 5 3� � � �( ( )) .

Îñòàòî÷íûå ÷èñëà ðàâíû: õ õ õ õ0 1 2 31427 305 59 1� � � �, , , . Ñîîòâåòñòâåííî

çíà÷åíèÿ � �log 2 xi ðàâíû: n n n n1 2 3 410 8 5 0� � � �, , , .

Èìååì òðè áëîêà: 2 3 2 2 3 2 2 39 1 7 7 1 5 5 3� � �, , . Âåñà áëîêîâ ðàâíû: �1 0� ,

�2 1� , �3 2� . Êîäû áëîêîâ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî: 01, 01, 00111. Â èíòåðïðåòàöèè

íóæäàþòñÿ ïåðâûå äâà áëîêà. Ñ( ) ,1427 01 01 00111 011111 10� � �log 2 1427 10� .

Çíà÷àùàÿ äëèíà êîäà C( )1427 ðàâíà 11.

Ïðèìåð 4. (2,3)-ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà 157741 èìååò ñëåäóþùèé âèä:

157741 2 3 2 3 2 3 2 3 2 316 3 10 9 5 2 2� � � � � �( ( ( ( )))) .

Â äàííîì ïðåäñòàâëåíèè ïÿòü áëîêîâ:

2 3 2 2 3 2 2 3 2 2 3 2 2 316 3 10 10 1 9 9 1 5 5 2 2 2� � � � �, , , , .

Ñîîòâåòñòâóþùèå îñòàòî÷íûå ÷èñëà ðàâíû: x0 157741� , x1 3415� , x2 797� ,

x3 95� , x4 7� , x5 1� . Èì ñîîòâåòñòâóþò ìàêñèìàëüíûå ñòåïåíè 2, âõîäÿùèå â äâî-

è÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë x³ , ³ � 0 4, : n1 17� , n2 11� , n3 9� , n4 6� , n5 2� . Âåñà

áëîêîâ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû: 16 11 3 2
 
 � , 10 9 1 0
 
 � , 9 6 1 2
 
 � , 5 2 2 1
 
 � ,

2 1 1
 � .

Ñëåäîâàòåëüíî, êîäû áëîêîâ èìåþò âèä 00111, 01, 001, 011, 01. Âåñ âòîðîãî

áëîêà íóëåâîé, à âåñà, ÷åòâåðòîãî è ïÿòîãî ðàâíû 1. Ýòè áëîêè äâîéñòâåííûå è

íóæäàþòñÿ â èíòåðïðåòàöèè. Èíòåðïðåòèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � èìååò âèä

� � 110 . Ðàçäåëèòåëüíûé ñèìâîë # = 011111, ïîýòîìó êîä ðàâåí

Ñ( )157741 00111 01 001 011 01 011111 110� .

Äâîè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà 157741 çàíèìàåò 18 áèòîâ, çíà÷àùàÿ äëèííà (2,3)-êîäà

äëÿ ýòîãî ÷èñëà ðàâíà 18.
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Òåîðåìà 5. Êîä Ñ õ( ) ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîä Ñ õ ñ ñ ñt( ) #� �1 2 �. Ïðè ïðîñìîòðå ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè C õ( ) ñëåâà íàïðàâî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîçèöèÿ #. Êîëè÷åñòâî

äîïîëíèòåëüíûõ áèòîâ â � îïðåäåëÿåòñÿ îáðàòíûì ïðîñìîòðîì ñïðàâà íàëåâî êîäà

ñ ñ ñt1 2 � è êîëè÷åñòâîì âõîæäåíèé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé …10110 … èëè …

1010 …, ñ èçîëèðîâàííûì ñèìâîëîì 0, íóæäàþùèìñÿ â èíòåðïðåòàöèè. Êàæäîìó

òàêîìó âõîæäåíèþ â c c ct1 2 � , ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ �, ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñîîòâå-

òñòâóþùèé èíòåðïðåòèðóþùèé ñèìâîë 0 èëè 1 â �. Åñëè äâîéñòâåííûõ áëîêîâ

âåñà 0 èëè 1 íå èìååòñÿ, òî � � � è êîíåö êîäà Ñ õ( ) îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòüþ #.

Îöåíèì äëèíó êîäà Ñ õ( ) . Ïóñòü �0 — êîëè÷åñòâî áëîêîâ íóëåâîãî âåñà, �1k —

êîëè÷åñòâî êðèòè÷åñêèõ áëîêîâ.

Òåîðåìà 6. Äëèíà êîäà C õ( ) íå ïðåâûøàåò log 2 0 1 6x k� � �� � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîä C õ c c ct( ) #� �1 2 �. Êîä i-ãî áëîêà 0 1
� i ik

,

i t� 1, , ñîäåðæèò n n ki i i
 
�1 íóëåé è ki åäèíèö. Äîïîëíèòåëüíî, çà ñ÷åò êîäèðîâà-

íèÿ íóëåâûõ âåñîâ áëîêîâ ñèìâîëîì 0, ââåäåíî �0 íóëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, áèòîâàÿ

äëèíà ÷àñòè c c ct1 2 � ðàâíà

� �0 1

1 1

0 1

1

� 
 
 � � � � 
�
� � �
� � �( ) ( )n n k k n n ni i i

i

t

i

i

t

i i

i

t

. (8)

Äëèíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ðàâíà ñóììå êîëè÷åñòâà äâîéñòâåííûõ áëîêîâ

âåñà 0 è âåñà 1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî áëîêè âåñà 0 íåìàêñèìàëüíûå, òî äëÿ êàæäîãî ñèìâî-

ëà â �, èíòåðïðåòèðóþùåãî íóëåâîé áëîê èëè íåìàêñèìàëüíûé áëîê âåñà 1, â ñóììå

( )n ni i

i

t



�
�

1

èç (8), íàéäåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ îòðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà n ni i
 � 
1.

Äëèíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè # ðàâíà 6. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììàðíàÿ äëèíà

êîäà C õ( ) íå ïðåâûøàåò n k1 0 1 6� � �� � . Òàê êàê � �n x1 2� log , òî ïîëó÷àåì óñëî-

âèå òåîðåìû 6.

Ñëåäñòâèå 6. Åñëè â ðàçëîæåíèè (4) îòñóòñòâóþò áëîêè âåñà 0 è êðèòè÷åñêèå

áëîêè, òî äëèíà êîäà C õ( ) íå ïðåâûøàåò � �log 2 6x � .

Óñëîâèå ñëåäñòâèÿ 6 àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿþòñÿ, åñëè, íàïðèìåð, âñå ki � 3.

Ïóñòü � j — êîëè÷åñòâî áëîêîâ âåñà j. Òîãäà �i

i

t

j

j

k

j

� �
� ��

1 1

� , ãäå k — ìàêñè-

ìàëüíûé âåñ áëîêà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç îïðåäåëåíèÿ âåñà áëîêà ïîëó÷àåì

�i

i

t

i i

i

t

i

i

t

j

j

k

n n n k j

� � � �
� � � �� � 
 
 � �

1

1

1 1

1

2

( ) � � . Ñëåäîâàòåëüíî, � � �0 1 0� � � n1 �

� 
 
 

� � �
� � �( )n n k ji i

i

t

i

i

t

j

j

k

1 1 2

�

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî áëîêè íóëåâîãî âåñà íåìàêñèìàëüíûå, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà

� � � � �0 1 0 1 2

1 2

� � � 	 
 

� �
� �k i

i

t

j

j

k

x k jlog . Ïîýòîìó çíà÷àùàÿ äëèíà êîäà C õ( ) íå

ïðåâûøàåò 2 2

1 2

log x k ji

i

t

j

j

k


 

� �
� � � .

Ïðè êîíñòðóèðîâàíèè êîäà C õ( ) (êàê è C õ� ( )) ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ÷èñëî õ íå-

÷åòíîå è íå äåëèòñÿ íà 3. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàñïðîñòðàíèòü òàêîå êîäèðîâàíèå íà âñå
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÷èñëà, ïîñòóïàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ââîäèì ðàñøèðåííóþ êîäèðîâêó
~

( )C x . Ðàñ-

øèðåíèå êîäèðîâêè C õ� ( ) âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Ïåðâûå äâà áèòà â
~

( )C x ñèãíàëèçèðóþò î äåëèìîñòè íà 2 è 3: 00
 õ íå÷åòíîå è íå äåëèòñÿ íà 3; 01
 õ

íå÷åòíîå è äåëèòñÿ íà 3; 10
 õ ÷åòíîå è íå äåëèòñÿ íà 3; 11
 õ ÷åòíîå è äåëèòñÿ íà 3.

Ïóñòü õ xn k� 2 3 1 , ãäå õ1 — íå÷åòíîå ÷èñëî, êîòîðîå íå äåëèòñÿ íà 3. Åñëè

n � 0 , k � 0 , òî
~

( ) ( )C x Ñ õ� 00 1 , åñëè n k� 
0 0, , òî
~

( ) ( )C x Ñ õk� 011 1 ; åñëè n 
 0,

k � 0, òî
~

( ) ( )C x Ñ õn� 101 1 , åñëè n 
 0, k 
 0 , òî
~

( ) ( )C x C õn k� 110 1 1 .

Äëÿ î÷åíü áîëüøèõ ÷èñåë ïðè êîíñòðóèðîâàíèè êîäîâ áëîêîâ ìîæíî äîáèòüñÿ

ýôôåêòà äîïîëíèòåëüíîãî ñæàòèÿ. Âìåñòî 0
� i â êîäå Ñ õ( ) (àíàëîãè÷íî è â Ñ õ� ( ))

ïðè áîëüøèõ ki ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìàòðèâàòü êîä � �0
� i ick


, ãäå c — íåêîòîðàÿ êîí-

ñòàíòà, íå ïðåâûøàþùàÿ 0,5. Áîëåå òî÷íî: ðàññìîòðèì êëþ÷åâîå íåðàâåíñòâî (6)

ki i( )log log2 23 1 3
 
 	 � .

Ïóñòü ñ — íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Èç (6) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

� � � �k c k ck cki i i i( ) ( )log log log log2 2 2 1 23 1 3 3 1 3
 
 
 	 
 
 
 	 
� ,

êîòîðûå èìåþò ñìûñë ïðè óñëîâèè k ci ( )log log2 23 1 3 0
 
 
 � . Ýòî íåðàâåíñòâî

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè óñëîâèÿõ

0 3 1
3

3 1
2

2

2

	 	 
 �

 


c k
c

ilog
log

log
, .

(9)

Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå êîíñòàíòû c ìîæíî âûáðàòü ëþáîå j-å ïðèáëèæåíèå

ê ÷èñëó log 2 3 1
 . Â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðèì ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ñ � 0 5, . Óñëîâèå (9)

âûïîëíÿåòñÿ ïðè ki � 19. Â êîäå áëîêà âìåñòî �i , ïðè ki � 19, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

âåëè÷èíó � �� �
i i ik� 
 0 5, . Ñîîòâåòñòâóþùèé êîä ïðè ki � 19 ïðèíèìàåò âèä

� �0 1
0 5� i i i

k k
 ,
. Ïðîèñõîäèò ýêîíîìèÿ íà 0 5, ki áèòîâ. Ïðè âîññòàíîâëåíèè ÷èñëà ïî

åãî êîäó çíà÷åíèå ni îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå � �n n k ki i i i i� � � ��1 0 5, � .

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ (íàïðèìåð, åñëè â (2,3)-ðàçëîæåíèè

÷èñëà õ îòñóòñòâóþò áëîêè âåñà 0 è êðèòè÷åñêèå áëîêè, íî ñóùåñòâóþò íåìàêñè-

ìàëüíûå áëîêè) êîäèðîâàíèå C õ( ) ìîæåò èìåòü äëèíó, ìåíüøóþ log 2 x .

Äëÿ ÷èñåë x, ó êîòîðûõ â (2,3)-ïðåäñòàâëåíèè âñå áëîêè íåìàêñèìàëüíûå è îò-

ñóòñòâóþò äâîéñòâåííûå áëîêè, äëèíà êîäà Ñ õ( ) ìèíèìàëüíà,

� �| ( )|Ñ õ x t� 
 �log 2 6 . Ýòî ñëåäóåò èç ðàññìîòðåíèÿ ôîðìóëû (8 ). Â ýòîì ñëó÷àå

ñèãíàëèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ïóñòàÿ, �0 0� , n ni i
 � 
1, i t� 1, .

Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ÷èñåë ïðîâîäèòñÿ ðàññìîòðåííîé âûøå èíäóêòèâ-

íîé êîíñòðóêöèåé ïîñòðîåíèÿ ÷èñåë, íå èìåþùèõ â (2,3)-ïðåäñòàâëåíèè ìàêñè-

ìàëüíûõ áëîêîâ.

Ïðèìåð 5. (2,3)-ðàçëîæåíèå ÷èñëà 753787 èìååò ñëåäóþùèé âèä:

753787 2 3 2 3 2 318 3 13 3 7 5� � � �( ( )) .

Âñå áëîêè íåìàêñèìàëüíûå. Âåñà áëîêîâ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî:

� � �1 2 318 14 3 1 13 8 3 2 7 5 2� 
 
 � � 
 
 � � 
 �, , , êîëè÷åñòâî áëîêîâ ðàâíî 3,

C( ) #753787 0111001110011111� , � �log 2 753787 19� . Çíà÷àùàÿ äëèíà êîäà

C( )753787 ðàâíà 16.
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ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÅ ÀÑÏÅÊÒÛ (2,3)-ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß

Ïóñòü y xn k� 2 3 , ãäå õ — íå÷åòíîå ÷èñëî, íå äåëÿùååñÿ íà 3.

Ïóñòü õ èìååò (2,3)-ðàçëîæåíèå (4). Òîãäà y ìîæíî çàäàòü ïîçèöèîííîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòüþ ïàð ÷èñåë

( ) ( , )( , )( , )... ( , )
,

y n k n k n k n kt t2 3
1

1 1 2 2� . (10)

Åñëè y — íå÷åòíîå ÷èñëî è íå äåëèòñÿ íà 3, òî ïåðâàÿ ïàðà ÷èñåë èìååò âèä (0,0).

Èç (2,3)-ïðåäñòàâëåíèÿ (4) ïóòåì ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ñëåäóåò äðóãàÿ èíòåðåñíàÿ

ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìà çàäàíèÿ ÷èñåë.

Ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî y ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû

ïðîèçâåäåíèé íåêîòîðûõ ñòåïåíåé ÷èñåë 2 è 3:

y
n

i

t
mi i�

�
� 2 3

1

. (11)

Ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå (11), ïðè êîòîðîì âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

n ni i� �1, m mi i	 �1, i t� 
1 1, .

Â ýòîé âòîðîé ôîðìå ÷èñëî y çàäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïàð ÷èñåë

( ) ( , )( , )... ( , )
,

y n m n m n mt t2 3
2

1 1 2 2� , n n m mi i i i� 	� �1 1, . (12)

Âûðàæåíèå âèäà 2 3n m ïî àíàëîãèè ñ áèòàìè è òðèòàìè ìîæíî íàçâàòü áèòðè-

òîì. Ëþáîå çàäàíèå ÷èñëà y â ôîðìå (11) áóäåì íàçûâàòü áèòðèòîâûì. Áèòðèòîâîå

çàäàíèå ÷èñåë ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì ïðè âûïîëíåíèè ìíîãèõ àðèôìåòè÷åñêèõ

îïåðàöèé. Íàïðèìåð, ïðîèçâåäåíèå áèòðèòîâûõ ôîðì ÿâëÿåòñÿ áèòðèòîâîé ôîð-

ìîé, à âû÷èñëåíèå ìîäóëüíîãî îñòàòêà ìîæíî ñâåñòè ê âû÷èñëåíèþ îñòàòêîâ òîëü-

êî îò äåëåíèÿ ñòàíäàðòíûõ áèòðèòîâ è ñîîòâåòñòâóþùåãî ìîäóëüíîãî

ñóììèðîâàíèÿ. Ëåãêî âûïîëíÿåòñÿ òàêæå âîçâåäåíèå â áèòðèòîâóþ ñòåïåíü.

Ïðîèçâåäåíèå áèòðèòîâ ñâîäèòñÿ ê ñëîæåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíåé:

( , ) ( , ) ( , )n m n m n n m m1 1 2 2 1 2 1 2� � � � .

Ïðè ñóììèðîâàíèè áèòðèòîâ âîçìîæíî ïðèìåíåíèå íåêîòîðûõ ôîðìàëüíûõ

îïòèìèçèðóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé, íàïðàâëåííûõ íà óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà áèò-

ðèòîâ â ïðåäñòàâëåíèè (12):

( , )( , ) ( , )n m n m n m� � 1 ;

( , )( , ) ( , )n m n m n m� � �1 2 ;

( , )( , ) ( , )n m n m n m� � �1 1 ;

( , )( , ) ( , )n m n m n m� � �3 2 .

Â òî æå âðåìÿ òðàäèöèîííûì ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íîå çàäàíèå ÷èñåë. Ïîýòîìó ðàñ-

ñìîòðèì áîëåå äåòàëüíî ñâÿçü ìåæäó äâîè÷íûì è áèòðèòîâûì ïðåäñòàâëåíèÿìè

÷èñåë.

Çàìåòèì ñëåäóþùåå. Óìíîæåíèå è äåëåíèå íà 3 ôàêòè÷åñêè íå ñëîæíåå îäíîé

îïåðàöèè ñëîæåíèÿ äâîè÷íûõ ÷èñåë. Â ñàìîì äåëå, 3 2à à à� � , ïîýòîìó óìíîæåíèå

íà 3 òðåáóåò îäíîãî ñäâèãà è îäíîãî ñëîæåíèÿ. Áîëåå òîãî, óìíîæåíèå íà 9 äâîè÷-

íîãî ÷èñëà òðåáóåò âñåãî òðåõ ñäâèãîâ è îäíîãî ñëîæåíèÿ, 9 8à à à� � . Ïîýòîìó ïðè

óìíîæåíèè íà 32k íåîáõîäèìî âûïîëíèòü 3k ñäâèãîâ âëåâî è k ñëîæåíèé.

Ïóñòü õ õ õ õn n� 
 �( )1 0 2 — äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà õ, xi �{ , }0 1, õn —

ñòàðøèé, õ0 — ìëàäøèé ðàçðÿä. Åñëè õ — ïåðåìåííàÿ âåëè÷èíà, òî ñ÷èòàåì, ÷òî

xi — òàêæå ïåðåìåííàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ çíà÷åíèþ i-ãî ðàçðÿäà õ .
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Îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà x íà 3, x mod3, íàõîäèòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ðåçóëüòà-

òà ïîðàçðÿäíîé ñóììû, S xi
i

i

n

� 

�

�

�
�

�

�

�
�

�
� ( )1 3

0

mod . Åñëè S � 1èëè S � 
2 , òî x mod3 1� ;

åñëè S � 
1 èëè S � 2 , òî x mod3 2� ; åñëè S � 0 , òî x mod3 0� .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî õ äåëèòñÿ íà 3, õ y y õ� �3 3, / , ãäå y — íåêîòîðîå ÷èñëî.

Äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå y ïî çàäàííîìó ÷èñëó x íàõîäèòñÿ ïîðàçðÿäíî, íà÷èíàÿ ñ

ìëàäøèõ ðàçðÿäîâ, y y y yn n� 
 
 �( )1 2 0 2 . Ïóñòü ñi îçíà÷àåò åäèíèöó ïåðåíîñà â ³-é

ðàçðÿä. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 3 2y y y� � , çíà÷åíèÿ yi íàõîäÿòñÿ ïî ñëåäóþùåé

ðåêóððåíòíîé ñõåìå:

y õ ñ0 0 1 0� �; ;

y y õ ñi i i i� � �� � �1 1 1;

ñi� �2 1, åñëè y y ñi i i� � �� �1 1 1; ñi� �2 0 , åñëè y y ci i i� � 	� �1 1 2 .

Çäåñü � îçíà÷àåò ñëîæåíèå ïî mod2 , i n� 
0 1, .

Îïðåäåëèì õ x xdiv mod3 3 3� 
( ) / . Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ñõåìíîé ðåàëèçàöèè âñå

ðàññìîòðåííûå âûøå îïåðàöèè íå ñëîæíåå ðåàëèçàöèè îäíîé îïåðàöèè ñëîæåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî ïðåäëîæèòü àíàëîãè÷íûå ïðîñòûå ñõåìû äëÿ ðåàëèçàöèè

äåëåíèÿ íà 9. Òàêèì îáðàçîì, èìåÿ äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà x, çà âðåìÿ, ïðî-

ïîðöèîíàëüíîå log 2 x, ìîæíî ïîëó÷èòü (2,3)-ðàçëîæåíèå òèïà (10) èëè (11).

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ïî ôîðìå (10) èëè (11) ëåãêî ïåðåéòè ê äâîè÷íîìó ïðåä-

ñòàâëåíèþ ÷èñëà x.

Ðàññìîòðèì îïåðàöèþ ìîäóëÿðíîé ðåäóêöèè äëÿ áèòðèòîâ. Âîñïîëüçóåìñÿ

ñëåãêà ìîäèôèöèðîâàííîé îñíîâíîé èäååé èçâåñòíîãî ìåòîäà ìîäóëÿðíîé ðåäóê-

öèè Ìîíòãîìåðè [14] , êîòîðàÿ ñâîäèò ïîèñê ìîäóëÿ ê öåëî÷èñëåííîìó äåëåíèþ íà

óäîáíûå ÷èñëà.

Ïóñòü a b, è n — íàòóðàëüíûå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà è ab n rmod � .

Ëåììà 1. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî t òàêîå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) 0 � 	t b ; 2)
tn r

b

�
— öåëîå ÷èñëî; 3)

tn r

b
à n

�
� mod .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç b ÷èñåë r n r n r b n r, , , , ( )� � � 
 �2 1

âñå ÷èñëà äàþò ðàçíûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà b. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî t,

÷òî tn r b� � 0mod . Î÷åâèäíî, ÷òî
tn r

b
b r n

�
� � mod . Ñëåäîâàòåëüíî,

tn r

b
a n

�
� mod .

Îòìåòèì, ÷òî
tn r

b
n

�
	 2 . Ïîýòîìó a n

tn r

b
mod �

�

 � , ãäå � � 0, åñëè

tn r

b
n

�
	 è

� � n, åñëè
tn r

b
n

�
� .

Ïóñòü n — íå÷åòíîå ÷èñëî, íå äåëÿùååñÿ íà 3. Ïðåäïîëîæèì, èçâåñòíî äâîè÷-

íîå çíà÷åíèå âû÷åòà r ns k
s k

, � 2 3 mod , r r r rs k, ( ... )� 
� � 1 0 2 . Òîãäà çà âðåìÿ, ðàâíîå

âðåìåíè âûïîëíåíèÿ îäíîãî ñëîæåíèÿ, ìîæíî íàéòè çíà÷åíèÿ r ns k
s k




�1

12 3, mod

è r ns k
s k

, 


�1

12 3 mod .

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïðèìåíÿÿ ëåììó 1, èùåì îñòàòîê rs k
1, â âèäå
tn rs k� ,

2
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî t — áèòîâàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ìëàäøåìó ðàçðÿäó r t rs k, , �
0

.

Òàê êàê r ns k, 	 è t �{ , }0 1 , òî
tn r

n
s k�

	
,

2
, ïîýòîìó r

r n r
s k

s k

 �

�
1

0

2
,

,
.
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Ïîâòîðÿÿ îïèñàííóþ âûøå ïðîöåäóðó i ðàç, i s	 , ëåãêî íàõîäèòñÿ çíà÷åíèå

rs i k
 , . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âû÷åò rs k, 
1 èùåì â âèäå
tn rs k� ,

3
. Çíà÷åíèå t íàõîäèì

èç ñîîòíîøåíèÿ tn rs k� �, 0 3mod ,

t n rs k� 
 
( ( ) ),
1 3 3mod mod .

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå t, êàê è çíà÷åíèå n
1 3mod , ðàâíî ëèáî 1, ëèáî 2. Ïîýòî-

ìó íàõîæäåíèå rs k, 
1 íå ñëîæíåå îäíîãî ñëîæåíèÿ è íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà.

Âûïîëíÿÿ j ðàç ïîäîáíûå äåéñòâèÿ, âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå rs k j, 
 .

Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìíîãîêðàòíîãî âû÷èñëåíèÿ îïåðàöèé òèïà x nmod ïðè

ôèêñèðîâàííîì ìîäóëå n ïðåäëàãàåòñÿ íàêàïëèâàòü çíà÷åíèÿ îñòàòêîâ rs k, â òàá-

ëè÷íîì âèäå, À s k rs k[ , ] ,� . Ïåðåä íà÷àëîì âû÷èñëåíèé ñëåäóåò îïðåäåëèòü íåêî-

òîðûå ñòàðòîâûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû À. Â êà÷åñòâå òàêèõ çíà÷åíèé ìîæíî âûáðàòü

22i

nmod è 32
j

nmod , çàòåì èõ ïîïàðíî ìîäóëüíî ïåðåìíîæèòü è çàíåñòè â ìàòðè-

öó À. Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ³ è j îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé âû÷èñëåíèé. Â ïðî-

öåññàõ, ãäå âûïîëíÿþòñÿ ñåðèè óìíîæåíèé, íàïðèìåð, ïðè ìîäóëüíîì

âîçâåäåíèè â ñòåïåíü â êà÷åñòâå ìàêñèìàëüíûõ ³ è j ñëåäóåò âûáðàòü ìèíèìàëü-

íûå çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ 22 2i

n� è 32 2
j

n� . Ýòî äàåò ³ n� log log2 2 è

j n� log log2 2 . Âû÷èñëåíèÿ ñòàðòîâûõ ìîäóëüíûõ çíà÷åíèé ñòåïåíåé âûïîëíÿåòñÿ

çà log log2 2 n âîçâåäåíèé â êâàäðàò è ñîîòâåòñòâóþùåãî âû÷èñëåíèÿ ìîäóëÿ ìåòî-

äîì Áàðåòà èëè êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì [15]. Êàê âèäèì, îáúåì ïðåäâû÷èñëåíèé

íåâåëèê è ïðîïîðöèîíàëåí ( )loglog n 2 . Ïîñëå çàïîëíåíèÿ ñòàðòîâûõ çíà÷åíèé

ìàòðèöû À âõîäíûå çíà÷åíèÿ âûïîëíÿåìûõ ïðîöåäóð ïåðåâîäÿòñÿ â áèòðèòîâóþ

ôîðìó, íàä íèìè âûïîëíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè (ñëî-

æåíèÿ, óìíîæåíèÿ, âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò) è âû÷èñëÿþòñÿ ìîäóëüíûå çíà÷åíèÿ

áèòðèòîâ ïóòåì îáðàùåíèÿ ê òàáëèöå À. Åñëè íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü 2 3s k nmod ,

íî â òàáëèöå À îòñóòñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå îñòàòêà rs k, , òî â òàáëèöå À

èùåòñÿ áëèæàéøèå çíà÷åíèÿ �s è k� òàêèå, ÷òî 2 3s k n� �mod îïðåäåëåíî è s� � s, k k� � .

Çàòåì âûøåîïèñàííûì ñïîñîáîì ìîäóëüíîãî äåëåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå

2 3s k nmod . Ïîïóòíî çàïîëíÿåòñÿ òàáëèöà À. Ïðè âûïîëíåíèè äîñòàòî÷íîãî êîëè-

÷åñòâà âû÷èñëåíèé ïðîèñõîäèò óñêîðåíèå âû÷èñëåíèé çà ñ÷åò îáðàùåíèÿ ê çàïîë-

íåííîé ñïðàâî÷íîé òàáëèöå.

Ïðèíöèïèàëüíî ïîëíîå çàïîëíåíèå òàáëèöû À ìîæíî âûíåñòè â ïðåäâû÷èñëå-

íèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà À áóäåò ñîäåðæàòü êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, ïðîïîðöèî-

íàëüíîå log
2
2 n .

Â ñëó÷àå ìíîãîðàçðÿäíîé àðèôìåòèêè áîëüøèå ÷èñëà çàäàþòñÿ â ñèñòåìå

ñ÷èñëåíèÿ ïî îñíîâàíèþ 2Ì . Îáû÷íî íà ïðàêòèêå âûáèðàþò Ì � 32 èëè Ì � 64.

Ìîäóëÿðíàÿ àðèôìåòèêà òàêèõ ÷èñåë õîðîøî èçó÷åíà è ðåàëèçîâàíà âî âñåõ ñîâðå-

ìåííûõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñ îòêðûòûìè êëþ÷àìè.

Âû÷èñëåíèå îñòàòêà îò äåëåíèÿ íà 3 äëÿ áîëüøèõ ÷èñåë î÷åâèäíî. Ðàññìîòðèì

îïåðàöèþ äåëåíèÿ íà 3 äëÿ áîëüøèõ ÷èñåë.

Ïóñòü x çàäàíî â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, x õ x xn n� �
( )1 0 2 , c è z — áèòî-

âûå ïåðåìåííûå. Îïðåäåëèì ïðîöåäóðó div3( , , )x c z .
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Procedure div3( , , )x c z

INPUT: x õ x x c zn n� 
 �( ) ,,1 0 2 .

c z� �{ , }, { , }0 1 0 1.

OUTPUT: y y y y c zn n� �
( ) , ,1 0 2 .

1. y x c z0 0� � � .

2. For i from 1 to n do

y x y ci i i� � �
1 .

If y y ci i� � �
1 1 then c � 1 else c � 0

3. z yn� .

4. Return ( ( ) , , )y y y y c zn n� 
 �1 0 2 .

Åñëè x y� 3 , òî div3 0 0( , , )x âûäàñò â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà ( , , )y 0 0 .

Ïóñòü x — áîëüøîå ÷èñëî, çàäàííîå â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ïî îñíîâàíèþ 2M.

x x x x xk
kM

k
k M

i
M� � ��� � 	



2 2 0 21
1

0
( ) , .

×èñëà xi çàäàíû â äâîè÷íîì âèäå, x x x x i ki i M i M i� � �
 
( ) , ,,( ) ,( ) ,1 2 0 2 0 .

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

Algorithm M div3

INPUT: x õ x x c zk k M� �
( ) , ,1 0 2
.

ñ �{ }0 1, , z �{ }0 1, .

OUTPUT: y y y yk k M� �
( )1 0 2
.

1. c z� �0 0; .

2. For i from 0 to k do

( , ) ( , , ),y c z x c zi i� div3 .

3. Return y y y yk k M� �
( )1 0 2
.

Åñëè x y� 3 , òî Mdiv3 ïðè âõîäå ( , , )x c z� �0 0 âûäàåò â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà y.

Êàê âèäèì, äåëåíèå íà 3 íå ïðåâûøàåò ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè îäíîé îïåðàöèè

ñëîæåíèÿ äëÿ ìíîãîðàçðÿäíûõ ÷èñåë.

Ðàññìîòðèì áàçèñíûå îðòîãîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè U M M� {2 22, ,

23 M , }� è V � �{ }3 3 3, , , . Ïóñòü x — íå÷åòíîå, íå äåëÿùååñÿ íà 3 ÷èñëî, ( , )2 3Ì -

ïðåäñòàâëåíèå â áèòðèòîâîé ôîðìå äëÿ ÷èñëà x èìååò âèä

x x
s M

i

t
m m

t
i i i t� ��

�




�� 2 3 3

1

1

1
�

,

ãäå � i �{ }0 1, , xt�1 — îñòàòî÷íîå ÷èñëî, êîòîðîå íå èìååò ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-

ëåííîãî ( , )2 3Ì -ïðåäñòàâëåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî xt
Ì

� 	 �1 3 2 .

Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìíîãîêðàòíîãî âûïîëíåíèÿ ñåðèé óìíîæåíèé ïðåäëàãàåò-

ñÿ àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííîìó âûøå ñëó÷àþ ôîðìèðîâàòü âñïîìîãàòåëüíóþ ìàò-

ðèöó çíà÷åíèé âû÷åòîâ r ns m
sM m

, � 2 3 mod .

Ïðè ôîðìèðîâàíèè òàêîé òàáëèöû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ëåììó 1, ò.å. èñêàòü

âû÷åò rs k
1, ïî ôîðìóëå r
tn r

s k
s k

M
 �
�

1
2

,
,

, ãäå t n rM
s k

M� 
 
( ) ,
1 2 2mod mod .
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äðóãèì èíòåðåñíûì èñòî÷íèêîì áèòðèòîâûõ ôîðì ñëóæèò (3,2)-ïðåäñòàâëåíèå ÷è-

ñåë, ïîëó÷àåìîå àíàëîãè÷íî âûøåðàññìîòðåííîìó ñëó÷àþ (2,3)-ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë.

Â (3,2)-ðàçëîæåíèè ó÷àñòâóþò áàçèñíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè U � �{ }3 3 32 3, , ,

è V � { , , , ...}2 2 2 .

Èñïîëüçóÿ (3, 2)-ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë, òàêæå ìîæíî ïîñòðîèòü óíèâåðñàëüíîå

ïðåôèêñíîå êîäèðîâàíèå ÷èñåë ñ ïîâûøåííîé óñòîé÷èâîñòüþ ê ëîêàëüíûì èñêàæå-

íèÿì ïðè ïåðåäà÷å èíôîðìàöèè.

Â íàñòîÿùèé ìîìåíò (2, 3)-êîäèðîâàíèå Ñ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì èçâåñòíûì

óíèâåðñàëüíûì ïðåôèêñíûì êîäèðîâàíèåì ÷èñåë, êîòîðîå íå âñåãäà óâåëè÷èâàåò

äëèíó êîäà ïî ñðàâíåíèþ ñ äâîè÷íûì çàäàíèåì ÷èñåë.

(2,3)-ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë ðàñêðûâàåò èõ äâóìåðíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòó-

ðó, ÷òî ìîæåò íàéòè ïðèìåíåíèÿ â ñòåãàíîãðàôèè è êðèïòîãðàôèè.
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