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Â ñòàòüå óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó îäíèì ïîíÿòèåì ãåîìåòðèè áàíàõîâûõ ïðîñò-
ðàíñòâ è ñóùåñòâîâàíèåì ðåøåíèé áåñêîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ âûïóêëîé ìàêñèìè-
çàöèè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü äåéñòâèòåëüíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Çàìêíó-
òûé øàð ïðîñòðàíñòâà E ñ ðàäèóñîì r � 0 è öåíòðîì â íóëå îáîçíà÷èì B Er ( ).

Èçâåñòíî, ÷òî â ðåôëåêñèâíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó
âûïóêëûé ôóíêöèîíàë äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà ïðîèçâîëüíîì îãðàíè÷åííîì çàìêíó-
òîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå. Îäíàêî ñóùåñòâóþò äàæå â áåñêîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åííûå çàìêíóòûå âûïóêëûå ìíîæåñòâà, íå èìåþùèå ýëå-
ìåíòà ñ ìàêñèìàëüíîé íîðìîé, à òàêæå íåîãðàíè÷åííûå ñâåðõó íà çàìêíóòîì øàðå âû-
ïóêëûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèîíàëû. Â ðàáîòå [1] äàíî ïðîñòîå îïèñàíèå êëàññà
âûïóêëûõ ôóíêöèîíàëîâ, äîñòèãàþùèõ ñóïðåìóìà íà ïðîèçâîëüíîì îãðàíè÷åííîì çà-
ìêíóòîì âûïóêëîì ïîäìíîæåñòâå ðåôëåêñèâíîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà.

Íåòðèâèàëüíîñòü çàäà÷ âûïóêëîé ìàêñèìèçàöèè òàêæå çàêëþ÷åíà â âîçìîæ-
íîì ñóùåñòâîâàíèè ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ãëîáàëüíûìè. Ýòî
óñëîæíÿåò âèä óñëîâèé ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà. Äàííûé êðóã âîïðîñîâ ñîäåðæà-
òåëüíî èçó÷åí â [2].

Â ðàáîòàõ [3, 4] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè f E: � ��� � { } — ñîáñòâåííûé âûïóêëûé

�( , )E E� -ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó ôóíêöèîíàë, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ Ëèïøèöà íà

�( , )E E� -êîìïàêòíîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå X f� dom( ), òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî � � 0

ñóùåñòâóåò x E� �� òàêîé, ÷òî || ||x
E

�
� 	 � è çàäà÷à f x

X

� �� sup ðàçðåøèìà. Ýòî óòâåð-

æäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòà Ëèíäåíøòðàóññà [5, 6] î ñèëüíîé ïëîòíîñòè

ìíîæåñòâà ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, âòîðûå ñîïðÿæåííûå êîòîðûõ äîñòèãà-

þò ñâîåé íîðìû íà åäèíè÷íîì çàìêíóòîì øàðå áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà. Êîìïàêòíîñòü

ìíîæåñòâà X â òîïîëîãèè �( , )E E� èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ðàññóæäåíèÿõ [3, 4].

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî óñëîâèÿ
ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé äîêàçàííîìó â ðàáîòå [3], áóäåò ñïðàâåäëèâ äëÿ çàäà÷è ìàêñè-
ìèçàöèè âûïóêëîãî ôóíêöèîíàëà, çàäàííîãî íà øàðå áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà E , è áåç
óñëîâèÿ ñëàáîé êîìïàêòíîñòè øàðà, ò.å. áåç óñëîâèÿ ðåôëåêñèâíîñòè ïðîñòðàíñòâà E .

Ïðè èçó÷åíèè âîïðîñà î ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòî-

ðîâ, äîñòèãàþùèõ íîðìû, Â. Øàõåðìàéåð ââåë è íà÷àë èçó÷àòü êëàññ áàíàõîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâ ñ ãåîìåòðèåé, áëèçêîé ê ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà l1 ñî ñòàíäàðòíîé íîðìîé.

Îïðåäåëåíèå 1 [7]. Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ( , || || )E E
 èìååò ñâîéñòâî �, åñëè

ñóùåñòâóþò ÷èñëî � �[ , )0 1 è ñåìüÿ { }( , )e e E E� � �
�

�
�� �А òàêèå, ÷òî:

1) || || || | | ,* ,
e e e e

E E E E� � � �� � �� �
� 1 
 �� А;

2) e e
E E� � ��

� �,
,

ïðè � �� ;

3) B E e1 ( ) { }� � �conv � � А .

Ñòðîåíèå åäèíè÷íîãî øàðà ïðîñòðàíñòâà, èìåþùåãî ñâîéñòâî �, ïîäîáíî ñòðîå-

íèþ åäèíè÷íîãî øàðà ïðîñòðàíñòâà l1 (â ýòîì ñëó÷àå А � �, � � 0, { }en — ñòàíäàðòíûé

áàçèñ Øàóäåðà â l1, { }e ln
* � � — ñîîòâåòñòâóþùèå áèîðòîãîíàëüíûå ôóíêöèîíàëû).
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1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ãîñóäàðñòâåííîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
ècñëåäîâàíèé Óêðàèíû.
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè âûïóêëîãî ôóíêöèîíàëà íà çàìêíóòîì øàðå
ïðîñòðàíñòâà ( , || || )E E
 ñî ñâîéñòâîì �. Ïóñòü ôóíêöèîíàë f — âûïóêëûé è îãðà-
íè÷åííûé ñâåðõó íà B E1 ( ) . Èìååì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

f
B E

� sup
( )1

. (1)

Äåéñòâèòåëüíî, çàäà÷à (1) íå âñåãäà èìååò ðåøåíèÿ. Íî ãåîìåòðè÷åñêîå ñâîé-
ñòâî � îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü c ïîìîùüþ ñêîëü óãîäíî ìàëûõ ëèíåéíûõ âîçìó-

ùåíèé x E� �� ïîëó÷èòü èç çàäà÷è (1) ðàçðåøèìóþ çàäà÷ó

f x
B E

� �� sup
( )1

.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ( , || || )E E
 èìååò ñâîéñòâî �,

f E: � � — âûïóêëûé ôóíêöèîíàë, îãðàíè÷åííûé ñâåðõó íà åäèíè÷íîì øàðå

B E1 ( ) . Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî � � 0 ñóùåñòâóåò x E� �� òàêîé, ÷òî || ||x
E

�
� 	 �

è ôóíêöèîíàë f x� � äîñòèãàåò ñóïðåìóìà íà B E1 ( ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü � � 0. Ïîñêîëüêó sup ( ) sup ( )( ) { }x B E x ef x f x� � ��
�1 � � А

,

òî ìîæåì âûáðàòü ��А òàê, ÷òî

f e f x
x B E

( ) sup ( )
( )

� �
�

� �
�

� 1

1

2
èëè f e f x

x B E

( ) sup ( )
( )

� � �
�

�
� �

�

1

1

2
.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé äëÿ âûáðàííîãî e� (äëÿ �e� âñå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû).

Îïðåäåëÿåì ôóíêöèîíàë x E� �� ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x e� ��
�

�
2

.

Ïîíÿòíî, ÷òî || ||x
E

�
� 	 �. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèîíàë f x� � äîñòèãàåò ñâîåãî ìàê-

ñèìóìà íà øàðå B E1 ( ) â òî÷êå e� .
Èìååì

f e x e f x
E E

x B E x B

( ) , sup ( ) sup
,

( ) (
� � �

� �
� � � � �

�
� ��

� �
�

1 1

1

2 2 E

f x
)

( )�
��

2
.

Äàëåå,
f e x e f x

E E
x B E

( ) , sup ( )
,

( )

� � � � � � � 	�

�
�� �

�

1
2

	 � 	 � � �
�

�
�sup ( ) ( ) ,

( )
,

x B E
E E

f x f e x e

1
2

��
� �

è äëÿ � ��
f e x e f x e e

E E
x B E

E E
( ) , sup ( ) ,

,
( )

,
� � � � � � � � ��

�

�
� �� � � �

�

1
2

� � 	 � � �
�

�
�sup ( ) ( ) ,

( )
,

x B E
E E

f x f e x e

1
2

��
� � .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè

f e x e f e x e
E E E E

x B

( ) , sup { ( ) , } sup
, ,� �

�
� �� � � � � � � ��

�

�

�
� �

А 1( )
,

{ ( ) , }
E

E E
f x x x� � ��

� ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îá ýêâèâàëåíòíîé ïåðåíîðìèðîâêå áàíàõî-
âûõ ñëàáî êîìïàêòíî ïîðîæäåííûõ ïðîñòðàíñòâ [6].

Òåîðåìà 2 [7]. Ïóñòü ( , || || )E E
 — áàíàõîâî WCG-ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà äëÿ

êàæäîãî � � 0 íà E ñóùåñòâóåò íîðìà ||| |||
 òàêàÿ, ÷òî B E B B E1 3( ) ( ||| | || ) ( )� 
 � � �
è ïðîñòðàíñòâî ( , ||| ||| )E 
 èìååò ñâîéñòâî �.

Èç òåîðåì 1 è 2 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò òåîðåìà.
Òåîðåìà 3. Íà áàíàõîâîì WCG-ïðîñòðàíñòâå ( , || || )E E
 ìîæíî çàäàòü òàêóþ ýêâè-

âàëåíòíóþ íîðìó ||| |||
 , ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó âûïóêëîãî ôóíê-
öèîíàëà f , çàäàííîãî íà íîâîì åäèíè÷íîì øàðå B ( ||| | || )
 , è � � 0 ñóùåñòâóåò âåêòîð
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x E� �� òàêîé, ÷òî || ||x
E

�
� 	 � è ôóíêöèîíàë f x� � äîñòèãàåò ñóïðåìóìà íà B ( ||| | || )
 .

Çàìå÷àíèå. Â ðàáîòå [7] Â. Øàõåðìàéåð äîêàçàë, ïîìèìî óïîìÿíóòîé òåîðå-
ìû 2, åùå ðÿä èíòåðåñíûõ óòâåðæäåíèé îá ýêâèâàëåíòíûõ ïåðåíîðìèðîâêàõ
ïðîñòðàíñòâ:

1) åñëè áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ( , || || )E E
 ñóïåððåôëåêñèâíî (ò.å. ( , || || )E E

èìååò ýêâèâàëåíòíóþ ðàâíîìåðíî âûïóêëóþ íîðìó [6]), òî 
 �� 0 íà E ñóùåñòâóåò
íîðìà ||| |||
 òàêàÿ, ÷òî B B E B( ||| ||| ) ( ) ( ) ( ||| ||| )
 � � � 
1 1 � è ïðîñòðàíñòâî ( , | || ||| )E 

èìååò ñâîéñòâî �;

2) 
 �� 0 íà c0 ñóùåñòâóåò íîðìà ||| |||
 òàêàÿ, ÷òî B c B1 0( ) (||| ||| )� 
 �
� �B c1 0� ( ) è ïðîñòðàíñòâî ( , | || ||| )c0 
 èìååò ñâîéñòâî �;

3) 
 �� 0 íà l� ñóùåñòâóåò íîðìà | | | | | |
 òàêàÿ, ÷òî B l B1 ( ) (| || | || )� � 
 �
� � �B l2 � ( ) è ïðîñòðàíñòâî ( , ||| ||| )l� 
 èìååò ñâîéñòâî �.

Ïóñòü ( , || || )E E
 , ( , || || )F F
 — áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà; A E F��( , ) — ëèíåéíûé
íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç E â F; f F: � � — íåïðåðûâíàÿ ïîëóíîðìà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó:

f Ax
x B E

( ) sup .
( )

�
� 1

(2)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè â çàäà÷å (2) f F( ) || ||
 � 
 , òî ïîëó÷èì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ
íîðìû || || ( , )
 � E F îïåðàòîðà A E F�� ( , ) .

Ïðèìåíèì ê çàäà÷å (2) òåîðåìó 1.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ( , || || )E E
 ðåôëåêñèâíî èëè èìååò

ñâîéñòâî �. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî � � 0 ñóùåñòâóåò îïåðàòîð B E F��( , ) òàêîé,
÷òî || || ( , )B E F� 	 �, dimR B( ) �1 è çàäà÷à

f Ax Bx
x B

( ) sup� �
� 1

èìååò ðåøåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü sup ( ) sup ( )( ) ( )x B E x B Ep x f Ax M� �� � �

1 1
0 è � � 0. Åñëè

ïðîñòðàíñòâî ( , || || )E E
 ðåôëåêñèâíî, òî ïî òåîðåìå 4 ðàáîòû [3] ñóùåñòâóåò ôóíê-

öèîíàë x E� �� òàêîé, ÷òî

|| || min ,
|| ||( , )

x
M M

AE
E F

�
� 	

�
�
�

��

�
�
�

��4

3

4

�

è p x� � äîñòèãàåò ñóïðåìóìà íà øàðå B E1 ( ) â òî÷êå x B E0 1� ( ) .

Åñëè ïðîñòðàíñòâî ( , || || )E
E


 íåðåôëåêñèâíî è èìååò ñâîéñòâî �, òî ñóùåñòâî-

âàíèå òàêîãî ôóíêöèîíàëà x� ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.
Ïîñêîëüêó 
 �x B E1 ( )

p x x x p x x x
E E E E

( ) , ( ) ,
, ,

� � � � � � �� �
� �0 0 ,

òî ñèììåòðè÷íîñòü p è B E1 ( ) îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå 
 �x B E1 ( ) íåðàâåíñòâà

p x x x p x x x
E E E E

( ) , ( ) ,
, ,

� �� � � � � � � � �� �
� �

� � � � � � � �� � �� �
� �p x x x p x x x

E E E E
( ) , ( ) ,

, ,0 0 0 0 ,

ò.å. p x� * äîñòèãàåò ñóïðåìóìà íà øàðå B E1 ( ) â òî÷êå � �x B E0 1 ( ) . Çíà÷èò,

ôóíêöèîíàë p x� �� ( ,�� �{ })1 1 äîñòèãàåò ñóïðåìóìà íà øàðå B E1 ( ) â òî÷êå

x x x� �{ }0 0, .
Âûáåðåì ÷èñëî �� �{ }1 1, òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

sup { ( ) , } sup { ( ) |
( )

,
( )x B E

E E
x B E

f Ax x x f Ax x
�

�

�
� � � � � ��

1 1

� � � �, |}
,

x
E E

.

Òàêèì îáðàçîì,

f Ax x x f Ax x x
E E

x B E
E E

( ) , sup { ( ) , }
,

( )
,

� � � � � � � ��

�

�
� �� �

1
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� � � �
�

�
�sup { ( ) | , |}

( )
,

x B E
E E

f Ax x x

1

.

Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

sup { ( ) , } sup { ( ) |
( )

,
( )x B E

E E
x B E

f Ax x x f Ax x
�

�

�
� � � � � ��

1 1

� � � ��, |}
,

x
E E

� � �
�
sup ( )

( )x B E

f Ax M

1

0.

Îòñþäà
f Ax f Ax x x x x

E E E E
( ) ( ) , ,

, ,
� � � � � � � �� �

� �� �

� � � � � � � � �
�

� � �
� �sup { ( ) | , |} , ||

( )
, ,

x B E
E E E E

f Ax x x x x M x

1

� ||
E

M� � �
3

4
0.

Îöåíèì îòíîøåíèå | , | / ( )
,

� ��
�x x f Ax

E E
. Èìååì

0
4

3 4

1

3
�

� �
� �

�
�| , |

( )

/

/

,
x x

f Ax

M

M

E E
.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé îïåðàòîð E F
B

� :

E x Bx x x
Ax

f Ax
F

E E
� � � � � ��

�� ,
( ),

.

Ïîíÿòíî, ÷òî B E F��( , ) , dimR B( ) �1 è || || ( , )B E F� 	 �.
Äëÿ x B E� 1 ( ) èìååì

f Ax Bx f Ax f Bx f Ax x x
E E

( ) ( ) ( ) ( ) | , |
,

� � � � � � � ��
�

� � � � � � � �
�

� �
� �sup { ( ) | , |} ( ) ,

( )
, ,

x B E
E E E E

f Ax x x f Ax x x

1

� . (3)

Ïîëîæèì x x� â f Ax Bx( )� . Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f Ax Bx f Ax x x
Ax

f AxE E
( ) ,

( ),
� � � � �

�

�
��

 

!
"" ��

��

� � � � � � � �� �
� �f Ax x x

f Ax
f Ax x x

f AxE E E E
( ) ,

( )
( ) ,

( ), ,
1

1
1

1
� �

�

�
��

 

!
"" �

� � � ��
�f Ax x x

E E
( ) ,

,
� . (4)

Îáúåäèíèâ (3) è (4), ïîëó÷èì

f Ax Bx f Ax Bx
x B E

( ) sup ( )
( )

� � �
� 1

,

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó 4. �

Òàêèì îáðàçîì, â ñòàòüå äîêàçàíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E
ñâîéñòâà � Øàõåðìàéåðà ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à f B E� sup ( )1

ñ âûïóêëûì îãðàíè-
÷åííûì ñâåðõó íà øàðå B E1 ( ) ôóíêöèîíàëîì f äîïóñêàåò ëèíåéíûé âàðèàöèîííûé

ïðèíöèï. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî � � 0 ñóùåñòâóåò x E� �� òàêîé, ÷òî

|| ||x
E

�
� 	 � è çàäà÷à f x B E� �� sup ( )1

ðàçðåøèìà.
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