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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíî-ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå,
ïðîñòðàíñòâî Ñêîðîõîäà, ïóàññîíîâñêàÿ ìåðà, âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, ñëàáûé èí-
ôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð, ñèëüíîå ðåøåíèå, óñòîé÷èâîñòü.

Íàèáîëåå êîíñòðóêòèâíûì è óíèâåðñàëüíûì ïîäõîäîì ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷è-
âîñòè äåòåðìèíèðîâàíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ êîíöåïöèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó,
à èìåííî, ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà (ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî) [10].
Ãëàâíîå ïðåâîñõîäñòâî ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè ñäåëàòü âûâîä
îá óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû, äëÿ êîòîðîé íàéòè àíàëèòè÷åñêèé âèä ðåøåíèÿ íåâîç-
ìîæíî íåïîñðåäñòâåííûì èíòåãðèðîâàíèåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì ïðèíöèïèàëüíî
âàæíûìè åñòü òàêèå ìîìåíòû:

• ðàññìîòðåíèå ñèñòåì, êîòîðûå âëàäåþò ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì;
• êîíöåïöèÿ ñèëüíîé âåðîÿòíîñòíîé óñòîé÷èâîñòè, ïðè êîòîðîé âîçìîæíî

èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà-ðå-
øåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ;

• èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ôóíêöèé (ôóíêöèîíàëîâ), à èìåííî, ïîíÿòèå ïðîèç-
âîäíîé äëÿ äåòåðìèíèðîâàíûõ ñèñòåì èëè ñëàáîãî èíôèíèòèçåìàëüíîãî
îïåðàòîðà äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîòî-
ðûõ íå òðåáóåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ.

1. ÌÀÐÊÎÂÑÊÎÅ ÑÂÎÉÑÒÂÎ ÐÅØÅÍÈÉ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎ-ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÑÎ ÂÑÅÉ ÏÐÅÄÛÑÒÎÐÈÅÉ (ÑÄÔÓ�)
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Çäåñü x t R n( )� , x x t z z Xt � � �� � � �{ }( ), 0 , ãäå X — ïðîñòðàíñòâî ïðåäûñòî-

ðèè, ò.å. ïðîñòðàíñòâî R Dn p� � , à D p
� — ïðîñòðàíñòâî Ñêîðîõîäà [1] ëîêàëüíî
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Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ �:R R� �� íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ñãëàæèâàþùåãî

äåéñòâèÿ, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò òàêèì óñëîâèÿì:

1) � ñóììèðóåìàÿ â R � ;

2) � �z 0 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà K z
s z

s
K

s R
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4) � îãðàíè÷åíà â R � ;

5) � � 0 ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà íà s� �( , )0 ;
6) s s�( )� 0 , åñëè s��.

Ôóíêöèîíàëû a t x a t x t z z i ki
t

i( , ) ( , ( )), , ,� � �� � � �0 1 , ïåðåâîäÿò R X� �

â R n ; ôóíêöèîíàëû b t x b t x t z z j lj
t

j( , ) ( , ( )), , ,� � �� � � �0 1 , ïåðåâîäÿò R X� � â

M Rn
n n( ) ; ôóíêöèîíàëû c t x c t x t z z j lj

t
j( , , ) ( , ( ), ), , ,� �� � �� � � �0 1 , ïåðåâîäÿò

R X� � � � â R n ; { }w t w t j l tj j( ) ( , ), , , ,� � � �� �1 0 � — ñêàëÿðíûå ñòàíäàðòíûå

âèíåðîâñêèå ïðîöåññû; ~ ( , ) ( , ) ( ) , ,� � � � �j j jd dt d dt d dt j l� � � 1 , — öåíòðèðîâàí-

íûå ñêàëÿðíûå ïóàññîíîâñêèå ìåðû [3], ïðè÷åì w tj ( ) ïîïàðíî íåçàâèñèìûå è íå
çàâèñÿò îò ~� j .

Èçó÷èì ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1), êîòîðîå áóäåò èñïîëüçî-
âàòüñÿ êàê îñíîâíîé èíñòðóìåíò ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè òàêèõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü: 1) ai , i k�1, ; b j è c j lj , ,�1 , èçìåðèìû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ;

2) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëèïøèöà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó: ñóùåñòâóåò ïîñòîÿí-
íàÿ L � 0 òàêàÿ, ÷òî
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3) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ïî âðåìåíè t � 0
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� �t t T[ , ]0 è � �� �, X .
Òîãäà ñîãëàñíî [2] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé

ýêâèâàëåíòíîñòè ñèëüíîå ðåøåíèå { }x t t T( ), [ , ]� 0 çàäà÷è (1), (2).

Äëÿ êàæäîãî �0 � X , s � 0 îáîçíà÷èì x st ( , )� , t s� , ïðîöåññ èñòîðèè, îïðåäåëÿ-

åìûé ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1), ïîñòðîåííûì ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè �0 .

Ïóñòü { }X t ss
t , � � 0 — ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåí-

ñòâîì
X x ss

t t� �� ( , ) , (6)

è íàçîâåì ñåìåéñòâîì îïåðàòîðîâ ñäâèãà âäîëü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1).

Ïðîèçâîëüíîìó �� X ïðè âñåõ s � 0 è t s� îïåðàòîð ñäâèãà X s
t ñòàâèò â ñîîò-

âåòñâèå ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó x st ( , )� ñî çíà÷åíèÿìè â Õ . Ìåðà, îïðåäåëÿåìàÿ ýòîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íà �-àëãåáðå B áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Õ , ÿâ-
ëÿåòñÿ ñ÷åòíî-àääèòèâíîé ôóíêöèåé ýëåìåíòîâ A �B [1] , êîòîðàÿ çàâèñèò îò �� X :

p s t A X As
t( , , , ) ( ).� �� �P (7)
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Ñåìåéñòâî { }p s t A( , , ,� íàçîâåì ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòüþ äëÿ ðåøåíèé (1).
Èç òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ [2] ñëåäóåò ýâîëþöèîí-

íîå ñâîéñòâî îïåðàòîðà ñäâèãà: X X Xt
s s

t
	

	 � �� ïðè ïðîèçâîëüíîì �� X è âñåõ

t s� � �	 0 .
Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 1. Ïóñòü { }
 � � � �( , ), ,� �X � — B � !-èçìåðèìîå íåïðåðûâíîå îòî-

áðàæåíèå X �� â R� , êîòîðîå ïðè ëþáîì �� X èìååò êîíå÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå. Åñëè � " ! è � �( ) — �-èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî
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 � � � 
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðè âñåõ �� X , ��� ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà
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ñ÷åòíîå ïîêðûòèå { }S x k
q k

q
1

0
/

( ) ( ), �N ïðîñòðàíñòâà Õ ñôåðàìè

S x X x
qq k

q
k
q

X1
0 1
/

( ) ( ) | | | |� � � �
#
$
%

&
'
(

� � .

Îáîçíà÷èì

A S x
k
q

q k
q� �� 1

1
0( ( ));
/

( ) B A B A B kq q
k
q

k
q

l
q

l

k

1 1
1

1

2� � �
�

�

; / ,� .

Ïðè âñåõ q�N ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî � �
�

�

B
k
q

l 1

� è ïðè k l B B
k
q

l
q) * �+: .
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Îòñþäà èìååì (8) äëÿ íåïåðåðûâíûõ ïî � ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûõ îòîáðà-
æåíèé 
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 � � � 
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 � �n n( , ) � , à òàêæå 
 � � 
 � �n ( , ) ( , )� ïðè âñåõ � �� �X , �. Ñîãëàñíî äîêàçàííî-
ìó âûøå ðàâåíñòâî (8) âûïîëÿíåòñÿ äëÿ êàæäîãî 
 � �n ( , ) , n�N . Ïîñêîëüêó äëÿ
âñåõ A �� è �� X ïî òåîðåìå î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò
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 � �� � � � � �� �� dP.
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Ëåììà äîêàçàíà.
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

| ( )| ( ) sup | ( )|;*x t x st, �
0

B — �-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Õ ;
C X( ) — ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ îòîáîðàæåíèé Õ â R;

� a
b — ìèíèìàëüíàÿ �-àëãåáðà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé èçìåðèìû ïðèðîñòû âè-

íåðîâñêîãî ïðîöåññà è ïóàññîíîâñêîé ìåðû;
G X( ) — ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ îòîáðàæåíèé èç Õ â R;
ca( )B — ïðîñòðàíñòâî ñ÷åòíî-àääèòèâíûõ ìåð íà B.
Òåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4), (5), òî ïåðåõîäíàÿ âåðîÿòíîñòü (7)

âëàäååò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) p s t A( , , , )� ïðè âñåõ t s� � 0� �� X è A �B ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ca( )B ;
2) p s t A( , , , )� îáëàäàåò òàê íàçûâàåìûì ôåëëåðîâûì ñâîéñòâîì, à èìåííî:

� � �t s 0 è � �f C X( ) îíà óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

E{ }f X p s t dy f ys
t

X

( ) ( , , , ) ( )� �� � , (9)

ïðè÷åì E{ }f X s
t( )� íåïðåðûâíà ïî � è èç íåîòðèöàòåëüíîñòè f ñëåäóåò è åå íå-

îòðèöàòåëüíîñòü;
3) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ t s� � 0 è A �B p s t A( , , , )� èçìåðèìà ïî � ;
4) ïðè âñåõ t s� � 0 è A �B äëÿ ïðîèçâîëüíîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè �� X s ïåðå-

õîäíàÿ âåðîÿòíîñòü óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

P(X E Ps
t

X

A p s t A p s t A d� � � ��� � � �) ( , , , ) ( , , , ) ( ),{ } (10)

ãäå P P(� �( ) )A A� � ;

5) ïðè t s X� � � �	 �0, è � �A B p s t A( , , , )� óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Êîë-
ìîãîðîâà–×åïìýíà

p s t A p s t dy p y t A

X

( , , , ) ( , , , ) ( , , , )� � 	� � ; (11)

6) ïðè âñåõ s X� �0, � è � 
� p s t A( , , , )� âëàäååò ñâîéñòâîì ñòîõàñòè÷åñêîé
íåïðåðûâíîñòè

lim ( , , , ( ))
( ),

( ),t s
p s t S

S

S-
�

�

.

#
$
%

� �
� �

� �
�

�

�

1

0

äëÿ

äëÿ
(12)

ãäå S X X� � � � �( ) | | | ||� � � �{ }.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî, êàê è äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé [3].

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïåðâîå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ñëåäñòâèåì îïðå-
äåëåíèÿ ïåðåõîäíîé âåðîÿòîñòè êàê âåðîÿòíîñòè, âëàäåþùåé ñ÷åòíî-àääèòèâíûì
ñâîéñòâîì.

2. Ôåëëåðîâîå ñâîéñòâî p s t A( , , , )� ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ðåøåíèé (1) ñïðà-

âåäëèâî [4] lim | | | | ( )• *

t t

t

X
lx x t

�
� �

0

0 0E{ } è îïðåäåëåíèå ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòè. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïóñòü lim | | | |
n

n
��

� �� � 0 , òîãäà lim | | | |*

n
s
t

n s
t

X
lX X

��
� �E � � 0 , à ïî òåîðåìå

Ëåáåãà èìååì

lim ( ) { lim ( )} ( lim
n

s
t

n
n

s
t

n
n

s
t

nf X p f X f p X
�� �� ��

� �E E E� � � ) ( )� E f X s
t � .

3. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò èç (9) è âîçìîæíîñòè [1] àïïðîêñè-
ìèðîâàòü âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó � �A B, ò.å.

E P{ } { }� � � � �A s
t

X

A s
tX p s t dy y X A( ) ( , , , ) ( )� � �� ,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü E{ }f Xn s
t( ) ,� ãäå { }f nn , �1 — ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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ýëåìåíòîâ C X( ) , íîðìû êîòîðûõ îãðàíè÷åíû åäèíèöåé [5, ñ. 198].
4. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñâîéñòâà âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 1 äëÿ


 � � �( , ) ( )� f X s
t , ãäå f C X� ( ) . Çàïèøåì

E E E E{ } { } { { }}f X s
t( ) ( , ) ( , )|� 
 � � 
 � �� � ��

= E E E E{ { }} } { { }}
 � � 
 � �� � � �( , )| ( , )| |� � �� �

�
#
$
/

%/

&
'
/

(/
���E Ep s t dy f y p s t dy f y

X

( , , , ) ( ) ( , , , ) ( )|� �� �

X

�
#
$
/

%/

&
'
/

(/
�

� �� p s t dy f y d

XX

( , , , ) ( ) ( )� ��P .

Äàëåå îïÿòü àïïðîêñèìèðóåì E{ }f X s
t( )� ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìàòåìàòè÷åñ-

êèõ îæèäàíèé íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé E N{ }f X nn s
t( ),� � [1].

5. Ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç ýâîëþöèîííîãî ñâîéñòâà îïåðàòîðà ñäâèãà è ëåì-

ìû 1. Ïóñòü 
 � � �( , ) ( )� f X s
t è f C X� ( ) , òîãäà

E E E{ } { } { }f X f X X Xs
t t

s s
t( ) ( ) ( , )� � 
 � �	

	� � �

� 0 �
�

E E E E{ { }} { {
 � � � 
 �	 	 	
�	( , ) ( ) (~) ( , )| |X dw zs s s z X s

� � }}�

� �
#
$
/

%/

&
'� �E E E{ { } }f X z p X t dy f yt

z X s

X
s

( ) ( , , , ) ( )|	 �
	

	 	 �
/

(/
�

� � �f y p s dz p z t dy

X X

( ) ( , , , ) ( , , , ).� 	 	

Îïÿòü íóæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ìîíîòîííûõ
ôóíêöèé { }f n C Xn , ( )� �1 , êàê â ïðåäûäóùåì ïóíêòå [8].

6. Äàííîå ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ñâîéñòâîì ñòîõàñòè÷åñêîé íåïðåðûâíîñòè. Åãî
äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òàêîãî ñîîòíîøåíèÿ:

lim (| | ( , ) | | ) .
t s

t
XP x s

-
� � �� � � 0 (13)

Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà, ïîëó÷èì (12).

Èç òåîðåìû 1 ìîæíà ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðîöåññ x st ( , )� — ñòîõàñòè÷åñêèé íå-

ïðåðûâíûé ñïðàâà ôåëëåðîâûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñî çíà÷åíèÿìè â X , èìåþùèé
ãðàíèöû ñëåâà ñ ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòüþ (7), à çíà÷èò, ñîãëàñíî [5] (òåîðåìà 3.10,
ñ.144) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìàðêîâñêèì.

Ñëåäñòâèå 1 [4]. Åñëè s T s n T t Tn� � " �[ , ], , [ , ], [ , ]0 0 0{ }N , { }�n n X, ,� "N

�� X , òî â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû èç òîãî, ÷òî lim (| | | | | | ) ,
n

n n Xs s
��

� � � �� � 0

ñëåäóåò, ÷òî lim | | ( , ) ( , )| |
n

t s
n n

t s
Xx s x sn

��

� �� �E{ }� � 0 .

Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4), (5) äëÿ óðàâíåíèÿ (1), (2), òîãäà äëÿ

âñåõ t t s� � � �1 0, 1 B è �� X ðåøåíèå { }x s t st ( , ),� � âëàäååò ìàðêèâñêèì ñâîéñò-

âîì
P( ( , ) ) ( , ( , ), , )|x s p t x s tt

t
t� �� �1 1�

1

1
1 ,

ãäå ôóíêöèÿ p s t( , , , )� 1 — ïåðåõîäíàÿ âåðîÿòíîñòü, îïðåäåëåííàÿ (7).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî

P E( ( , ) ) ( ( , ))| |x s I x st
t

t
t� �� �1 1� �

1 1
{ },

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü [5]
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E{ }f x s p t x s t dy f yt
t

t

X

( ( , )) ( , ( , ), , ) ( )|� ��
1

1
1� �

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî f G X� ( ) . Èñïîëüçóÿ ëåììó 1, ëåãêî ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

E E E{ } { } { }f x s f X X f Xt
t t

t
s
t

t t
t( ( , )) ( ) ( ) || |� �

�
� �

1 1

1

1 1
� �

�x s
t1 ( , )�

.

Îñòàåòñÿ òîëüêî âîñïîëüçîâàòüñÿ (9).

2. ÑËÀÁÛÉ ÈÍÔÈÍÈÒÅÇÈÌÀËÜÍÛÉ ÎÏÅÐÀÒÎÐ

Îïðåäåëèì ñëàáûé èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð äëÿ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà xt ,
â ïðîñòðàíñòâå X äëÿ ôóíêöèîíàëîâ 
: R X R� � � , 
�G( )V , V � ��R X .

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèîíàë 
 �( , )t ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñëàáîãî
èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà �, åñëè:

2 â êàæäîé òî÷êå ( , )s � �V ñóùåñòâóþò ÷èñëà 3 � 0 è c � 0 òàêèå, ÷òî ñïðàâåä-
ëèâî

sup { }
0

1

� �

�� � �
t

t s

t
t s x s s c

3
| ( , ( , ) ( , )|E 
 � 
 � ; (14)

2 â êàæäîé òî÷êå ( , )s � �V ñóùåñòâóåò ãðàíèöà

( )( , ) lim [ ( , ( , ) ( , )]�
 � 
 � 
 �s
t

t s x s s
t

t s� � �
-

�

0

1
E{ } ,

(15)

ïðè÷åì
lim ( )( , ( , )) ( ) ( , )
t

s ts t x s s
-

�� �
0

E{ }
 � 
 �� . (16)

Äëÿ ñëàáîãî èíôèíèòåçåìàëüíîãî îïåðàòðà ñòðîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ñïðà-
âåäëèâà ôîðìóëà Äûíêèíà [5].

Ëåììà 3. Åñëè Q — îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Õ , 
�D( )� , 	( )t s� — ìàðêîâñêèé

ìîìåíò âðåìåíè (ïåðâûé ìîìåíò âûõîäà èç Q) äëÿ ñòðîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåcñà

x st ( , )� òàêîãî, ÷òî E{ }	( )t � �, òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Äûíêèíà:

E E{ }
 	 � 
 � 
 �	( ( ), ( , )) ( , ) ( , ( , )( )s t x s s s z x ss t s z� � � �� �
� dz

t

0

	 ( )

�
#
$
/

%/

&
'
/

(/
(17)

äëÿ âñåõ s � 0 , t � 0, ��Q, ãäå 	 	( ) min ,t t� { }, 	 �� � .�
�inf ( , )|{ }z R x s Qs z .

Ïóñòü N �N, 	 N — ïåðâûé ìîìåíò âûõîäà èç îêðóæíîñòè

S X NN X� � �{ }� �| | | | | .

Åñëè äëÿ êàæäîãî t � 0 èìååì P{ }lim ( )
N

N t t
��

� �	 1, òî (17) ìîæíî ïåðåïèñàòü
â âèäå

E E{ }
 � 
 � 
 �( , ( , )) ( , ) ( , ( , )s t x s s s z x s dzs t s z
t

� � � �
#

� �
� �

0

$
/

%/

&
'
/

(/
.

Ïóñòü H — îòêðûòîå ìíîæåñòâî èç Õ , 	� 
 — âðåìÿ âûõîäà èç H :

	 	 	� � . � 4�inf , ( ) .|{ H}t R x t tt

Ïóñòü ~x t — ïðîöåññ, îñòàíîâëåííûé â ìîìåíò 	 : ~ ( )x xt t� 	 , è ïóñòü
~

� — ñëà-

áûé èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð ïðîöåññà ~x t . Âû÷èñëèòü
~

�, êàê ïðàâèëî, äîñòà-

òî÷íî òðóäíî. Â ñëåäóþùåé ëåììå ïîêàæåì, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åííîãî îòêðûòîãî
ìíîæåñòâà H ñëàáûé èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð

~
� ìîæíî âû÷èñëèòü â òî÷êàõ

ìíîæåñòâà H ÷åðåç âû÷èñëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî èíôèíèòåçèìàëüíîãî ïðîöåññà
äëÿ íåîñòàíîâëåííîãî ïðîöåññà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ âèäà
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dx t a x dt b x dw t c x dz di
t

i

k

j
t

j j
t

j( ) ( ) ( ) ( ) ( , )~ ( ,� � �
�

��
1

� � t

j

l

) .

�
��

	




�
�

�




�
��1

(18)

Ëåììà 4. Ïóñòü:
1) U X� — îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî;
2) a b ci j j, , , i k j l� �1 1, ; , , — êâàçèëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû, óäâëåòâîðÿþ-

ùèå óñëîâèþ Ëèïøèöà, è a t xi ( , ) ,� 0 b t xj ( , ) � 0 , c t xj ( , ) � 0 ïðè x U. ;
3) x t( ) — ðåøåíèå (18) ç êîýôôèöèåíòàìè a b ci j j, , .
Òîãäà ñóùåñòâóåò Y YU� — îãðàíè÷åííàÿ îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâàU, òàêàÿ ÷òî

åñëè íà÷àëüíîå óñëîâèå (èñòîðèÿ) x Y� , òî x Yt � äëÿ âñåõ t � 0 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó a b ci j j, , , i k j l� �1 1, ; , , ïðåâðàùàþòñÿ â íîëü

âíå ìíîæåñòâà U ïðè âñåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x U� , x t( ) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî

äëÿ âñåõ t � 0 ; çíà÷èò, x t ïðèíàäëåæèò îãðàíè÷åííîé îêðåñòíîñòè U � ìíîæåñòâà U
ïðè âñåõ t � 0 .

Åñëè x U U� � \ , òî ðåøåíèå çàäàåòñÿ â âèäå T x tt , � 0 . Ïóñòü Y îïðåäåëåíî

ñëåäóþùèì îáðàçîì: Y T Ut

t

� �

�0

� . Ìíîæåñòâî Y îãðàíè÷åíî, ïîñêîëüêó, èñïîëüçóÿ

ñãëàæèâàþùåå ñâîéñòâî è òî, ÷òî x Y� , ïîëó÷èì x Yt � ïðè âñåõ t � 0, ò.å. Y óäîâ-
ëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû.

Ëåììà 5. Ïóñòü:
1) H — îòêðûòîå ìíîæåñòâî èç Õ ;
2) x t( ) — ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18) ñ êîýôôèöèåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè

óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè;
3) a b ci j j, , , i k j l� �1 1, ; , , — êâàçèëèíåéíûå ôóíêöèíàëû, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèå óñëîâèþ Ëèïøèöà è òàêèå, ÷òî a x a xi i( ) ( ),� b x b xj j( ) ( )� , c x c xj j( ) ( )� äëÿ
x�H è a xi ( ) ,� 0 b xj ( ) � 0, c xj ( ) � 0 âíå U — îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà H ;

4) � — ñëàáûé èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð ïðîöåññà x t — ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ (18) ñ êîýôôèöèåíòàìè a b ci j j, , (ïðîöåññ x t ñ÷èòàåòñÿ òàêèì, ÷òî èìååò ôà-

çîâîå ïðîñòðàíñòâî Y , îïðåäåëåííîå ëåììîé 4);
5) F X R: � — íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë.
Åñëè ñóæåíèå ýòîãî ôóíêöèîíàëà íà Y ïðèíàäëåæèò D(� ) è � F îãðàíè÷åíî íà

Y , òî ñóæåíèå ôóíêöèîíàëà F íà H íàõîäèòñÿ â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
~

� è äëÿ âñåõ

x�H
(

~
)( ) ( )( )� �F x F x� . (19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óñëîâèþ 3) ðåøåíèå { }x tt, � 0 ðàâíîìåðíî îãðàíè-

÷åíî â îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå H: | | | |x Bt
X � ïî÷òè âåçäå.

Ïóñòü � F � 5. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî, ïîäñòàâëÿÿ x âìåñòî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ

�0 â (18), ïîëó÷èì

lim (~ ) ( )
t

tx x
-

�
0

E{ }5 5 .

Äåéñòâèòåëüíî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî x xt t� ~ ïðè 	 � t è 5 îãðàíè÷åíî íà îãðàíè÷åí-
íûõ ìíîæåñòâàõ, èìååì

| ( ) (~ ) | | [ ( ) (~ )] |E E E{ } { } { } con{ }5 5 5 5x x I x xt t
t

t t� � � ��	 st { }{ }E I t	� .

Ïóñòü � � 6dist H( , )x . Èç íåïðåðûâíîñòè ñïðàâà { }xt ïîëó÷èì | | | |x x X
	 �� � .

Åñëè l �1, òî
E E E{ } { } { }{ } { }| | ( ) | | ( )* *x x t I x x t Is

l
t s

l l
t� � � � �	� 	� ,

à ïîñêîëüêó [4]
lim | | ( )*

t
s

lx x t
-

� �
0

0E{ } , (20)

òî lim .
t

tI
-

� �
0

0E{ }{ }	 Ïîíÿòíî, ÷òî E{ }5(~ )x t ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî ïðè x�H .

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïðè x�H
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lim [ (~ ) ( )] ( ).
t

t

t
F x F x x

-
� �

0

1
E{ } 5

Ïîñêîëüêó 5( )x — ãðàíèöà àíàëîãè÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ x t , òî äîñòàòî÷íî

ïîêàçàòü, ÷òî ïðè x�H ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
(~ ) ( )

lim
[ (~ ) (

t

t t

t

t
t

F x F x

t

I F x F

- -

�
�

�

0 0

E E E{ } { } { { }	� x

t

t )]
.

}
� 0

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèÿì F îãðàíè÷åíî íà Y . Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî,
÷òîáû

lim
t

t
t

I
-

� �
0

1
0E{ }{ }	 .

Ïóñòü t t T x xt* inf : | | | |� � �
#
$
%

&
'
(

�

2
. Ïîñêîëüêó

| | | | | | | | | | | | | | | |x x x T x T x x x T x T x xt
X

t t t
X

t t
X

t
X� � � � � � � � � ,

òî íà ìíîæåñòâå { }	 � t * :

�
�	 	 	 	 	 	� � � � � � � � �| | | | | | | | | | | | | | | | ,x x x T x T x x x T x
2

ò.å. | | | |x T x	 	 �
� �

2
. Äàëåå, èç (20) ñëåäóåò E{ }| | ( ) ( )• • * /x T x t O tl l� �

0
2 . Åñëè

t t� * , òî { } { }	 	� " �t t * , à çíà÷èò, E E{ } { }| | ( ) | | ( )• • * • • *x T x t I x T x tl
t

l� � � ��	

�
�

�
�
�

�
� �

�
	

2

l

tIE { }. Èòàê, åñëè l âûáðàòü áîëüøå 2, òî
1

1
t

I otE{ }{ }	� � ( ) ïðè t � 0.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ñåìåéñòâî ôóíêöèé
1

0
t

F x F x tt[ (~ ) ( )],E{ }� �
#
$
%

&
'
(

ðàâíîìåð-

íî îãðàíè÷åíî ïðè x��. Ïîñêîëüêó x t — ñòðîãî ìàðêîâñêèé ïðîöåññ è
~ ( )x xt t� 	 , òî èç ôîðìóëû Äûíêèíà ñëåäóåò

E{ }F x F x x dst s
t

(~ ) ( ) ( ) .

( )

� � � 5
0

	

(21)

Ïîñêîëüêó ðåøåíèå x t îãðàíè÷åíî ïðè x�� è � îãðàíè÷åíî íà Y , òî ïðàâàÿ

÷àñòü (21) îãðàíè÷åíà âûðàæåíèåì M tE{ }	( ) , ãäå M x
s t

s�
� �
sup

0

| ( )|5 . Òîãäà

1

t
F x F x M

t

t
Mt[ (~ ) ( )]

( )
E E{ }� �

#
$
%

&
'
(
�

	
,

à çíà÷èò, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åío, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

3. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÐÅØÅÍÈÉ ÑÄÔÓ Ñ ÍÅÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÌ ÏÎÑËÅÄÅÉÑÒÂÈÅÌ
È ÏÓÀÑÑÎÍÎÂÑÊÈÌÈ ÏÅÐÅÊËÞ×ÅÍÈßÌÈ

Â ýòîì ðàçäåëå èçó÷àåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ñèëüíîãî ðåøåíèÿ ÑÄÔÓ� (18), èñïîëü-

çóþòñÿ ðåçóëüòàòû è èäåè [6] âìåñòå ñî ñïåöèàëüíûìè ìåòîäàìè ôàçîâîãî ïðî-

ñòðàíñòâà X .

Ëåìà 6. Ïóñòü: 1) xt — íåïðåðûâíûé ñïðàâà ñòðîãî ìàðêîâñêèé ïðîöåññ íà

Y X" ñî ñëàáûì èíôèíèòåçèìàëüíûì îïåðàòîðîì �;

2) V Y R: � — íåîòðèöàòåëüíûé ôóíêöèîíàë;

3) Q Y" — îòêðûòîå ìíîæåñòâî è 	 — âðåìÿ âûõîäà èç Q

	 � .inf :{ }t x Qt (22)
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(	 � �, åñëè { }t x Qt| . �+) è 	 	( )t t� 4 ;

4) ïóñòü ~ ( )x xt t� 	 ,
~

� — ñëàáûé èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð ~x t è

(
~

)( ) ( )
~
�V x k x� � � 0 (23)

ïðè x Q� .

Òîãäà äëÿ x x Q� �0 èìååì:

à) V x t(~ ) — íåîòðèöàòåëüíûé ñóïåðìàðòèíãàë;

á) P sup
0�

�
#
$
%

&
'
(
�

t

tV x q
V x

q
(~ )

( )
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæèòåëüíîãî q ; (24)

â) ñóùåñòâóåò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíè � òàêàÿ, ÷òî V x t(~ )� � ïî÷òè íàâåðíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x Q� . Ïîñêîëüêó V �D(
~

)� è 	( )t îãðàíè÷åíî, òî ïî

ôîðìóëå Äûíêèíà

E E{ }V x V x k x dst s
t

(~ ) ( ) ( )

( )

� � �
#
$
/

%/

&
'
/

(/
��

0

0

	

,
(25)

a çíà÷èò, V x t(~ ) — ñóïåðìàðòèíãàë [9].

Ïóíêò á) ëåììû 6 ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëüíûì íåðàâåíñòâîì, à ï. â) — ìàðòèí-
ãàëüíîé òåîðåìîé ñõîäèìîñòè.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V — íåïðåðûâíûé íåîòðèöàòåëüíûé ôóíêöèîíàë íà X , è

äëÿ � � 0 ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Q x V x q1 � �{ }: ( ) . (26)

Îáîçíà÷èì 	1 âðåìÿ âûõîäà èç Q1.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ Q1 è V âûïîëíÿþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ ïðåäûäóùåé ëåì-

ìû. Ïóñòü Q — îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Q1, îïðåäåëåííîãî â (26). Ïðåä-
ïîëîæèì ñëåäóþùåå:

1) äëÿ íåêîòîðîãî � � 0 ôóíêöèîíàë k èç (23) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûé íà ìíî-
æåñòâå

R x k x Q� �� � *{ }: ( ) ; (27)

2) ìíîæåñòâî Q Q7 " 1 òàêîå, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t è äîñòàòî÷íî ìàëûõ �

P t x x t hQ
t

t{	 �� � � � �2, | | | | ( ) }* 0 (28)

ïðè h� 0 , ðàâíîìåðíî ïî t (ïðè áîëüøèõ t) è ëþáîãî x Q� 7.
Òîãäà äëÿ ôèêñèðîâàííîãî x x Q� � 70 , îáîçíà÷èâ �Q ìíîæåñòâî

�Q
t

tV x q� �
�

{ sup }�: ( ) ,
0

(29)

áóäåì èìåòü
k xt( )� 0 ïðè t �� ï. í. â �Q . (30)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ïðè t �� âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî xt ïîêèíåò R�

ïîñëå ìîìåíòà t, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Òîãäà, ïîñêîëüêó � ïðîèçâîëüíî, òî ïðè t ��,

k xt( )� 0 ïî÷òè íàâåðíîå â �Q . Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïîøàãîâî.

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî îáùåå âðåìÿ, ïðîâåäåííîå âíå R� , êîíå÷íî. Ïóñòü T tx ( , )�

— îáùåå âðåìÿ, ïðîâåäåííîå ïðîöåññîì x ss , � 	 â Q R\ � ïîñëe ìîìåíòà t. Åñëè

I sx ( , , )� � — èíäèêàòîð ìíîæåñòâà { }( , ): ( )s k xs� �� , òî T t I s dsx x

t

( , ) ( , , )

( )

� � �

	

	

� � .

Ïîñêîëüêó V � 0 , èç (25) ñëåäóåò, ÷òî

ET
V x

x ( , )
( )

�
�

0 � . (31)

Èòàê, Tx ( , )� 0 � � ïî÷òè íàâåðíîå, à îòñþäà
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T T tx x( , ) ( , )� �0 0� � ï.í. ïðè t ��. (32)

Äàëåå, ôèêñèðóÿ 1 0� �� , íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü xt íå ïîêèíóòü R�

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t áîëüøå, ÷åì 1��. Òîãäà, ïîñêîëüêó � è � ïðîèçâîëüíî

âûáðàíû, ñïðàâåäëèâî, ÷òî k xt( )� 0 ïðè t �� ï.í. â �Q .

Èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè k â R�

min | | | |: , \/{ }x y x R y Q R� � � �� �2 0 .

Âûáèðàÿ h äîñòàòî÷íî ìàëûì, à 7t hx ( , )� — äîñòàòî÷íî áîëüøèì, òàê ÷òîáû ïðè
t t hx� 7 ( , )� âåðîÿòíîñòü â (28) áûëà ìåíüøå � / 2 , ïîëó÷àåì, ÷òî

P t x Q R x Rt t u
1 2� � � ��P{	 � �, \ , /

äëÿ íåêîòîðîãî 0 2� � � 7 �u h t t hx, ( , ) /� �} .

Ñîãëàñíî (31), (32) èìååì ET tx ( , )� � 0 ï.í. ïðè t ��, çíà÷èò, çà íåðàâå-
íñòâîì ×åáèøåâà ñóùåñòâóåò t h t hx x( , ) ( , )� �� 7 òàêîå, ÷òî

P T t T t h t t hx x x( , ) , , ( , )�
� �

��
�

�
�

�

�
�

#
$
%

&
'
(
� � �

2
1

2
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

P P{ } {	 � �
�

� ��� � � �
�

�
�

�

�
� � �t x Q R t t T t h t tt

x x x, \ , ( , ) , , ( ,
2

)}� �P1 �,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
Â îáùåì ñëó÷àå ìíîæåñòâî Q1, îïðåäåëåííîå â (26), íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åí-

íûì, íî ðàññìàòðèâàòü èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð ìîæíî ëèøü íà îãðàíè÷åí-

íûõ ìíîæåñòâàõ. Òåì íå ìåíåå ìîæíî ñïðàâèòüñÿ ñ ñèòóàöèåé, â êîòîðîé V x qt( ) � ,

ñ÷èòàÿ, ÷òî | ( )|x t B� 1, ãäå B1 — ïîñòîÿííàÿ, íåçàâèñÿùàÿ îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ x0 .

Äàëåå, åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò

îãðàíè÷åííîìó ìíîæåñòâó â Q1, òî ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî U X" òà-

êîå, ÷òî x Ut� äëÿ âñåõ t � 	1 (	1 — ìîìåíò âûõîäà èç Q1).

Òî÷íåå, ïóñòü V Q, ,	1 1 òàêèå, êàê ñêàçàíî âûøå, è xt — ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(18), ñ êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà è

ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè (êàê èçâåñòíî [4], â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18)). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî

îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà D èç X ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ K � 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ x x� 0

â D Q QD* �1 íîðìà xt îãðàíè÷åíà ïîñòîÿííîé K ïðè 0 1� �t 	 :

| | | |x Kt � ïðè 0 1� �t 	 .

Ïîëîæèì B x x K� �{ }: | | | | è Q Q B QD� * 81 . Ïóñòü 	Q — ìîìåíò âûõîäà èç Q,

	B — ìîìåíò âûõîäà èç Â (	 	B Q� ), a b ci j j, , — êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå ñîâïà-

äàþò ñ a b c i k j li j j, , , , , , ,� �1 1 íà Â, è a bi j� �0 0, è c j � 0 âíå îêðåñòíîñòèU

ìíîæåñòâà B. Ïðîöåññ x t óðàâíåíèÿ (18) ñ êîýôôèöèåíòàìè a b ci j j, , ñ÷èòàåòñÿ

ïðîöåññîì, ÷òî èìååò ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî Y , êîòîðîå ïîñòðîåíî â ëåììå 4. Åñëè

æå x x B� �0 , òî x xt t� ïðè t B� 	 . Ïóñòü � — ñëàáûé èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðà-

òîð ïðîöåññà x t , ~x t — ïðîöåñc x Q t	 ( )
, à

~
� — åãî èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð.

Ïóñòü äëÿ ôèêñèðîâàííîãî x x Q� �0 �Q îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî

�Q
t

t

V x q� �
�

{ sup }�: ( )
0

. (33)

Òåîðåìà 3. Ïðè èñïîëüçîâàíèè âûøåóêàçàííûõ óñëîâèé ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñó-

æåíèå V íà Q íàõîäèòñÿ â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
~

�Q è
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(
~

)( ) ( )�QV x k x� � � 0 (34)

ïðè x Q� . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî íà ìíîæåñòâå

R x k x� �� �{ }: ( ) (35)

äëÿ íåêîòîðîãî � � 0 . Òîãäà äëÿ êàæäîãî x QD�

P(�Q
V x

q
)

( )
� �1 ,

(36)

k xt( )� 0 ïðè t �� ï.í. â �Q . (37)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó âñå ïðåäïîëîæåíèÿ ëåììû 6 âûïîëíÿþòñÿ,

(36) ñëåäóåò èç (24). Äðóãèå âûâîäû ëåììû 6 òàêæå èìåþò ìåñòî äëÿ x t .
Àíàëîãè÷íî, åñëè äîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå

P x Q u t x x hu t t{ }� � � � � �� 2, , | | | | ( )*0 00 � ïðè h� 0 (38)

âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t (äîñòàòî÷íî áîëüøîãî) äëÿ êàæäîãî x x QD
0 � � ,

òî âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2 âûïîëíÿþòñÿ, à çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî (37).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (38) îöåíèì

| | | | (| | | | | | | | ).x x k x T T xt s t
X
p

p
t s

x
s t

x
p

x
s t t

x
p� � � �� � � � �

Ïîñêîëüêó p �1, òî

E{ }| | | | ( ) ( )• • * /x T x h O ht t p p� � �
0

2 , åñëè | | | |x Kt � . (39)

Òåïåðü îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå (äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñåé áóäåì ïèñàòü xt

âìåñòî x t ). Çàïèñûâàÿ
x x I x I x xt t

t
t

t
t t� � � ��[ , ) [ , )0 1 2

, (40)

ïîëó÷àåì
| | | | | | | | | | | |T x x T x x T x xs t t s t t s t t� � � � � �

1 1 2 2

� � � ��| | | | | | | |T x x T x T xs t t t s t
1 1

0 0 . (41)

Ôóíêöèÿ t T xt� 0 íåïðåðûâíà ñïðàâà è ñõîäèòñÿ ê x0 0( )� (ïîñòîÿííàÿ íà-

÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèåì x0 0( )) ïðè t ��; çíà÷èò, îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâ-

íà è | | | | ( ) ( )• *T x T x t h ot
t

0 0 1� � � ïðè h� 0 ðàâíîìåðíî ïî t.

Îñòàëîñü îöåíèòü | | | | ,T x x s hs t t p
1 1
� � . Èìååì

| | | | | | ( ) ( )T x x T x x u u dus t t p s t t p
1 1 1 1

0

� � � �
�

� �

� � � � �� | ( ) ( )| ( ) | | ( ) ( )x x u u du T x x u u dut t p
s

s t t p

s
1 1

0
1 1

0 � �
t

� | ( )| ( ) .x t s u u dup

t

t s

1 � �
�

� �

Òàê êàê | ( )|x u K1 � äëÿ âñåõ 0 � �u t, ïåðâîå è ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ÿâëÿþòñÿ o( )1 .
Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî èìååì

| | ( ) ( ) ( )T x x u u du a x ds t t p

s

t

i

i

k

t u s

t u

1 1
1

� �
	



�
�

� �
�� �

�

� 


�� �� �

	




�
� �s

t

j

j

l

jb x dw( ) ( )
 

1

�
�




�
�

���
�

c x d d u duj

j

l

j

p

( , )~ ( , ) ( )
 � � � 
 �

�1
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� �
�� �

�

�
��� �k a x d u du b xp i

i

k

t u s

t u

s

t
p

j

j

l
( ) ( ) ( ) ( )3

1 1


 

 � dw u duj

t u s

t u
p

s

t

( ) ( )
 �

� �

�

�� �

	




�
�
�

�

�




�
�
��� �

�

���� c x d d u duj

j

l

j

t u s

t u
p

s

t

1

( , )~ ( , ) ( )
 � � � 
 �

�

.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà è Áóðêõîëüäåðà [7] è òî, ÷òî
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ïðè h� 0 ðàâíîìåðíî ïî t, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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