
ÓÄÊ 517.9

Ý.Ð. ÑÌÎËÜßÊÎÂ

ÏÎÍßÒÈÅ ÑÏÐÀÂÅÄËÈÂÎÃÎ ÄÅËÅÆÀ

Â ÊÎÎÏÅÐÀÒÈÂÍÛÕ ÈÃÐÀÕ È ÅÃÎ ÏÎÈÑÊ
1

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíôëèêòíûå ðàâíîâåñèÿ, êîîïåðàòèâíûå èãðû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ëþáîé êîíôëèêòíîé çàäà÷å êàæäûé ó÷àñòíèê â ñëó÷àå ñîâìåñòíî ñêîîðäè-

íèðîâàííûõ (êîîïåðàòèâíûõ) äåéñòâèé èìååò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü âûèãðûø

íå ìåíüøå (ïðàêòè÷åñêè, ïî÷òè âñåãäà áîëüøå), ÷åì â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ êîî-

ïåðàöèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ ó÷àñòíèêîâ êîîïåðàöèÿ âûãîäíåå, ÷åì åå

îòñóòñòâèå.

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà, ñäåðæèâàþùàÿ êîîïåðàöèþ, ñîñòîèò â òîì, êàê ñïðàâåäëè-
âî ðàçäåëèòü ìåæäó ó÷àñòíèêàìè êîîïåðàòèâíûé äîõîä. Åñëè èãðîêè çàðàíåå íå äî-
ãîâîðÿòñÿ î ñïðàâåäëèâîì äåëåæå, òî êîîïåðàöèè îíè íå ñîçäàäóò.

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñïðàâåäëèâîãî äåëåæà îêàçàëàñü ñàìîé ñëîæíîé â îá-
ùåé òåîðèè èãð è äî ñèõ ïîð îñòàâàëàñü íåðåøåííîé. Äåëåæ äîëæåí áûòü òàêèì,
÷òîáû íè ó îäíîãî èç èãðîêîâ è íè ó êàêîé èõ ãðóïïû (êîàëèöèè) íå ïîÿâèëîñü
îñíîâàíèé âûéòè èç êîîïåðàöèè è äåéñòâîâàòü åäèíîëè÷íî èëè êîàëèöèîííî.
Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîé äåëåæ äîëæåí îáëàäàòü îïðåäåëåííîé óñòîé÷èâîñòüþ â
òîì ñìûñëå, ÷òî íè îäèí èç èãðîêîâ è íè îäíà èç êîàëèöèé íå ñìîãëè áû âíå ðà-
ìîê êîîïåðàöèè ïîëó÷èòü âûèãðûø áîëüøèé, ÷åì îáåñïå÷èâàåò èì ñïðàâåäëèâàÿ
äîëÿ îò êîîïåðàòèâíîãî äîõîäà.
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ïîâåäåíèÿ îñòàëüíûõ N k� èãðîêîâ.

Äæ. Íåéìàí è Î. Ìîðãåíøòåðí ïûòàëèñü íàéòè óñòðàèâàþùèå âñåõ ó÷àñòíèêîâ
äåëåæè êîîïåðàòèâíîãî äîõîäà, îïèðàÿñü íà êàçàâøóþñÿ èì ñîâåðøåííî «áåçîáèä-
íîé» ñëåäóþùóþ àêñèîìó: «åñëè äëÿ íåêîòîðîé ýôôåêòèâíîé êîàëèöèè Pm ,
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m N , ò.å. êîàëèöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ

i P
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	 � �( ), èìåþò ìåñòî

îòíîøåíèÿ x xi i� äëÿ âñåõ i Pm� , òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äåëåæ ( , . . . , )x x N1 , ò.å.
ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë ( , . . . , )x x N1 , äîìèíèðóåò íàä äåëåæîì ( , . . . , )x x N1 ïî êîàëè-
öèè Pm , ò.å. ïåðâûé äåëåæ êîîïåðàòèâîãî äîõîäà ïðåäïî÷òèòåëüíåå ïîñëåäíåãî ñ
òî÷êè çðåíèÿ êîàëèöèè Pm».

Îñíîâûâàÿñü íà àêñèîìå äîìèíèðîâàíèÿ è íà ïàðå ñîâåðøåííî åñòåñòâåí-

íûõ àêñèîì: 1)
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� ( ), 2) x ii 
 � ( ), i N�1, , â [1] äàåòñÿ ñëåäóþùåå îïðå-

äåëåíèå ðåøåíèÿ: ìíîæåñòâî èñõîäîâ (äåëåæåé) ( , . . . , )x x N1 íàçûâàåòñÿ ðåøåíè-
åì, åñëè íè îäíîìó ýëåìåíòó ýòîãî ìíîæåñòâà íåëüçÿ îòäàòü ïðåäïî÷òåíèÿ ïåðåä
äðóãèìè ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà; åñëè âñÿêîìó ýëåìåíòó âíå ìíîæåñòâà ìîæíî
ïðåäïî÷åñòü êàêîé-ëèáî ýëåìåíò èç ýòîãî ìíîæåñòâà.

Ýòî ñòàâøåå êëàññè÷åñêèì ðåøåíèå íåóäîâëåòâîðèòåëüíî îäíîâðåìåííî â
íåñêîëüêèõ îòíîøåíèÿõ. Âî-ïåðâûõ, îíî íå âñåãäà ñóùåñòâóåò (â 1969 ã. íàéäåí
ïðèìåð èãðû ñ 10 ó÷àñòíèêàìè, íå èìåþùåé ðåøåíèÿ), ïðè÷åì äî ñèõ ïîð íå
îïðåäåëåí äàæå êëàññ çàäà÷, â êîòîðîì îíî èìååòñÿ. Âî-âòîðûõ, ýòî ðåøåíèå,
êîãäà ñóùåñòâóåò, ïî ñóòè, âñåãäà íååäèíñòâåííî: áîëåå òîãî, îíî ñîñòîèò èç áåñ-
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òàê íàçûâàåìûõ «ðåøåíèé», êàæäîå èç êîòîðûõ âêëþ÷àåò
áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî äåëåæåé, ïðè÷åì äåëåæè èç îäíîãî «ðåøåíèÿ» ìîãóò äî-
ìèíèðîâàòü íàä äåëåæàìè äðóãîãî, ÷òî ñâîäèò ê íóëþ ïðàêòè÷åñêóþ öåííîñòü
ýòîé òåîðèè, îñîáåííî åñëè ó÷åñòü, ÷òî ïîèñê ðåøåíèé-äåëåæåé — ÷ðåçâû÷àéíî
ñëîæíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ çàäà÷à. Â-òðåòüèõ, ïî÷òè âñå äåëåæè èç ýòèõ «ðåøåíèé»
íå îáëàäàþò èãðîâîé óñòîé÷èâîñòüþ â òîì ñìûñëå, ÷òî íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí
ó÷àñòíèê, êîòîðûé íå ñîãëàñèòñÿ ñ ïðåäëîæåííûì äåëåæîì èç ðåøåíèÿ ïî òîé
ïðè÷èíå, ÷òî ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâàÿ èãðîâàÿ ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé åãî âûèãðûø
áîëüøå ïðè÷èòàþùåéñÿ åìó äîëè îò ýòîãî «äåëåæà».

Èäåàëüíûì ðåøåíèåì (ñïðàâåäëèâûì äåëåæîì) êîîïåðàòèâíîé èãðû
(ñ òðàíñôåðàáåëüíîé ïîëåçíîñòüþ, ò.å. ñ âîçìîæíîñòüþ ðàçäåëà ëþáîãî âûèãðû-
øà íà ëþáûå ÷àñòè) íàçîâåì òàêîå, êîòîðîå: 1) ñóùåñòâóåò â ëþáîé èãðå; 2) ñ
íèì âûíóæäåí ñîãëàñèòüñÿ ëþáîé ó÷àñòíèê èãðû, ò.å. îíî äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü
íåêîòîðûì òðåáîâàíèÿì åñòåñòâåííîé óñòîé÷èâîñòè, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè
âûõîä ó÷àñòíèêà èç êîîïåðàöèè íå ïîçâîëèò åìó âûèãðàòü áîëüøå ïðè÷èòàþ-
ùåéñÿ åìó äîëè îò ñïðàâåäëèâîãî äåëåæà; 3) ýòî ðåøåíèå (ñïðàâåäëèâûé äåëåæ)
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì.

Ðåøåíèå Íåéìàíà–Ìîðãåíøòåðíà íå óäîâëåòâîðÿåò íè îäíîìó èç òðåõ ïåðå-
÷èñëåííûõ òðåáîâàíèé, ïðåäúÿâëÿåìûõ ê èäåàëüíîìó ðåøåíèþ. Â êà÷åñòâå àëü-
òåðíàòèâû äàííîìó ðåøåíèþ â 1953 ã. Ë. Øåïëè [2] áûëî ïðåäëîæåíî ðåøåíèå,
ñîñòîÿùåå âñåãî èç îäíîãî äåëåæà, â îñíîâå íàõîæäåíèÿ êîòîðîãî òàêæå ëåæèò
õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ � ( )Pk . Îäíàêî ýòî ðåøåíèå («âåêòîð» Øåïëè) íå
óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè â òîì ñìûñëå, ÷òî íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé
ìåðå îäèí èãðîê, êîòîðîãî íå óäîâëåòâîðèò äåëåæ, îïðåäåëÿåìûé «âåêòîðîì»
Øåïëè, â òîì îòíîøåíèè, ÷òî îí ñìîæåò âûèãðàòü âíå ðàìîê êîîïåðàöèè áîëü-
øå, ÷åì îáåñïå÷èâàåò åìó äåëåæ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåøåíèåì Øåïëè. È ýòîò èã-
ðîê (èëè íåñêîëüêî èãðîêîâ) íå ñîãëàñèòñÿ íà ñîçäàíèå êîîïåðàöèè, ïåðåâåäÿ
èãðó â ñîñòîÿíèå óñòîé÷èâîãî èãðîâîãî ðàâíîâåñèÿ, â êîòîðîì åãî âûèãðûø
ïðåâîñõîäèò åãî äîëþ â êîîïåðàöèè, îïðåäåëÿåìóþ «âåêòîðîì» Øåïëè.

Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì âñåõ ñòðîèâøèõñÿ òåîðèé êîîïåðàòèâíûõ èãð, â òîì
÷èñëå è ðàííèõ òåîðèé àâòîðà [3, 4], ÿâëÿåòñÿ èõ îïîðà íà ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîé ôóíêöèè (1). Â [4] ïîêàçàíî, ÷òî äàæå èñïîëüçîâàíèå íåêîòîðîé «óëó÷øåí-
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íîé» õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè è çàìåíà íåóäîâëåòâîðèòåëüíîé àêñèîìû äîìè-
íèðîâàíèÿ ãîðàçäî áîëåå ýôôåêòèâíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷àåìûõ äå-
ëåæåé àêñèîìîé íå ïîçâîëèëî âñå æå ñóùåñòâåííî ïðèáëèçèòüñÿ ê ïîíÿòèþ
èäåàëüíîãî ðåøåíèÿ êîîïåðàòèâíûõ èãð. Âåðîÿòíî, ïîñòðîèòü óäîâëåòâîðèòåëüíóþ
òåîðèþ êîîïåðàòèâíûõ èãð (äà è íå òîëüêî êîîïåðàòèâíûõ, íî è ëþáûõ èãðîâûõ
çàäà÷) íåâîçìîæíî, íå ðàñïîëàãàÿ ïðåäâàðèòåëüíî óäîâëåòâîðèòåëüíîé òåîðèåé
èãðîâûõ ðàâíîâåñèé.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîäîáíàÿ òåîðèÿ ñîçäàíà è ïðåäñòàâëåíà â [5]. Äàí-
íàÿ îáùàÿ òåîðèÿ èñïîëüçóåò â êà÷åñòâå îòäåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ âñå öåííîå,
÷òî áûëî ïîëó÷åíî â êëàññè÷åñêîé òåîðèè èãð, à èìåííî, ïîíÿòèÿ ñåäëîâîé òî÷-
êè [6], ðàâíîâåñèÿ ïî Ðîóñó–Íýøó [7, 8] è «óðåçàííîå» ðàâíîâåñèå Ý.Ì. Âàé-
ñáîðäà [9]. Ïðè ïîñòðîåíèè îáùåé òåîðèè ðàâíîâåñèé íåîáõîäèìî áûëî ñíà÷àëà
íàéòè òàêîå èñõîäíîå, íàèáîëåå ñëàáîå ïîíÿòèå ðàâíîâåñèÿ, êîòîðîå ñóùåñòâóåò
â ëþáûõ êîíôëèêòíûõ çàäà÷àõ íåçàâèñèìî îò êëàññà èñïîëüçóåìûõ â íèõ ïëà-
òåæíûõ ôóíêöèîíàëîâ è ñòðàòåãèé. Òàêîå ðàâíîâåñèå (A-ðàâíîâåñèå [5]) àâòîðó
óäàëîñü íàéòè. Ïîñëåäîâàòåëüíîå åãî óñèëåíèå ïðèâåëî ê èåðàðõè÷åñêîé öåïè
áàçîâûõ âçàèìîñâÿçàííûõ ðàâíîâåñèé A B C D� � � è äðóãèõ èõ åñòåñòâåííûõ
óñèëåíèé è îñëàáëåíèé.

Ïîñêîëüêó A-ðàâíîâåñèå íèêîãäà íå ïóñòî, òî îòïàëà íåîáõîäèìîñòü äîêà-
çûâàòü òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ âñåõ áîëåå ñèëüíûõ ïîíÿòèé ðàâíîâåñèÿ, îñî-
áåííî åñëè ó÷åñòü òîò ôàêò, ÷òî âñåãî ëèøü èòåðàöèîííîå ñóæåíèå (óñèëåíèå)
A-ðàâíîâåñèÿ [5] (ñì. íèæå òåîðåìó 3) ïðèâîäèò ê âåñüìà óçêîìó è â òî æå âðåìÿ
íèêîãäà íå ïóñòîìó ìíîæåñòâó îòíîñèòåëüíî «ñèëüíûõ» ðàâíîâåñèé, âñåãäà ñî-
äåðæàùåìó â ñåáå âñå âîçìîæíûå íàèñèëüíåéøèå ðàâíîâåñèÿ (êàê óæå
èçâåñòíûå, òàê è åùå íå íàéäåííûå).

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÑÏÐÀÂÅÄËÈÂÎÃÎ ÄÅËÅÆÀ

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñïðàâåäëèâîãî äåëåæà â êîîïåðàòèâíîé èãðå íà îñíîâå òåî-

ðèè êîíôëèêòíûõ ðàâíîâåñèé ïîòðåáóåòñÿ òàêæå ïîíÿòèå îïòèìàëüíîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè êîàëèöèé [3–5], îñíîâàííîå íà ôóíêöèè
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ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ôóíêöèÿ � íå îçíà÷àåò, ÷òî ïðèðîñò äîõîäîâ

�v P
k

( )� èãðîêîâ, îáúåäèíèâøèõñÿ â êîàëèöèþ P
k
� , ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó íèìè

ïîðîâíó. Îíà ïîêàçûâàåò òîëüêî, ÷òî åñëè âåëè÷èíà � �( )P
k

â êîàëèöèè P
k
� áîëü-

øå, ÷åì âåëè÷èíà � �
( )Pi

â êîàëèöèè Pi
�

, òî ïðè ëþáîé ñèñòåìå ðàñïðåäåëåíèÿ,

óñòðàèâàþùåé èãðîêîâ â îáåèõ êîàëèöèÿõ, âñå èãðîêè êîàëèöèè P
k
� èìåþò âîç-

ìîæíîñòü ïîëó÷èòü áîëüøóþ ïðèáàâêó ê èõ ëè÷íîìó ãàðàíòèðîâàííîìó äîõîäó

v j( ), ÷åì èãðîêè èç êîàëèöèè Pi
�

.

Íåïåðåñåêàþùèåñÿ êîàëèöèè P P Pi j k
1 2 3, , , . . . èç ìíîæåñòâà âñåõ âîçìîæíûõ

êîàëèöèé R N( ) íàçîâåì îïòèìàëüíûìè [5, ñ. 166], åñëè îíè óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì

� � � �
�

�1 1 1 1 1� � � � �
�

�
( ) ( ) max ( ),

( )
P P P P Pi

P R N
i ;

� � � �
�

�2 2 2� � �
� �

�
( ) ( ) max ( )

( )
P P Pj

P R N i
,

P P P Pi j
� � �� ��1 2 2, ; . . . , (2)
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ãäå, íàïðèìåð, Pi
1 — íàèáîëüøàÿ êîàëèöèÿ (ñ ÷èñëîì ó÷àñòíèêîâ i) íà ìíî-

æåñòâå êîàëèöèé P1 ñ îäèíàêîâûì ñðåäíèì ïðèðîñòîì äîõîäîâ �1.

Î÷åâèäíî, � � �1 2 3� � � . . . , à çíà÷èò, íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïòèìàëüíûõ

êîàëèöèé èãðîêè èç «ãëàâíîé âûèãðûâàþùåé êîàëèöèè» Pi
1, ò.å. òîé, ñðåäíèé äî-

õîä ÷ëåíîâ êîòîðîé ìàêñèìàëåí (è îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé �1), íå çàèíòåðåñîâà-
íû ïðèíÿòü â ñâîé ñîñòàâ íè îäíîãî èç îñòàâøèõñÿ ( )N i� èãðîêîâ, à èãðîêè èç

âòîðîé îïòèìàëüíîé êîàëèöèè Pj
2 (îïðåäåëÿåìîé ôóíêöèåé �2) íà òîì æå îñíî-

âàíèè íå ïðèìóò â ñâîé ñîñòàâ èãðîêîâ, íå âîøåäøèõ â ïåðâóþ è âòîðóþ
îïòèìàëüíûå êîàëèöèè, è ò.ä.

Òåîðåìà 1 [5, ñ. 166]. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïòèìàëüíûõ êîàëèöèé

P P P1 2 3, , , . . . ìîæåò áûòü íååäèíñòâåííîé òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè õîòÿ áû

îäíî èç çíà÷åíèé � s â ðàâåíñòâàõ (2) äîñòèãàåòñÿ íå ìåíåå ÷åì íà äâóõ îïòè-
ìàëüíûõ êîàëèöèÿõ, èìåþùèõ íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïòèìàëüíûõ êîàëèöèé P P P P1 2 3, , , . . . , � ââîäèò ñëå-

äóþùèå åñòåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ñïðàâåäëèâûé äåëåæ êîîïåðàòèâíîãî
äîõîäà:

s P

s

s P

s

s P

sx P x P x P

� � �
	 	 	
 
 


1 2

1 2� � �
�

�( ), ( ), . . . , ( ). (3)

Â [5] òåîðèÿ êîîïåðàòèâíûõ èãð íå áûëà äîâåäåíà äî ñîñòîÿíèÿ, ïîçâîëÿþ-
ùåãî íàõîäèòü â ëþáîé èãðå åäèíñòâåííûé ñïðàâåäëèâûé äåëåæ. Ýòîò ïðîáåë â
òåîðèè çàêðûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.Ïóñòü J q PP NN
( ) ( )0 � � — ìàêñèìàëüíûé äîõîä êîîïåðàöèè èç

N èãðîêîâ, à q* — åäèíñòâåííîå (íàèñèëüíåéøåå) ðàâíîâåñèå. Òîãäà ñïðàâåäëè-

âûé äåëåæ x x v PN N1 � � �. . . ( ) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè ñ ó÷åòîì
íåðàâåíñòâ (3):

x P J q i Ni i N i PN
� � �� �

�
� ( ) ( ), ,0 1 ,

(4)

�i
i

k

N

i

J q

J q

i N�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
	

( )

( )

, ,
*

*

1

1 ,

èëè (÷òî òî æå ñàìîå) — ðàâåíñòâàìè

x J q J q J q i Ni i i P

i

N

iN
� � �

�

�

�
�

�

�

�
�

�
�
	( ) ( ) ( ) , ,* *� 0

1

1 . (4a)

Ïðè÷åì åñëè êîîïåðàòèâíûé äîõîä äîñòèãàåòñÿ â ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè q*,

ò.å. åñëè � ( ) ( )*P J qN PN
� , òî êîîïåðàòèâíàÿ èãðà (êàê ñëåäóåò èç ôîðìó-

ëû (4)) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (ñïðàâåäëèâûé äåëåæ), çàäàâàåìîå, â ñëó-

÷àå íåäîñòèæåíèÿ îãðàíè÷åíèé (3), ðàâåíñòâàìè x J qi i� ( )* , îïðåäåëÿþùèìè

íåïîñðåäñòâåííî âûèãðûøè èãðîêîâ â ýòîé ñèòóàöèè. Åñëè æå äåëåæ (4) íå

óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì (3), òî èùåòñÿ ñîâìåñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3),

(4). Åñëè â çàäà÷å íå îäíî, à ìíîæåñòâî Q* ðàâíîâåñèé, òî ïîëíîå ìíîæåñòâî

ïðåòåíäóþùèõ íà ðåøåíèå äåëåæåé â êîîïåðàòèâíîé èãðå ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòà-

íîâêîé â ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû âñåõ ñèòóàöèé q Q* *� , ïðè÷åì óñòðàè-
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âàþùèé âñåõ ó÷àñòíèêîâ åäèíñòâåííûé ñïðàâåäëèâûé äåëåæ â èãðå âñåãäà ìî-

æåò áûòü ïîëó÷åí ñ ó÷åòîì ðàíæèðîâàíèÿ ñèëû ðàâíîâåñèé. Â ÷àñòíîñòè, â

ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ â èãðå m ïî÷òè ýêâèâàëåíòíûõ íàèñèëüíåéøèõ ðàâíîâå-

ñèé ( , . . . , )* *q qm1 ñïðàâåäëèâûé äåëåæ êîîïåðàòèâíîãî äîõîäà íàõîäèòñÿ èç

ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (3) è ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

x
J q J q

J q J q

Ji
i i

m

k

N

k k
m

P�
� �

� �
�
	

( ) . . . ( )

( ( ) . . . ( ))

* *

* *

1

1

1
N

q( )0 .
(5)

Çàìåòèì, ÷òî íååäèíñòâåííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïòèìàëüíûõ êîàëèöèé
â (3) ôîðìàëüíî ïîðîæäàåò è íååäèíñòâåííîñòü äåëåæà. Îäíàêî ýòà íååäèíñòâåí-
íîñòü âñåãäà ðàçðåøèìà. Ðàçðåøèìîñòü ïîäîáíîé ôîðìàëüíîé íååäèíñòâåííîñòè
äåìîíñòðèðóåòñÿ äàëåå íà ïðèìåðå 2, ïðè ðåøåíèè êîòîðîãî èñïîëüçóþòñÿ
ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñèé; èõ ìîæíî íàéòè â [5, 10, 11].

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå âûõîäà èç êîîïåðàöèè ñâîþ ñïðà-
âåäëèâóþ äîëþ îò êîîïåðàòèâíîãî äîõîäà íå â ñîñòîÿíèè óëó÷øèòü íè îäèí èç
ó÷àñòíèêîâ, ò.å. äåëåæè (4) è (5) îáåñïå÷èâàþò óñòîé÷èâîå ðåøåíèå êîîïåðàòèâ-
íîé èãðû ïðè óäîâëåòâîðåíèè îãðàíè÷åíèé (3) äàæå â ñëó÷àå íååäèíñòâåííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïòèìàëüíûõ êîàëèöèé.

Åñëè â èãðå òîëüêî îäíà ñèòóàöèÿ ñèëüíîãî ðàâíîâåñèÿ, â êîòîðîé äîñòèãà-
åòñÿ è ñèòóàöèÿ êîîïåðàòèâíîãî âûèãðûøà, íàïðèìåð, â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà â êî-
îïåðàòèâíîé ñèòóàöèè âûèãðûøè âñåõ ó÷àñòíèêîâ íå î÷åíü ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ
ïî âåëè÷èíå), òî ñïðàâåäëèâûé (ò.å. óñòîé÷èâûé è íå èìåþùèé èíûõ àëüòåðíà-
òèâ) äåëåæ (4) îáåñïå÷èâàþò ñàìè âûèãðûøè èãðîêîâ â ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè,
åñëè îãðàíè÷åíèÿ (3) íå äîñòèãàþòñÿ. Ïîñêîëüêó íåçàâèñèìî îò òîãî, êîîïåðèðó-
þòñÿ ó÷àñòíèêè èëè íåò, îíè ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷àþò ñâîé âûèãðûø â ðàâíî-
âåñíîé ñèòóàöèè. Äëÿ ñðàâíåíèÿ çàìåòèì, ÷òî â êîîïåðàòèâíîé òåîðèè Íåéìà-
íà–Ìîðãåíøòåðíà åñòåñòâåííûé ñïðàâåäëèâûé ðàâíîâåñíûé âûèãðûø (äåëåæ)
íèêîãäà íå ìîã áû áûòü íàéäåí âñëåäñòâèå êîíòèíóóìèàëüíîãî ìíîæåñòâà äåëå-
æåé â ýòîé òåîðèè, ïðåòåíäóþùèõ íà ïðàâî íàçûâàòüñÿ ñïðàâåäëèâûìè, è îòñó-
òñòâèÿ êðèòåðèÿ îòáîðà íà ýòîì ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíî åäèíñòâåííîãî ñïðà-
âåäëèâîãî (óñòîé÷èâîãî ïî îòíîøåíèþ ê âîçìîæíûì åãî ïåðåäåëàì) äåëåæà. ×òî
êàñàåòñÿ «ñïðàâåäëèâîãî» äåëåæà ïî Øåïëè, òî, êàê ïðàâèëî, îí íå ñîâïàäàåò ñ
óêàçàííûì íàèñèëüíåéøèì ðàâíîâåñèåì, à ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷è-
âûì ê âîçìîæíûì åãî ïåðåäåëàì, â ñâÿçè ñ ÷åì íå ìîæåò íàçûâàòüñÿ ñïðàâåäëè-
âûì. Åñëè äåëåæ (4) íàðóøàåò îãðàíè÷åíèÿ (3), íî ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îïòèìàëüíûõ êîàëèöèé â (3) åäèíñòâåííà, òî óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà (3) è (4)
ðåøàþòñÿ ñîâìåñòíî è ïðèâîäÿò ê ñêîððåêòèðîâàííîìó (çà ñ÷åò íåðàâåíñòâ (3))
äåëåæó. Â ñëó÷àå áîëåå îäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïòèìàëüíûõ êîàëèöèé â (3)
ôîðìàëüíî îáðàçóåòñÿ è ñòîëüêî æå âîçìîæíûõ äåëåæåé, èç êîòîðûõ, îäíàêî,
âñåãäà ìîæåò áûòü íàéäåí åäèíñòâåííûé.

Åñëè ñèòóàöèÿ åäèíñòâåííîãî íàèñèëüíåéøåãî ðàâíîâåñèÿ íå ñîâïàäàåò ñ
ñèòóàöèåé êîîïåðàòèâíîãî äîõîäà, òî ëþáîìó èç ó÷àñòíèêîâ íåâûãîäíî îòêàçû-
âàòüñÿ îò äåëåæà, îïðåäåëÿåìîãî ôîðìóëàìè (3), (4), ïîñêîëüêó îòêàç îò êîîïåðà-
öèè îçíà÷àåò â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïåðåõîä èãðû â ðàâíîâåñíóþ ñèòóàöèþ, â êîòîðîé
âñå ó÷àñòíèêè ïîëó÷àþò ìåíüøå, ÷åì ñîãëàñíî ñïðàâåäëèâîìó äåëåæó. Îòíîñè-
òåëüíûé âûèãðûø êàæäîãî ó÷àñòíèêà â ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè, â êîòîðîé èãðà
íåèçáåæíî îêàçûâàåòñÿ ïðè îòêàçå îò êîîïåðàöèè, ñëóæèò îñíîâîé ðàçóìíîãî
(ñïðàâåäëèâîãî) ðàçäåëà, îïðåäåëÿåìîãî ôîðìóëàìè (3) è (4).

Â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ íàèñèëüíåéøèõ ðàâíîâåñèé äåëåæ êîîïåðàòèâíîãî äî-
õîäà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (5) (ñ ó÷åòîì (3)), êîòîðàÿ åñòåñòâåííûì îáðà-
çîì îáîáùàåò ôîðìóëó (4), ó÷èòûâàÿ âûèãðûøè ó÷àñòíèêîâ â ýòèõ ðàâíîâåñèÿõ.
Ïîñêîëüêó äðîáíàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (5) îïðåäåëÿåò óñðåäíåííóþ äîëþ îò ñóììàð-
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íîãî âûèãðûøà i-ãî ó÷àñòíèêà â m íàèñèëüíåéøèõ ðàâíîâåñèÿõ, â ñëó÷àå åãî îò-
êàçà îò äåëåæà (5), (3) îñòàëüíûå èãðîêè èìåþò âîçìîæíîñòü ïåðåâåñòè èãðó â
îäíó èç ñèòóàöèé íàèñèëüíåéøåãî ðàâíîâåñèÿ, â êîòîðîé åãî âûèãðûø ìåíüøå,
÷åì ïîëó÷àåìàÿ èì äîëÿ îò äåëåæà, îïðåäåëÿåìîãî ôîðìóëîé (5) (ñ ó÷åòîì
îãðàíè÷åíèé (3)).

Ïðîäåìîíñòðèðóåì âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 2 äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ñïðàâåäëèâîãî äåëåæà â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ íà ïðèìåðàõ èãð ñ òðåìÿ ó÷àñòíè-
êàìè. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ ïðèìåðîâ òðåáóåòñÿ çíàíèå ðàçëè÷íûõ òèïîâ ðàâíîâåñèé
[5, 10, 11], èç ÷èñëà êîòîðûõ äàëåå ïðèâîäèòñÿ òîëüêî íàèáîëåå îáùåå ïîíÿòèå
A-ðàâíîâåñèÿ è åãî åñòåñòâåííîå óñèëåíèå A�-ðàâíîâåñèå, à òàêæå íîâûå ïîíÿòèÿ
�C

Pk
�- è �DPk

�-ðàâíîâåñèé [11].

Îïðåäåëåíèå 1[5]. Ñèòóàöèþ q q q GP Pk N k

* * *( , )� �
�

íàçîâåì êîàëèöèîííî

APk
-ýêñòðåìàëüíîé äëÿ êîàëèöèè Pk , ñîñòîÿùåé èç k ó÷àñòíèêîâ, åñëè

G q q
P P

N k k
( )*

*

�
� èëè êàæäîìó ñîñòîÿíèþ q G q qP P Pk N k k

�
�

( ) \* * êîàëèöèè Pk ìîæ-

íî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ñîñòîÿíèå � ( )q G qP PN k k�
�

îñòàëüíûõ ó÷àñòíèêîâ N k� , òàê, ÷òîáû

J q q q J qP P P P Pk k N k k k
( , � ) ( )*

�

 � � . ( )6

Ñèòóàöèþ q G* � íàçîâåì A�-ðàâíîâåñèåì [5], åñëè îíà êîàëèöèîííî ýêñòðå-

ìàëüíà äëÿ ëþáîé êîàëèöèè Pk , 1� 
k N , èç âñåãî âîçìîæíîãî ÷èñëà 2 2N � êîà-

ëèöèé, ò.å. åñëè A A
P

P
k

k
� � � , 1 1� � �k N .

Ìíîæåñòâî ñèòóàöèé, îäíîâðåìåííî APk
-ýêñòðåìàëüíûõ äëÿ âñåõ âîçìîæ-

íûõ êîàëèöèé, ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç k ó÷àñòíèêîâ, îáîçíà÷èì �APk
. Çàìåòèì, ÷òî

ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ êîàëèöèé, ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç k ó÷àñòíèêîâ, ðàâíî

÷èñëó ñî÷åòàíèé c
N

N k kN
k �

�

� !

( ) ! !
, à ÷èñëî âñåõ âîçìîæíûõ êîàëèöèé ñ ÷èñëîì

ó÷àñòíèêîâ îò îäíîãî äî N �1âêëþ÷èòåëüíî ðàâíî

k

N

N
k Nc

�

�

	 � �
1

1

2 2. Î÷åâèäíî,

ìíîæåñòâî A� ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàêæå â âèäå A A
k

Pk
� � � �, 1 1� � �k N .

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî A�-ðàâíîâåñèé íåðåäêî îêàçûâàåòñÿ ïóñòûì, â êà÷åñ-
òâå îñíîâû äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàçîâîé öåïè èç ïîñëåäîâàòåëüíî óñèëèâàþùèõñÿ
ðàâíîâåñèé â [5] ïðèíèìàåòñÿ ïîíÿòèå âñåãäà ñóùåñòâóþùåãî A-ðàâíîâåñèÿ,
ïîëó÷àþùåãîñÿ, åñëè â îïðåäåëåíèè 1 ðàññìàòðèâàþòñÿ êîàëèöèè P1 (÷èñëî êî-
òîðûõ ðàâíî N), ñîñòîÿùèå òîëüêî èç îäíîãî ó÷àñòíèêà i (i N�1 2, , . . . , ), â ñâÿçè ñ
÷åì íåðàâåíñòâî (6) ïåðåõîäèò â N íåðàâåíñòâ

J q q J q i Ni i
i

i( , � ) ( ), , , . . . ,*� �1 2 . (7)

Îïðåäåëåíèå 2. Ñèòóàöèÿ q APk

* � � íàçâàíà â [5] �BPk
-ðàâíîâåñèåì, åñëè

ðàâåíñòâî

max ( , ) ( )
( )

* *

*q A q
P P P P

PN k Pk Pk

N k k N k N k
J q q J q

�
� � �� �

� ( )8

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé êîàëèöèè Pk (ñîñòîÿùåé èç k ó÷àñòíè-

êîâ), ÷èñëî êîòîðûõ çàäàåòñÿ ÷èñëîì ñî÷åòàíèé c
N
k , ò.å. «âåêòîðíîå» ðàâå-

íñòâî (8) îïðåäåëÿåò c
N
k ðàâåíñòâ, îòâå÷àþùèõ c

N
k âîçìîæíûì êîàëèöèÿì,

êàæäàÿ èç êîòîðûõ âêëþ÷àåò k ó÷àñòíèêîâ (èç îáùåãî ÷èñëà N ó÷àñòíèêîâ).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî ñèòóàöèé �BPk
çàäàåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ òåõ ìíî-

æåñòâ ñèòóàöèé, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò âñåì c
N
k ðàâåíñòâàì (8).

Îïðåäåëåíèå 3.Ñèòóàöèþ q APk

* � � íàçîâåì � �C Pk
-ðàâíîâåñèåì, åñëè «âåêòîð-

íîå» ðàâåíñòâî
max ( , ) ( )

( )

* *

*q G q
P P P P

PN k Pk

N k k N k N k
J q q J q

�
� � ��

� ( )9

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé êîàëèöèè Pk , ïðåäñòàâëÿÿ ñîáîé ñèñòåìó

èç c
N
k ðàâåíñòâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî � �C Pk

-ðàâíîâåñíûõ ñèòóàöèé çàäàåò-

ñÿ ïåðåñå÷åíèåì c
N
k ðàâåíñòâ (9).

Îïðåäåëåíèå 4. Ñèòóàöèþ q C Pk

*
�� � íàçîâåì � �DPk

-ðàâíîâåñèåì, åñëè îíà

óäîâëåòâîðÿåò «âåêòîðíîìó» ðàâåíñòâó

max ( ) ( )
�

*

q C
P P

Pk

k k
J q J q

� �
� , (10)

ïðåäñòàâëÿþùåìó ñîáîé ñèñòåìó èç c
N
k ðàâåíñòâ.

Çà ñ÷åò îïðåäåëåíèé 3 è 4 áàçîâàÿ ñèñòåìà ðàâíîâåñèé [5] ìîæåò áûòü ðàñ-
øèðåíà, åñëè åå äîïîëíèòü ñëåäóþùèìè äâóìÿ ðàâíîâåñèÿìè, ïîëó÷àþùèìèñÿ
èç ýòèõ äâóõ îïðåäåëåíèé, åñëè â íèõ èñïîëüçîâàòü òîëüêî êîàëèöèè P1,
ñîñòîÿùèå èç îäíîãî ó÷àñòíèêà.

Îïðåäåëåíèå 5. Ñèòóàöèþ q A* � íàçîâåì �C �-ðàâíîâåñèåì, åñëè îíà óäîâ-

ëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

max ( , ) ( ), , , . . . ,
( )

* *

q G q

i
i

i i

i
i

J q q J q i N
�

� �1 2 . (11)

Îïðåäåëåíèå 6.Ñèòóàöèþ q C*
�� � íàçîâåì �D �-ðàâíîâåñèåì, åñëè

max ( ) ( ), , , . . . ,
�

*

q C
i i

i

J q J q i N
� � �

� �1 2 . (12)

Äëÿ çàäà÷ ñ òðåìÿ è áîëåå ó÷àñòíèêàìè ñ ó÷åòîì ïîñëåäíèõ íîâûõ ïîíÿòèé

ðàâíîâåñèÿ ( �C � è �D �) èòåðàöèîííàÿ ñòðóêòóðà òîëüêî èç îñíîâíûõ áàçîâûõ ïîíÿ-

òèé ðàâíîâåñèÿ (äîïóñêàþùèõ êîàëèöèîííîå è íåñèììåòðè÷íîå ðàñøèðåíèå [5])
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 3 [11]. Â ëþáîé êîíôëèêòíîé çàäà÷å âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå ñâÿçè ìåæäó áàçîâûìè ðàâíîâåñèÿìè è èõ èòåðàöèÿìè:

G C�
� �

D C

D

� �

�
�

�
�

� �

��

� � � �

�

�

�
�

B

D

D C

;

; � �

� ��B A � C 0

� �

D C

D

1 1

1

� �

�

�

�
�

� �

� �

� � � �

�

�

�
�
�

B

D

D C

1

1

1 1

;

; � �

� � �B 1 A1� C 1

. . . . . . . . . . . .

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2009, ¹ 6 137



Áëàãîäàðÿ äàííîé òåîðåìå ïîèñê íàèñèëüíåéøåãî ðàâíîâåñèÿ â çàäà÷àõ ñ
ëþáûì ÷èñëîì ó÷àñòíèêîâ óïðîùàåòñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî íà êàæäîé ñëåäóþùåé

èòåðàöèè ñëàáåéøèå èç ðàâíîâåñèé (òèïà A k ) óñèëèâàþòñÿ (ìíîæåñòâà A k ñóæà-
þòñÿ), à îñòàëüíûå, áîëåå ñèëüíûå, òèïû ðàâíîâåñèé ïî÷òè âñåãäà îñëàáëÿþòñÿ
(ìíîæåñòâî ýòèõ ðàâíîâåñèé ðàñøèðÿåòñÿ), âñëåäñòâèå ÷åãî â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ
íåêîòîðîãî ðàâíîâåñèÿ íà k-é èòåðàöèè îíî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íà ñëåäóþùåé
èòåðàöèè.

Â çàäà÷àõ ñ äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè èåðàðõè÷åñêèå è êîëüöåâûå ñâÿçè ìåæäó
ðàâíîâåñèÿìè áîãà÷å, ÷åì â çàäà÷àõ ñ òðåìÿ è áîëåå ó÷àñòíèêàìè [5], ïðè÷åì

îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå áàçîâûå ðàâíîâåñèÿ, óñèëèâàþùèå íà k-é èòåðàöèè A k -ðàâ-
íîâåñèå (ïðè ëþáîì k), ñîäåðæàòñÿ âî ìíî-

æåñòâå A , çà ñ÷åò ÷åãî óïðîùàåòñÿ ïîèñê
íàèñèëüíåéøåãî ðàâíîâåñèÿ.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì èãðó ñ òðåìÿ ó÷àñ-
òíèêàìè, êàæäûé èç êîòîðûõ ðàñïîëàãàåò âñåãî
äâóìÿ ñòðàòåãèÿìè. Ïóñòü J J J J� ( , , )1 2 3 —
ïëàòåæíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ â ýòîé èãðå.
Ïîñêîëüêó ñòðàòåãèÿ q ti ( ) i-ãî ó÷àñòíèêà
ïðèíèìàåò âñåãî äâà çíà÷åíèÿ, êàæäàÿ
ôóíêöèÿ J i ïðèíèìàåò âñåãî âîñåìü çíà÷å-
íèé, êîòîðûå ïðè ðàñ÷åòå ðàâíîâåñèé öåëå-
ñîîáðàçíî èçîáðàçèòü â òðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ( , , )q q q1 2 3 , íàïðèìåð â âèäå ïà-
ðàëëåëîãðàììà (ðèñ. 1) ñ âåðøèíàìè

E F H, , , K L M N P, , , , , â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé J q q qi ( , , )1 2 3 ñëåäóþùèå:

J E( ) ( , , )� 3 4 9 , J F( ) ( , , )� 0 9 4 , J H( ) ( , , )� 3 4 8 , J K( ) ( , , )� 2 4 8 ,

J L( ) ( , , )� 3 2 5 , J M( ) ( , , )� 7 7 5 , J N( ) ( , , )� 9 3 7 , J P( ) ( , , )� 8 3 4 .

Èñõîäÿ èç ðèñ. 1, íàéäåì â ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷å ñíà÷àëà âñå áàçîâûå
ðàâíîâåñèÿ:

A E H K L M N P A E F H K M N P1 2� �( , , , , , , ), ( , , , , , , ),

A E F H K L M N P A F H K M N P3 � �( , , , , , , , ), ( , , , , , ),

� � � � � � � ��B E H K B M N P B E H M B1 2 3( , , ), ( , , ), ( , , ), ,

A F M N P A E M N P12 13� �( , , , ), ( , , , ),

A E F H K M A M A A A M
P P23

2 2

� � � � � � � �( , , , , ), ( ), ( ) ,

B M N P B E M N P B E H K M12 13 23� � �( , , ), ( , , , ), ( , , , ) ,

B B M B B B BP P P P2 2 2 2
� � � � � � � � ��( ), .

Ïîëó÷åííûå áàçîâûå ðàâíîâåñèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäâàðèòåëüíîìó âûâîäó, ÷òî â

êà÷åñòâå îäíîãî èç âîçìîæíûõ êàíäèäàòîâ íà ðîëü íàèñèëüíåéøåãî ðàâíîâå-

ñèÿ âûñòóïàåò ñèòóàöèÿ ( )M . Íàéäåì áàçîâûå ðàâíîâåñèÿ íà 1-é èòåðàöèè, ò.å.

ðàâíîâåñèÿ â èãðå, ðàññìàòðèâàåìîé òîëüêî íà ìíîæåñòâå ñèòóàöèé A, êîòî-

ðûå ïîçâîëÿò êàê óòî÷íèòü «ñèëó» ðàâíîâåñèÿ ( )M , òàê è âûÿâèòü íîâûå ðàâ-

íîâåñèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñ÷åòû èãðû íà ìíîæåñòâå A ïðèâîäÿò ê

ñëåäóþùèì ðàâíîâåñèÿì:

A A E H K M N P A E H K M A
1
1

2
1

3
1 1� � � �( , , , , , ), ( , , , ) ,

A E H M A E M N P A E H K M
12
1

13
1

23
1� � �( , , ), ( , , , ), ( , , , ),
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� � � � � � �A E M A A A E M
P P2 2

1 1 1 1( , ), ( , ),

� � � � � � � �B E H K B E M B E H M B E
1

1

2

1

3

1 1( , , ), ( , ), ( , , ), ( ) ,

� � � � � � � �B B B E H K M B
P12

1

13

1

23

1 1

2

( , , , ) ,

B B E C E H K C M C E H M
P

� � � � � � � � � �1 1
1
1

2
1

3
1

2

( ), � ( , , ), � ( ), � ( , , ) ,

�C � ��1 .

Èòàê, ñ îäíîé ñòîðîíû, A E M� �1 ( , ), â òî âðåìÿ êàê ðàíåå áûëî íàéäåíî, ÷òî

A M� � ( ). Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî íà 1-é èòåðàöèè ìíîæåñòâî ðàâíîâåñèé òèïà
A� ðàñøèðèëîñü è âêëþ÷èëî â ñåáÿ íå òîëüêî ñèòóàöèþ ( )M , íî åùå è ñèòóàöèþ
( )E . Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ñèòóàöèé A� â äàííîé çàäà÷å ñèëüíåå ìíîæåñòâà

ñèòóàöèé A�1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèòóàöèÿ ( )E , ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê A�-ðàâíîâåñíàÿ

ñèòóàöèÿ, íåìíîãî ñëàáåå ñèòóàöèè ( )M . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà ìíîæåñòâå

A�1-ðàâíîâåñíûõ ñèòóàöèé ( , )E M ñèòóàöèÿ ( )E îêàçàëàñü B BP� � �1 1

2
-ðàâíîâåñ-

íîé, â òî âðåìÿ êàê ñèòóàöèÿ ( )M òàêîâîé íå ÿâëÿåòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñèòóàöèè ( )E è ( )M ïî÷òè ýêâèâàëåíòíû.

Â èãðå èìååòñÿ äâà ïðàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ íàèñèëüíåéøèõ ðàâíîâå-
ñèÿ — ( )E è ( )M . Äåëåæ êîîïåðàòèâíîãî äîõîäà â ðàçìåðå 19 (íåçàâèñèìî îò
òîãî, â êàêîé èç ñèòóàöèé, ( )M èëè ( )N , èãðîêè åãî ïîëó÷àþò) îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ
ó÷åòîì òîëüêî âûèãðûøåé ó÷àñòíèêîâ â ðàâíîâåñíûõ ñèòóàöèÿõ ( )E è ( )M . Â
ñëó÷àå íåñîãëàñèÿ êîãî-ëèáî èç ó÷àñòíèêîâ ñ òàêèì äåëåæîì èãðà ìîæåò áûòü
ïåðåâåäåíà â îäíó èç ðàâíîâåñíûõ ñèòóàöèé, ïðè÷åì â òó, â êîòîðîé âûèãðûø
íåñîãëàñíîãî ñ äåëåæîì èãðîêà îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå åãî äîëè ïðè ñïðàâåäëèâîì
äåëåæå.Ïðåæäå ÷åì èñêàòü ñïðàâåäëèâûé äåëåæ, íàéäåì ïðåäâàðèòåëüíî õàðàê-
òåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ èãðû è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïòèìàëüíûõ êîàëèöèé,
êîòîðàÿ ïðåäúÿâëÿåò ê äåëåæó íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ:

v v v v v v( ) , ( ) , ( ) , ( , ) , ( , ) , ( , )1 2 2 3 3 4 1 2 9 1 3 12 2 3 12� � � � � � ,

� � �( , ) , ( , ) , ( , ) /1 2 2 1 3 3 2 3 5 2� � � .

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå � � 3 äîñòèãàåòñÿ òîëüêî äëÿ îäíîé êîàëèöèè

( , )1 3 1� P (ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîé èãðå èìååòñÿ âñåãî îäíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

îïòèìàëüíûõ êîàëèöèé). Ïîñêîëüêó èãðîêîâ âñåãî òðè, ðîëü âòîðîé îïòèìàëüíîé

êîàëèöèè P 2 âûïîëíÿåò èãðîê 2. Îïòèìàëüíàÿ êîàëèöèÿ P 1 1 3� ( , ) ãàðàíòèðóåò

ñåáå âûèãðûø â ðàçìåðå 12, à îïòèìàëüíàÿ êîàëèöèÿ P 2 2� ( ) — â ðàçìåðå 3, ñëå-

äîâàòåëüíî, äåëåæ êîîïåðàòèâíîé èãðû äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü îãðàíè÷åíèÿì
x x1 3 1 3 12� 
 �� ( , ) , x2 3
 .

Ïîñêîëüêó â ýòîé èãðå äâà ðàâíîöåííûõ ðàâíîâåñèÿ — ( )E è ( )M , ïðèìåíÿÿ
ôîðìóëó (5), ïîëó÷àåì

x x x1 2 319
3 7

35
5 4 19

4 7

35
6 19

9 5

35
7 6�

�
! �

�
! �

�
!. ; ; . .

Òàêîé äåëåæ óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì (3), íàëàãàåìûì îïòèìàëüíûìè
êîàëèöèÿìè, è ÿâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâûì. Â ñàìîì äåëå, åñëè â îòñóòñòâèå êîîïåðà-
öèè â èãðå ðåàëèçóåòñÿ óñòîé÷èâàÿ ñèòóàöèÿ ( )E , òî 1-é èãðîê ïîëó÷àåò âûèãðûø
âñåãî ëèøü 3 âìåñòî åãî êîîïåðàòèâíîé äîëè 5,4, à 2-é ïîëó÷àåò 4 âìåñòî åãî
äîëè 6. Åñëè 3-é èãðîê íå ñîãëàñåí ñî ñâîåé äîëåé 7,6, òî 1-é è 2-é èãðîêè âïîëíå
ìîãóò ïåðåâåñòè èãðó â óñòîé÷èâóþ ñèòóàöèþ ( )M , â êîòîðîé âûèãðûø 3-ãî
îêàæåòñÿ âñåãî ëèøü 5.
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Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ (3), ïðåäúÿâëÿå-
ìûå îïòèìàëüíûìè êîàëèöèÿìè, äîâîëüíî ðåäêî
îêàçûâàþò âëèÿíèå íà ôîðìóëû (4) è (5). Ñëåäó-
þùèé ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò âîçìîæíîñòü ïî-
äîáíîãî âëèÿíèÿ.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì èãðó ñ òðåìÿ ó÷àñòíè-
êàìè, â êîòîðîé ïëàòåæíûå ôóíêöèè èãðîêîâ ïðè-
íèìàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: J E( ) ( , , )� 5 6 5 ,
J F( ) ( , , )� 3 5 6 , J H( ) ( , , )� 2 8 3 , J K( ) ( , , )� 4 7 5 ,
J L( ) ( , , )� 7 1 6 , J M( ) ( , , )� 8 4 5 , J N( ) ( , , )� 4 3 4 ,
J P( ) ( , , )� 6 2 6 . Âñå âîñåìü âîçìîæíûõ ñèòóàöèé
è çíà÷åíèÿ ïëàòåæíûõ ôóíêöèé â íèõ èçîáðàæå-
íû íà ðèñ. 2 â ñèñòåìå êîîðäèíàò ( , , )q q q1 2 3 , ãäå
qi — ñòðàòåãèÿ i-ãî èãðîêà, ïðèíèìàþùàÿ âñåãî
äâà çíà÷åíèÿ. Íàéäåì íàèñèëüíåéøèå ðàâíîâåñèÿ è ðåøåíèå êîîïåðàòèâíîé èãðû.

Áàçîâàÿ ñèñòåìà ðàâíîâåñèé [5, 10, 11] ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòàì:

A E F K L M N P A E F H K M N P1 2� �( , , , , , , ), ( , , , , , , ),

A E F K L M N P A E F K M N P3 � �( , , , , , , ), ( , , , , , ),

A E F H K L M P A L MP P12 13
� �( , , , , , , ), ( , ),

A E F H K A AP P23 2
� �� � ��( , , , ), , ,

B E F K B E M B E K M B E1 2 3� � � �( , , ), ( , ), ( , , ), ( ),

D D D D E D D E K M1 1 2 1 3 3� � � � � � � � �( ), ( , , ),

D D E D D En n� � � � � �( ), ( ).

Ñèòóàöèÿ ( )E ïðåòåíäóåò íà ðîëü åäèíñòâåííîãî íàèñèëüíåéøåãî ðàâíîâå-
ñèÿ â ýòîé èãðå. Âñå îñòàëüíûå ñèòóàöèè — ñóùåñòâåííî áîëåå ñëàáûå ðàâíîâå-
ñèÿ. Ïåðâàÿ èòåðàöèÿ (ò.å. èãðà íà ìíîæåñòâå A) ïðåäîñòàâëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ
èíôîðìàöèþ îòíîñèòåëüíî ðàâíîâåñèé:

A E M K N P A E F K M N
1
1

2
1� �( , , , , ), ( , , , , ),

A E F K M N P A E K M N
3
1 1� �( , , , , , ), ( , , , ),

A E K M P A E M A E F K A E A
P12

1
13
1

23
1 1

2

� � � � �( , , , ), ( , ), ( , , ), ( ), 1 � ( )E ,

B E K B E M B E K M B E
1
1

2
1

3
1 1� � � �( , ), ( , ), ( , , ), ( ),

( ) ( ), ( )D D E D D E1
1

1
1

2
1

1
1� � � � � � ,

( ) ( , , ), ( ) ( )D D E K M D D E3
1

3
1 1 1� � � � � � ,

C E K C E M C E K M C E
1
1

2
1

3
1 1� � � �( , ), ( , ), ( , , ), ( ),

D E D E D E K M D E
1
1

2
1

3
1 1� � � �( ), ( ), ( , , ), ( ), ( ) ( , , , )C E K M N0 1 � .

Âòîðàÿ èòåðàöèÿ (ò.å. èãðà íà ìíîæåñòâå A1) çàâåðøàåò èññëåäîâàíèå ðàâíîâåñèé:

A A A A A E K M N
1
2

2
2

3
2 2 1� � � � � ( , , , ),

B E K B E M B E K M B E
1
2

2
2

3
2 2� � � �( , ), ( , ), ( , , ), ( ),

A E K M A E M A E K A A E
P12

2
13
2

23
2 2 2

2

� � � � � �( , , ), ( , ), ( , ), ( ).
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Èòàê, E — äåéñòâèòåëüíî íàèñèëüíåéøåå ðàâíîâåñèå, à M K, , N — î÷åíü
ñëàáûå ðàâíîâåñèÿ. Ïîñêîëüêó ðàâíîâåñèå E, ïî ñóùåñòâó, åäèíñòâåííî, äåëåæ
êîîïåðàòèâíîãî äîõîäà J M PP3 3 17( ) ( )� �� îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (4)
ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé (3).

Íàéäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïòèìàëüíûõ êîàëèöèé, ðàññ÷èòàâ ñíà÷àëà
ôóíêöèè � ( )Pi è �:

� � � � � �( ) , ( ) , ( ) , ( , ) , ( , ) , ( , )1 2 2 3 3 4 1 2 9 1 3 12 2 3 12� � � � � � ,

� � �( , ) , ( , ) , ( , ) /1 2 2 1 3 3 2 3 5 2� � � .

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ � äîñòèãàåò îäíîãî è òîãî æå ìàêñèìóìà (ðàâíîãî 3) íà
äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ êîàëèöèÿõ (2,3) è (1,3) (ñì. òåîðåìó 1), îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî â äàííîé çàäà÷å ñóùåñòâóåò äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïòèìàëüíûõ êîàëèöèé:
{(2,3), (1)} è {(1,3), (2)}, ÷òî òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ. Ôîðìóëà (4) ïðèâîäèò ê äå-
ëåæó x1 5 16 17 5 3� !( / ) , , x2 6 16 17 6 4� !( / ) , , x3 5 16 17 5 3� !( / ) , , íå íàðóøàþ-
ùåìó îãðàíè÷åíèé (3) äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ, òàê êàê òîãäà
x x2 3 11 7 2 3 11� � � �, ( , )� è x1 5 3 1 3� � �, ( )� . Îäíàêî âî âòîðîì ñëó÷àå îãðàíè-
÷åíèÿ (3) íàðóøàþòñÿ, ïîñêîëüêó x x1 3 5 3 5 3 10 6 13� � � � 
, , , . Òîëüêî îäèí äå-
ëåæ x1 6 5� , , x2 4� , x3 6 5� , óäîâëåòâîðÿåò ôîðìóëàì (3) è (4) ïðè âûïîëíåíèè
îáÿçàòåëüíîãî óñëîâèÿ, ÷òî 1-é è 3-é èãðîêè, ñîãëàñíî ôîðìóëå (4), äîëæíû
ïîëó÷èòü ïîðîâíó. Ïîýòîìó òîëüêî ýòîò ïîñëåäíèé äåëåæ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííî
ñïðàâåäëèâûì.
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