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Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âîçðîñ èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ ìîäåëåé
êàê íåïðåðûâíîé, òàê è äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè. Ðàçëè÷íûì àñïåêòàì èññëåäî-
âàíèÿ è ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè
ïîñâÿùåíû ðàáîòû [1–9].

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ìíîãîêðèòåðèàëüíóþ çàäà÷ó ñ ëèíåéíûìè êðèòåðèÿìè

c x k qk ( ), , , ,� 1 2 � , (1)

è ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ ðåøåíèé X R n� . Ïóñòü X V — ìíîæåñòâî äîïóñòè-
ìûõ ðåøåíèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ìíîæåñòâà X .

Åñëè âûáîð îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ìíîãèì êðèòåðèÿì, òî âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêàÿ
äîïóñòèìàÿ àëüòåðíàòèâà ìîæåò áûòü ðåçóëüòàòîì ýòîãî âûáîðà. Åå îïðåäåëåíèå
áàçèðóåòñÿ íà ñðàâíåíèè àëüòåðíàòèâ ìåæäó ñîáîé. Íà îñíîâàíèè ýòîãî ñðàâíåíèÿ
ââîäèòñÿ åäèíñòâåííîå óïîðÿäî÷åíèå íà ìíîæåñòâå ðàññìàòðèâàåìûõ àëüòåðíàòèâ.
Êðèòåðèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ òàêîå óïîðÿäî÷åíèå, íàçûâàþò
ñâåðòêîé êðèòåðèåâ [1]. Îòìåòèì, ÷òî ñâåðòêè êðèòåðèåâ îáû÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïó-
òåì ñðàâíåíèÿ êðèòåðèåâ ìåæäó ñîáîé. Ïðè èõ êîëè÷åñòâåííîì ñðàâíåíèè, ò.å.
ñðàâíåíèè èõ çíà÷åíèé (îöåíîê), ïîëó÷àþòñÿ ñâåðòêè ýòèõ êðèòåðèåâ â îäèí åäèí-
ñòâåííûé ñêàëÿðíûé êðèòåðèé. Íåêîòîðûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ñâåðòîê ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ â [2–4]. Ïðè ñðàâíåíèè êðèòåðèåâ ñîãëàñíî èõ îòíîñèòåëüíîé âàæ-
íîñòè ïðè îöåíêå àëüòåðíàòèâ ïîëó÷àþòñÿ ñâåðòêè ýòèõ êðèòåðèåâ â îäèí åäè-
íñòâåííûé âåêòîðíûé êðèòåðèé ñ âåêòîðíîé ôóíêöèåé îöåíîê.

Åñëè îïòèìàëüíóþ àëüòåðíàòèâó ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè
ìîæíî ïîëó÷èòü êàê îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîêðèòåðèàëüíîé
çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñ öåëåâîé ôóíêöèåé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ñâåðòêîé êðè-
òåðèåâ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è, òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ýòà îïòèìàëüíàÿ àëüòåðíàòè-
âà äîñòèæèìà ïî âçâåøåííîé ñóììå êðèòåðèåâ ðàçíîé âàæíîñòè.

Ñâåðòêà êðèòåðèåâ òàêæå ìîæåò çàäàâàòüñÿ â ñèñòåìå ñâÿçåé ìåæäó êðèòåðèÿ-
ìè, â êîòîðîé âûðàæàåòñÿ ïîä÷èíåííîñòü îäíèõ êðèòåðèåâ äðóãèì. Ðàñïðîñòðàíåí-
íîé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ïîïàðíîãî ïîä÷èíåíèÿ, êîòîðóþ åùå íàçûâàþò ñóáîðäèíàöè-
åé, çàäàííîé íà ìíîæåñòâå êðèòåðèåâ. Ñóáîðäèíàöèÿ äëÿ ëþáûõ äâóõ êðèòåðèåâ
óñòàíàâëèâàåò òî, ÷òî ëèáî îäèí èç íèõ ïîä÷èíåí äðóãîìó, ëèáî îíè âçàèìíî ïîä-
÷èíåíû, èëè íè îäèí èç íèõ íå ïîä÷èíåí äðóãîìó.

Ïóñòü íà ìíîæåñòâå ëèíåéíûõ êðèòåðèåâ (1) çàäàíà íåêîòîðàÿ òðàíçèòèâíàÿ
ñóáîðäèíàöèÿ S , ò.å. äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êðèòåðèåâ ck , cl , ct ( , , )1� �k l t q , åñëè ck
ïîä÷èíåí cl è cl ïîä÷èíåí ct , òî ck ïîä÷èíåí ct .

Óïîðÿäî÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðèòåðèåâ, ò.å. âåêòîð h c c cp p p prp
� ( , , , )

1 2
� ,

r qp � , íàçûâàþò öåïüþ êðèòåðèåâ [1], ðàíæèðîâàííûõ â ñóáîðäèíàöèè S , åñëè è
òîëüêî åñëè:

1) âî ìíîæåñòâå êðèòåðèåâ (1) íå ñóùåñòâóåò êðèòåðèÿ, êîòîðûé íå ïðèíàäëå-

æèò hp è êîòîðîìó â ñóáîðäèíàöèè S ïîä÷èíåí êàæäûé êðèòåðèé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè hp ;
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2) âî ìíîæåñòâå êðèòåðèåâ (1) íå ñóùåñòâóåò êðèòåðèÿ, êîòîðûé íå ïðèíàäëåæèò
hp è êîòîðûé â ñóáîðäèíàöèè S ïîä÷èíåí êàæäîìó êðèòåðèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè hp ;

3) êðèòåðèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè hp â ñóáîðäèíàöèè S ñòðîãî ðàíæèðîâàíû â

ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì èõ íîìåðîâ p p prp1 2, � �� òàê, ÷òî p1-é êðèòåðèé èìååò

íàèâûñøèé ðàíã, prp
-é êðèòåðèé èìååò ñàìûé íèçêèé ðàíã, ðàíã pi -ãî êðèòåðèÿ

áîëüøå ðàíãà p j -ãî êðèòåðèÿ, åñëè è òîëüêî åñëè i j� .

Äëÿ êàæäîé èç òàêèõ öåïåé êðèòåðèåâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ
çàäà÷ó ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé îïòèìèçàöèè:

max ( ) ( ( ), ( ), , ( )),L
p p p ph x c x c x c x x X

rp
� �

1 2
� . (2)

Äëÿ âåêòîðíîãî êðèòåðèÿ â çàäà÷å (2) ìîæíî îòûñêàòü òàêèå êîýôôèöèåíòû

�
k
p � 0, k rp� 1 2, , ,� , ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (2) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è

ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

max ( ) ( ),	 � �

�


L x c x x X
k
p

p

k

r

k

p

�

1

. (3)

Òåîðåìà 1 [5]. Åñëè X R n� — çàìêíóòûé îãðàíè÷åííûé âûïóêëûé ìíîãî-

ãðàííèê ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì âåðøèí X V , à âñå ÷àñòè÷íûå êðèòåðèè c xpk
( ),

k rp� 1 2, , ,� , ëèíåéíû, òî ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà �
k
p � 0, k rp� 1 2, , ,� ,

òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ìàêñèìóìà ôóíêöèîíàëà 	 �

�


L x c x
k
p

p

k

r

k

p

( ) ( )�

1

åñòü ìíî-

æåñòâî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (2). ×èñëî �
r
p

p
� 0 ìîæíî íàçíà÷èòü ïðîèç-

âîëüíî, à îñòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíî âûáðàòü èç óñëîâèé

�
�

�r
r k r

r

k
P

k p

p

M r r� � �

� �



1

1 2 1

1

, , , ,� ,

ãäå

0 1 2� � � � �
�



� r
x y X

c x c y

r r p
V

r r

c x c y r rinf | ( ) ( ) |, , , ,
,

( ) ( )

� 1,

M c x c x k r
k x X

k
x X

k p� � �
� �

max ( ) min ( ), , , ,2 3 � .

Çàìåòèì, ÷òî ðàçíûì öåïÿì êðèòåðèåâ â ñóáîðäèíàöèè S , â îáùåì, ñîîòâå-
òñòâóþò ðàçíûå íàáîðû êîýôôèöèåíòîâ, òàêèõ ÷òî îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ ñîîòâå-
òñòâóþùèõ çàäà÷ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé îïòèìèçàöèè äîñòèæèìû ïî âçâåøåííîé
ñóììå êðèòåðèåâ ðàçíîé âàæíîñòè.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ íàõîæäåíèÿ òàêèõ êîýôôèöèåíòîâ �k , k q� 1 2, , ,� , ÷òî
îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé îïòèìèçàöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé
íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíîé öåïè êðèòåðèåâ, äîñòèæèìû ïî âçâåøåííîé ñóììå êðèòå-

ðèåâ ðàçíîé âàæíîñòè. Äëÿ ýòîãî ââåäåì âåëè÷èíû �
� � �, , :M m

0 1 2� � � � 
 ��
� inf {| ( ) ( ) | , , ( ) ( ), , , ,c x c y x y X c x c y j qj j

V
j j � }, (4)

M c x j q x Xj
V� � � �max{ ( ) , , , , }1 2 � , (5)

m c x j q x Xj
V� � � �min { ( ) , , , , }1 2 � . (6)

Ïóñòü �q — ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à âñå äðóãèå � �q q� � �1 2, �

�� �1 íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ

�

�

�l

k l

q

k M m l q q� � � � �
�

� �

� �

1

1 2 1

1

( ), , , ,� . (7)
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Ïîñòðîèì ôóíêöèîíàë
L x c xk p

k

r

k

p

( ) ( )�

�


 �

1

.
(8)

Òåîðåìà 2. Ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

max ( ) ( ),L x c x x Xk p

k

r

k

p

� �

�


 �

1

, (9)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé çàäà÷è (2) äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî êðèòå-
ðèÿ hp , êîòîðûé âûñòóïàåò öåïüþ êðèòåðèåâ, ðàíæèðîâàííûõ â òðàíçèòèâíîé
ñóáîðäèíàöèè S .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèîíàë (8) ïðåäñòàâëÿåò ëåêñèêîãðàôè-

÷åñêèé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå X V â çàäà÷å (2), ò.å. ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà-
÷è (9) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé çàäà÷è (2). Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ïðàâèëàì

îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí �
� �, , *M m ïîëó÷èì:

0 1 2� � � � 
 ��
� inf {| ( ) ( ) | , , ( ) ( ), ,c x c y x y X c x c y kp p

V
p pk k k k

, , },� rp �1 (10)

M c x k r
x X

p p
V k

�

�
� �max ( ), , , ,2 3 � , (11)

m c x k r
x X

p p
V k

�

�
� �min ( ), , , ,2 3 � . (12)

Èç óñëîâèé (11), (12) ñëåäóåò

M m c x c x k r
x X

p
x X

p p
V k V k

� �

� �
� � � �max ( ) min ( ), , , ,2 3 � . (13)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (10) è (13), òî ñîãëàñíî òåîðåìå 1
ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèîíàë (8) ïðåäñòàâëÿåò ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå

X V â çàäà÷å (2), à ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è (9) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2).
Ïîñêîëüêó óñëîâèÿ (10), (13) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ëþáîãî êðèòåðèÿ ck , k q�{ , , , }1 2 � , òî
îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) äîñòèæèìû ïî âçâåøåííîé ñóììå ñ êîýôôèöèåíòàìè
�k , k q� 1 2, , ,� , êðèòåðèåâ ðàçíîé âàæíîñòè äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî êðèòåðèÿ hp , êîòî-
ðûé ÿâëÿåòñÿ öåïüþ êðèòåðèåâ â òðàíçèòèâíîé ñóáîðäèíàöèè S .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íà ìíîæåñòâå ëèíåéíûõ ñêàëÿðíûõ êðèòåðèåâ (1) çà-

äàíà ÷àñòè÷íàÿ òðàíçèòèâíàÿ ñóáîðäèíàöèÿ ðàíæèðîâàíèÿ S . Â ýòîé ñóáîðäèíàöèè
ìíîæåñòâî êðèòåðèåâ ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäìíîæåñòâà

Q c c c j rj j j jq j
� � � �{ , }, , , ,

1 2
1 2� � , (14)

÷èñëî êîòîðûõ ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó ðàíãîâ r, ïî êîòîðûì ðàíæèðóþòñÿ êðèòåðèè (1).
Êàæäîå èç ïîäìíîæåñòâ (14) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïîïàðíî íåïîä÷èíåííûõ äðóã
äðóãó êðèòåðèåâ. Êðèòåðèè ïîäìíîæåñòâà Q1 èìåþò íàèâûñøèé ðàíã, à êðèòå-
ðèè ïîäìíîæåñòâà Qr — ñàìûé íèçêèé; ðàíã êðèòåðèåâ ïîäìíîæåñòâà Ql áîëü-
øå ðàíãà êðèòåðèåâ ïîäìíîæåñòâà Qp , åñëè è òîëüêî åñëè l p� . Êàæäûé êðè-
òåðèé ïîäìíîæåñòâà íèçøåãî ðàíãà ïîä÷èíåí êàæäîìó êðèòåðèþ ïîäìíîæåñòâà
âûñøåãî ðàíãà. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáûå äâà êðèòåðèÿ ñ ðàçíûìè ðàíãàìè â ýòîé
ñóáîðäèíàöèè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñâÿçüþ ïîä÷èíåííîñòè. Ïóñòü ck , cl , ct
( , , )1� �k l t q — íåêîòîðûå êðèòåðèè ñ ðàçíûìè ðàíãàìè. Åñëè ck ïîä÷èíåí cl
è cl ïîä÷èíåí ct , òî ck ïîä÷èíåí ct , ïîñêîëüêó ck ïðèíàäëåæèò ïîäìíîæåñòâó
íèçøåãî ðàíãà, à ct — ïîäìíîæåñòâó âûñøåãî ðàíãà, ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ñóá-
îðäèíàöèÿ ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíîé ñóáîðäèíàöèåé íà ìíîæåñòâå êðèòåðèåâ.

Ðàññìîòðèì öåïè êðèòåðèåâ
~

( , , , )h c c cp p p pr
�

1 2
� , (15)

ãäå èç êàæäîãî èç ìíîæåñòâ (14) âûáðàíî ðîâíî ïî îäíîìó êðèòåðèþ, ò.å. c Qp1 1� ,

c Q c Qp p rr2 2� �, ,� . Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå êðèòåðèè â
~
hp ñòðîãî ðàíæè-

ðîâàíû ñîãëàñíî ïîðÿäêó èõ ñëåäîâàíèÿ.
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Äëÿ êàæäîé èç òàêèõ öåïåé êðèòåðèåâ ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé îïòèìèçàöèè

max
~

( ) ( ( ), ( ), , ( )),L
p p p ph x c x c x c x x X

r
� �

1 2
� . (16)

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 ìîæíî íàéòè q òàêèõ êîýôôèöèåíòîâ �k � 0, k q� 1 2, , ,� ,
÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (16) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ:

max
~

( ) ( ),	 � �

�


L x c x x Xk p

k

r

k
�

1

. (17)

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìîé ÷àñòè÷íîé ñóáîðäèíàöèè äîñòàòî÷íî
íàéòè òîëüêî r ( )r q� êîýôôèöèåíòîâ. Äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ ââåäåì âåëè÷èíû

�
k

k kM m, ,

0 1 2� � � � �
�




�
k

x y X

c x c y

j j j k
V

j j

c x c y c Q kinf | ( ) ( ) | , , ,
,

( ) ( )

, ,� r �1, (18)

M c x c Q x X k rk j j k
V� � � �max{ ( ) , } , , ,2 � , (19)

m c x c Q x X k rk j j k
V� � � �min { ( ) , } , , ,2 � . (20)

Ïóñòü ~
�r — ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à âñå äðóãèå ~

�r�1, ~
�r� �2 �

�� ~
�1 íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ

~ ~ ( ), , , ,�

�

�l l
k l

r

k k kM m l r r� � � � �

� �



1

1 2 1

1

� . (21)

Ïîñòðîèì ôóíêöèîíàë
~

( ) ~ ( )L x c xk p

k

r

k
�

�


 �

1

. (22)

Òåîðåìà 3. Ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

max
~

( ) ~ ( ),L x c x x Xk p

k

r

k
� �

�


 �

1

, (23)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé çàäà÷è (16) äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî êðè-

òåðèÿ
~
hp , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ öåïüþ êðèòåðèåâ, ðàíæèðîâàííûõ â ðàññìàòðèâàå-

ìîé ÷àñòè÷íîé ñóáîðäèíàöèè S .
Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé òåîðåìû.
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