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Êëþ÷åâûå ñëîâà: «õîðîøàÿ» ïåðåñòàíîâêà, ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä óñêîðåí-

íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, íåñìåùåííàÿ îöåíêà, âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ, îòíîñèòåëüíàÿ

ïîãðåøíîñòü.

Çàäà÷à ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ ïîëíûõ îòîáðàæåíèé íà àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðå ( , )G �
îòíîñèòñÿ ê íàèáîëåå òðóäíûì ïðîáëåìàì äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè [1, 2]. Îòîá-

ðàæåíèå f G G: � íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè f ( )� ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé è îòîáðàæå-

íèå h x x f x( ) ( )� � òàêæå áèåêöèÿ. Â ðàáîòå [3] èññëåäîâàëàñü ñëîæíîñòü ïðîáëå-

ìû íàõîæäåíèÿ êîëè÷åñòâà âñåõ ïîëíûõ îòîáðàæåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóð

( , )G � . Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ çàìêíóòûõ ñòðóêòóð ýòà ïðîáëåìà ÿâëÿåò-

ñÿ NP-ïîëíîé.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå îñíîâíîå âíèìàíèå ñîñðåäîòî÷åíî íà ñèëüíûõ ïîëíûõ

îòîáðàæåíèÿõ [4], êîãäà x f x� ( ) òàêæå ïåðåñòàíîâêà. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïóñòü

( , , , )s s sN0 1 1� � — ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà ñèìâîëîâ ( , , , )0 1 1� N � . Ïîñòðîèì

íîâûé íàáîð ( , , , )t t t N0 1 1� � ñîãëàñíî ïðàâèëó: t i s Ni i� � ( )mod , i N� �0 1 1, , ... , .

Åñëè ïîñòðîåííûé íàáîð — ïåðåñòàíîâêà, òî èñõîäíàÿ ïåðåñòàíîâêà

( , , , )s s sN0 1 1� � íàçûâàåòñÿ «õîðîøåé». Öåëü èññëåäîâàíèÿ — ðàçðàáîòêà ìåòîäà,

ïîçâîëÿþùåãî îöåíèâàòü êîëè÷åñòâî «õîðîøèõ» ïåðåñòàíîâîê äëÿ êàê ìîæíî

á�ëüøèõ çíà÷åíèé N .

Òåðìèí «õîðîøàÿ» ïåðåñòàíîâêà ââåäåí â [5]. Â ýòîé æå ñòàòüå äàí èñ÷åðïûâà-

þùèé àíàëèç îñíîâ ïðèìåíåíèÿ «õîðîøèõ» ïåðåñòàíîâîê â êðèïòîãðàôèè (ñì. òàê-

æå ðàáîòó [6], â êîòîðîé îïèñàíû ïðèíöèïû èñïîëüçîâàíèÿ «õîðîøèõ» ïåðåñòàíî-

âîê â ðîòîðíûõ øèôðîâàëüíûõ ñèñòåìàõ).

Çàäà÷à òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ êîëè÷åñòâà M N «õîðîøèõ» ïåðåñòàíîâîê òðåáóåò

îãðîìíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò, êîòîðûå ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàþò ñ ðîñòîì N
(çàìåòèì, ÷òî M N � 0 äëÿ ÷åòíûõ N). Çíà÷åíèÿ M N äëÿ N � 19 ïðèâåäåíû â [5], äëÿ

N � 23 — â [7], äëÿ N � 25 — â [8]. Âû÷èñëåíèå M N ïðè óâåëè÷åíèè N õîòÿ áû íà 2

ñîñòàâëÿåò ïðèíöèïèàëüíóþ ïðîáëåìó è çàâèñèò, â ïåðâóþ î÷åðåäü, îò ðàçâèòèÿ

âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé. Ïîýòîìó îñíîâíîé àêöåíò â èññëåäîâàíèÿõ M N äåëà-

åòñÿ íà ïðèáëèæåííûõ ìåòîäàõ ðàñ÷åòà, â ÷àñòíîñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ è ñòàòèñòè-

÷åñêèõ ìåòîäàõ.

Îáùåå êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê ðàâíî N !, ñëåäîâàòåëüíî, ñôîðìóëèðîâàííàÿ

âûøå äåòåðìèíèðîâàííàÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ M N ýêâèâàëåíòíà âåðîÿòíîñòíîé çà-

äà÷å îöåíêè âåðîÿòíîñòè PN òîãî, ÷òî âûáðàííàÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïåðåñòàíîâêà

ÿâëÿåòñÿ «õîðîøåé», M N PN N� ! . Ïîñêîëüêó PN � 0 äëÿ ÷åòíûõ N , òî â äàëüíåé-

øåì ðàññìàòðèâàåì ëèøü íå÷åòíûå çíà÷åíèÿ N .

Â ðàáîòå [9] äîêàçàíî, ÷òî P aeN
cN� � ïðè áîëüøèõ N , ïðè÷åì c � 0 0885, . Â [10]

ýòà îöåíêà óëó÷øåíà: ñ � 	
ln

,
2

2
0 3466. Â [5] âûäâèíóòà ãèïîòåçà, ÷òî

P aeN
cN~ � (1)

ïðè N � 
, ïðè÷åì c �[ , , ]0 5 1 . Â ýòîé æå ðàáîòå ïðåäëîæåíà àïïðîêñèìàöèÿ, ïî-

çâîëÿþùàÿ ñòðîèòü ïðîãíîçíûå îöåíêè PN ïðè N � 25 35 45 55, , , (ïðàâäà, áåç êà-

êèõ-ëèáî îöåíîê ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè). Ïðè ýòîì äåëàåòñÿ âûâîä, ÷òî

c 	 0 9538, .
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Íåîáõîäèìî îòìåòèòü òàêæå ðàáîòó [11], â êîòîðîé èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà «õî-

ðîøèõ» ïåðåñòàíîâîê è äîêàçàí ðÿä òåîðåì, ïîçâîëÿþùèõ ñóùåñòâåííî ñóçèòü îá-

ëàñòü ïîèñêà, ïîâûñèâ ïðè ýòîì ýôôåêòèâíîñòü ñîçäàâàåìûõ àëãîðèòìîâ.

Â [12] äëÿ îöåíêè PN ïðåäëîæåí ïðèíöèïèàëüíî íîâûé ïîäõîä, îñíîâàííûé

íà èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà óñêîðåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Îí ïîçâîëÿåò ñ âûñîêîé

òî÷íîñòüþ ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ çàòðàòàõ âðåìåíè ñòðîèòü íåñìåùåííûå

îöåíêè è ñîîòâåòñòâóþùèå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ PN ïðè âåñüìà áîëüøèõ

N (ïðèâåäåíà, â ÷àñòíîñòè, îöåíêà äëÿ PN ïðè N � 155, ïîñòðîåííàÿ ñ îòíîñèòåëü-

íîé ïîãðåøíîñòüþ 10 %). Ïîëó÷åííûå îöåíêè ïîäòâåðæäàþò ãèïîòåçó (1), ïðè

ýòîì äåëàåòñÿ âûâîä, ÷òî 0 9825 0 9883, ,� �c .

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [12]. Ïðåäëàãàåòñÿ óñîâåð-

øåíñòâîâàííûé ìåòîä óñêîðåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, äàþùèé âîçìîæíîñòü ïðè

áîëüøèõ N áîëåå ÷åì â 10 ðàç ñîêðàòèòü âðåìÿ âû÷èñëåíèé (â ðåçóëüòàòå òàêîãî ñî-

êðàùåíèÿ óäàëîñü ïîñòðîèòü îöåíêó äëÿ PN ïðè N � 205 ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåø-

íîñòüþ 5 %). Ðàñøèðåíèå äèàïàçîíà çíà÷åíèé N è ïîâûøåíèå òî÷íîñòè âû÷èñëå-

íèé ïîçâîëÿåò óòî÷íèòü äèàïàçîí çíà÷åíèé êîíñòàíòû c c: , ,0 9825 0 9985� � , ïðè÷åì

åñòü îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî ïðè N � 205 âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ c ìîæåò åùå âîçðàñ-

òè. Èñïîëüçóÿ òîò æå ïðèåì, ÷òî è â [12], à òàêæå óòî÷íåííûå ñòàòèñòè÷åñêèå îöåí-

êè äëÿ PN , ñòðîèì âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè PN â äèàïàçîíå 75 205� �N .

ÌÎÄÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÓÑÊÎÐÅÍÍÎÃÎ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

Â ðàáîòå [12] ïðåäëîæåí àëãîðèòì óñêîðåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèé

öåëåíàïðàâëåííî ðàçìåùàòü ñèìâîëû 0 1 1, , ,� N � íà îäíîé èç N ïîçèöèé. Áëàãî-

äàðÿ ýòîìó óäàëîñü ðåçêî óâåëè÷èòü âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ «õîðîøåé» ïåðåñòà-

íîâêè. Èìåííî äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå äàííîé âåðîÿòíîñòè çà ñ÷åò àíàëèçà ïî-

ñëåäñòâèé ðàçìåùåíèÿ òîãî èëè èíîãî ñèìâîëà íà îïðåäåëåííûõ ïîçèöèÿõ è ÿâ-

ëÿåòñÿ îñíîâíîé èäååé ìîäèôèêàöèè. Êàê è â [12], àëãîðèòì ñîñòîèò èç äâóõ

ýòàïîâ.

Âíà÷àëå ñèìâîëû ðàñïîëàãàåì íà ïîçèöèÿõ ñ íîìåðàìè m N, ,� � 1, çàòåì —

íà ïîçèöèÿõ 0 1, ,� m � (çäåñü m N� �{ , , }1 1� — íåêîòîðûé ïàðàìåòð). Íà ïåðâîì

ýòàïå âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ «ïëîõîé» ïåðåñòàíîâêè äîñòàòî÷íî ìàëà, ïîýòîìó èñ-

ïîëüçóåòñÿ âåñüìà ïðîñòîé («áûñòðûé») àëãîðèòì. Ïî ìåðå çàïîëíåíèÿ ïîçèöèé

çíà÷èòåëüíî âîçðàñòàåò âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ «ïëîõîé» ïåðåñòàíîâêè. Ïîýòîìó

âòîðîé ýòàï òðåáóåò áîëåå òùàòåëüíîãî âûáîðà ñèìâîëîâ, êîòîðûå ìîãóò ñòîÿòü

íà òåõ èëè èíûõ ïîçèöèÿõ. Èñïîëüçóåòñÿ áîëåå ñëîæíûé êðèòåðèé âûáîðà, ïðîâåð-

êà êîòîðîãî çàíèìàåò ñóùåñòâåííî áîëüøåå âðåìÿ.

Òåêóùèì ñîñòîÿíèåì ïåðåñòàíîâêè íàçîâåì n-ìåðíûé âåêòîð s s s� ( , ,0 1 �

... , )sN � 1 , ãäå s Ni � � �{ , , , ... , }1 0 1 1 . Çàïèñü si � �1 îçíà÷àåò, ÷òî ïîçèöèÿ i åùå íå

çàíÿòà íè îäíèì èç ñèìâîëîâ; åñëè s ki � , òî íà ïîçèöèè i ðàçìåùåí ñèìâîë k. Ñîñ-

òîÿíèå s ÿâëÿåòñÿ «õîðîøèì», åñëè si 
 � 1 è s s i ji j
 
, , äëÿ ëþáûõ i j, �
� �{ , , , }0 1 1� N . Ñîñòîÿíèå s íàçîâåì «òóïèêîâûì», åñëè èç íåãî íåâîçìîæíî

ïîëó÷èòü «õîðîøóþ» ïåðåñòàíîâêó. Îáîçíà÷èì:

Â ïðèâåäåííîì äàëåå àëãîðèòìå ñòðîèòñÿ îöåíêà �PN 1 â îäíîé ðåàëèçàöèè äëÿ

âåðîÿòíîñòè PN .
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Ýòàï I (àëãîðèòì òåëåôîííîãî äèñêà).

1. Ïóñòü �PN 1 1� — íà÷àëüíîå çíà÷åíèå îöåíêè, s � � �( , , )1 1� , � i s( ) � 0,

� j s( ) � 0, i j N, , ,� �0 1� .
2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ m m N, , ... ,� �1 1

(íîìåð ïîçèöèè). Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ, êîòîðûå ìîæíî ðàñïîëîæèòü íà

ïîçèöèè r:

A s i s sr i k( ) { : ( ) , ( )� � �� �0 0, k r i N� � (mod )}. (2)

Îáîçíà÷èì | ( ) |A sr êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ âî ìíîæåñòâå A sr ( ) . Åñëè | ( ) |A sr � 0,

òî ýòàï I (à âìåñòå ñ íèì è ýòàï II) îêîí÷åí è â êà÷åñòâå îöåíêè èìååì �PN 1 0�

(â ýòîé ðåàëèçàöèè íå óäàëîñü ïîñòðîèòü «õîðîøóþ» ïåðåñòàíîâêó). Åñëè æå

| ( ) |A sr � 0, òî ñ îäíîé è òîé æå âåðîÿòíîñòüþ 1/ | ( ) |A sr âûáåðåì îäèí èç ñèìâî-

ëîâ ìíîæåñòâà A sr ( ) . Åñëè ýòî ñèìâîë i, òî ïîëàãàåì

� : �
| ( ) |

P P
A s

N m r
N N

r
1 1�

� �
, s ir � , � �i k� �1 1, ,

ãäå k r i N� � ( )mod (îáîçíà÷åíèå «: � » îçíà÷àåò, ÷òî íîâîå çíà÷åíèå �PN 1 âû÷èñ-

ëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå ïðåæíåãî çíà÷åíèÿ �PN 1 íà ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîæèòåëü).

Çàìåòèì, ÷òî N m r� � — êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ, êîòîðûå åùå íå áûëè ðàñïðåäå-

ëåíû ïî ïîçèöèÿì. Äàëåå, óâåëè÷èâàÿ r íà åäèíèöó, ïîâòîðÿåì øàã 2 àëãîðèòìà.

Ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ íåçàíÿòûõ ïîçèöèé âîçðàñòàåò âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ

«ïëîõîé» ïåðåñòàíîâêè. Ïîýòîìó íà ýòàïå II àëãîðèòìà ñëåäóåò áîëåå òùàòåëüíî

âûáèðàòü ïîçèöèþ è ñèìâîëû, êîòîðûå ìîæíî ðàñïîëîæèòü íà äàííîé ïîçèöèè.

Îáîçíà÷èì y Z s r i� ( , , ) ñîñòîÿíèå ïåðåñòàíîâêè, êîòîðîå ïîëó÷åíî èç ñîñòîÿíèÿ

s i r s sr i( , : , ( ) )� � �1 0� ïóòåì ðàçìåùåíèÿ ñèìâîëà i íà ïîçèöèè r. Êðîìå òîãî, îáî-

çíà÷èì S � ìíîæåñòâî âñåõ «òóïèêîâûõ» ñîñòîÿíèé. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âûáîð ïî-

çèöèè è ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèìâîëà ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí îäíîçíà÷íî. Ââåäåì

ïðåîáðàçîâàíèå U s( ), ïîçâîëÿþùåå îñóùåñòâëÿòü òàêèå îäíîçíà÷íûå ïåðåõîäû.

Ïóñòü s — ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå. Àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ w U s� ( )

(à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùåãî íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ q s w( , )) ôîðìóëèðóåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Ïîëàãàåì w s� è q � 1 (íà÷àëüíîå çíà÷åíèå íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ).

2. Äëÿ êàæäîé ïîçèöèè r òàêîé, ÷òî wr � � 1, íàõîäèì ìíîæåñòâî A wr ( ) ñèì-

âîëîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàçìåùåíû íà ýòîé ïîçèöèè (ñì. (2)). Êðîìå òîãî, íàõî-

äèì ìíîæåñòâî B wr ( ) ñèìâîëîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ñèìâîëîâ ìíî-

æåñòâà A wr ( ), åñëè èõ ñëîæèòü ñ r ïî mod N:

B w k k i r N i A wr r( ) { : (mod ), ( )}� � � � .

3. Åñëè | ( ) |A wr � 0 äëÿ íåêîòîðîãî r, òî àëãîðèòì îêîí÷åí. Ïðè ýòîì ïîëó÷åíî

«òóïèêîâîå» ñîñòîÿíèå w S� � .

4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò r, äëÿ êîòîðîãî | ( ) |A wr � 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

íà ïîçèöèè r ìîæåò áûòü ðàçìåùåí åäèíñòâåííûé ñèìâîë i A wr� ( ). Åñëè n — êî-

ëè÷åñòâî íåçàïîëíåííûõ ïîçèöèé (ò.å. òåõ j, äëÿ êîòîðûõ w j � � 1), òî ïîëàãàåì

q q
n

:�
1

, w ir i k� � �, ,� �1 1,
(3)

ãäå k r i N� � ( )mod . Äàëåå âîçâðàùàåìñÿ íà øàã 2 àëãîðèòìà.

5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñèìâîë i òàêîé, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî r

i A w i A w l rr l� � 
( ), ( ), .

Â ýòîì ñëó÷àå íàõîäèì ñèìâîë k B wr� ( ) òàêîé, ÷òî k r i N� � ( )mod . Íà ïîçè-

öèè r ìîæåò áûòü ðàçìåùåí ëèøü ýòîò ñèìâîë i. Äàëåå ïðîâîäèì âû÷èñëåíèÿ

ñîãëàñíî (3) è âîçâðàùàåìñÿ íà øàã 2 àëãîðèòìà.
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6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñèìâîë k òàêîé, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî r

k B w k B w l rr l� � 
( ), ( ), .

Â ýòîì ñëó÷àå íàõîäèì ñèìâîë i A wr� ( ) òàêîé, ÷òî k r i N� � ( )mod . Íà ïîçè-

öèè r ìîæåò áûòü ðàçìåùåí ëèøü ýòîò ñèìâîë i. Äàëåå ïðîâîäèì âû÷èñëåíèÿ

ñîãëàñíî (3) è âîçâðàùàåìñÿ íà øàã 2 àëãîðèòìà.

7. Åñëè íè îäíî èç òðåõ ïðèâåäåííûõ âûøå óñëîâèé (ïï. 4–6) íå âûïîëíåíî, òî

àëãîðèòì îêîí÷åí. Ïðè ýòîì ïîëàãàåìU s w( ) � (òåêóùåå ñîñòîÿíèå) è q s w q( , ) � .

Ïóñòü s — ñîñòîÿíèå, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ýòàïà I àëãîðèòìà. Îñîáåííîñ-

òüþ ýòàïà II ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå, ïîçâîëÿþùåå èñêëþ÷èòü èç

ìíîæåñòâà A sr ( ) ñèìâîëû, ðàçìåùåíèå êîòîðûõ íà ïîçèöèè r íåèçáåæíî ïðèâåäåò

çà íåñêîëüêî áëèæàéøèõ øàãîâ ê ïîïàäàíèþ â «òóïèêîâîå» ñîñòîÿíèå.

Ýòàï II.

1. Íàõîäèì íîâîå ñîñòîÿíèå w U s� ( ) . Åñëè w S� � , òî �PN 1 0� è àëãîðèòì îêîí-

÷åí. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëàãàåì � : � ( , )P P q s wN N1 1� .

2. Åñëè ñîñòîÿíèå w íå ñîäåðæèò êîìïîíåíò wi � � 1(ò.å. âñå ïîçèöèè çàïîëíå-

íû), òî àëãîðèòì îêîí÷åí (ïîñòðîåíà «õîðîøàÿ» ïåðåñòàíîâêà). Â ïðîòèâíîì ñëó-

÷àå âûïîëíÿåì ñëåäóþùèé øàã.

3. Îïðåäåëÿåì r ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì | ( ) |A wr (åñëè èõ íåñêîëüêî, òî

ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíîå r, íàïðèìåð íàèìåíüøåå). Åñëè | ( ) |A wr � 3, òî ñ îä-

íîé è òîé æå âåðîÿòíîñòüþ 1/ | ( ) |A wr âûáèðàåì îäèí èç ñèìâîëîâ ìíîæåñòâà

| ( ) |A wr . Åñëè ýòî ñèìâîë i, òî ïîëàãàåì

� : �
| ( ) |

, : ( , , )P P
A w

n
w Z w r iN N

r
1 1� �

è ïîâòîðÿåì øàã 3 àëãîðèòìà.

4. Ïóñòü L A wr� �| ( ) | 3 è j j A wL r1 , ... , ( )� (ðèñ. 1). Äëÿ êàæäîãî jl âûïîëíÿåì

ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

— íàõîäèì ñîñòîÿíèå y Z w r jl l� ( , , );

— ïîëàãàåì

— åñëè I yl( ) � 1, òî íàõîäèì ñîñòîÿíèå x U yl l� ( ) è íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü

q q y x
l l l
( ) ( , )1 � ; åñëè x Sl � �, òî ïîëàãàåì I yl( ) � 0 (íà ðèñóíêå «òóïèêîâûå» ñîñòî-

ÿíèÿ îòìå÷åíû ñèìâîëîì «–»);
— îïðåäåëÿåì íîìåð ïîçèöèè rl ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì | ( ) |A xr ll

(åñëè èõ

íåñêîëüêî, òî âûáèðàåì íàèìåíüøåå rl). Åñëè L A xl r ll
� �| ( ) | 3 (ðèñ. 1, ñëó÷àé l � 2),

òî ïîëàãàåì J xl( ) � 0 è ïîâòîðÿåì äåéñòâèÿ øàãà 4 äëÿ jl � 1. Åñëè Ll � 3, òî ïîëàãà-

åì J xl( ) � 1è ïîâòîðÿåì äåéñòâèÿ, îïèñàííûå íà øàãå 4, åñëè âìåñòî w èñïîëüçî-

âàòü xl è âìåñòî j jL1 , ,� — ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû k kl
L
l

l1
( ) ( ), ,� ìíîæåñòâà

A xr ll
( ); ïðè ýòîì áóäóò îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå âåëè÷èíû: y

i
l( ) � Z x r kl l i

l( , , )( ) ,

I y
i
l( )( ) , x U y

i
l

i
l( ) ( )( )� è q i L

li l
( ), , ... ,2 1� ;

— åñëè x S
i

l( ) � � , òî ïîëàãàåì I y
i
l( )( ) � 0 (ðèñ. 1, ñëó÷àé l i� �1 1, );

— åñëè I y
i
l( )( ) � 0 äëÿ âñåõ i Ll� 1, ,� , òî ïîëàãàåì I yl( ) � 0 (ðèñ. 1, ñëó÷àé

l � 3).

5. Åñëè I yl( ) � 0 äëÿ âñåõ l L� 1, ,� , òî ñîñòîÿíèå w ÿâëÿåòñÿ «òóïèêîâûì».

Â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì îêîí÷åí è �PN 1 0� .
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6. Îáîçíà÷èì n w( ) êîëè÷åñòâî íåçàïîëíåííûõ ïîçèöèé ïðè ñîñòîÿíèè w,

à C w( ) — ìíîæåñòâî òåõ l, äëÿ êîòîðûõ I yl( ) � 1, n C w1 � | ( ) | . Ñ îäíîé è òîé æå

âåðîÿòíîñòüþ 1 1/ n âûáèðàåì îäèí èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà C w( ) . Åñëè ýòî ýëå-

ìåíò l, òî ïîëàãàåì
� : �

( )

( )P P
n

n w
qN N l1 1

1 1� .

Ïðè ýòîì òåêóùèì ñîñòîÿíèåì ñòàíîâèòñÿ xl .

7. Ïóñòü J xl( ) � 0 (ðèñ. 1, ñëó÷àé l � 2). Åñëè ñîñòîÿíèå xl íå ñîäåðæèò êîìïî-

íåíò ñî çíà÷åíèåì �1, òî ïîñòðîåíà «õîðîøàÿ» ïåðåñòàíîâêà è àëãîðèòì îêîí÷åí.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåõîäèì íà øàã 3 àëãîðèòìà.

8. Ïóñòü J xl( ) � 1 (ðèñ. 1, ñëó÷àé l � 1). Îáîçíà÷èì n xl( ) êîëè÷åñòâî íåçàïîë-

íåííûõ ïîçèöèé ïðè ñîñòîÿíèè xl , à D xl( ) — ìíîæåñòâî òåõ i, äëÿ êîòîðûõ

I y
i
l( )( ) � 1, n D xl2 � | ( ) |. Ñ îäíîé è òîé æå âåðîÿòíîñòüþ 1 2/ n âûáèðàåì îäèí èç

ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà D xl( ) . Åñëè ýòî ýëåìåíò i, òî ïîëàãàåì

� : �

( )

( )P P
n

n x
qN N

l
li1 1

2 2� .

Ïðè ýòîì òåêóùèì ñîñòîÿíèåì ñòàíîâèòñÿ x
i

l( ) (ðèñ. 1, ñëó÷àé l i� �1 2, ; ïîäîá-

íûå ñîñòîÿíèÿ îòìå÷åíû ñèìâîëîì «+»). Åñëè ñîñòîÿíèå x
i

l( ) íå ñîäåðæèò êîìïî-

íåíò ñî çíà÷åíèåì �1, òî ïîñòðîåíà «õîðîøàÿ» ïåðåñòàíîâêà è àëãîðèòì îêîí÷åí.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëàãàåì w x
i

l� ( ) è ïåðåõîäèì íà øàã 3 àëãîðèòìà.

Ñôîðìóëèðîâàííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ïðèìåðîì àëãîðèòìà íàïðàâ-

ëåííîãî ïåðåáîðà, ïîçâîëÿþùåãî ñóùåñòâåííî (íà íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ïîðÿäêîâ

äëÿ áîëüøèõ N) óìåíüøèòü äèñïåðñèþ îöåíêè. Íåñìåùåííîñòü îöåíêè ñîõðàíÿåò-

ñÿ çà ñ÷åò âûáîðà ïîäõîäÿùèõ âåñîâûõ ìíîæèòåëåé. Ïðè òàêîì ñïîñîáå ìîäåëèðî-

âàíèÿ âåñîìî âîçðàñòàåò äîëÿ ðåàëèçàöèé, îêàí÷èâàþùèõñÿ ïîñòðîåíèåì «õîðî-

øåé» ïåðåñòàíîâêè. Â îòëè÷èå îò àëãîðèòìà [12], ïðèâåäåííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò

ïðîñìîòðåòü òðàåêòîðèþ íà äâà øàãà âïåðåä è èñêëþ÷èòü çàâåäîìî «òóïèêîâûå»

ñîñòîÿíèÿ. Çà ñ÷åò ýòîãî ïðè áîëüøèõ N áîëåå ÷åì â 10 ðàç óäàåòñÿ ïîâûñèòü ïðî-

öåíò «õîðîøèõ» ïåðåñòàíîâîê, áîëåå ÷åì â 50 ðàç ïîíèçèòü äèñïåðñèþ îöåíêè è,

êàê ñëåäñòâèå, áîëåå ÷åì â 10 ðàç óñêîðèòü âû÷èñëåíèÿ. Ñäåëàâ íåîáõîäèìîå ÷èñëî

ðåàëèçàöèé, ñòðîÿò îöåíêó äëÿ PN ñ òðåáóåìûìè äîñòîâåðíîñòüþ è îòíîñèòåëüíîé

ïîãðåøíîñòüþ.
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×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà (âåëè÷èíà, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ïðîèç-
âåäåíèþ äèñïåðñèè îöåíêè íà ñðåäíåå âðåìÿ îäíîé ðåàëèçàöèè) ñóùåñòâåííî çà-
âèñèò îò âûáîðà ïàðàìåòðà m. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî îïòèìàëüíîå

çíà÷åíèå m N
opt
( ) , ìàêñèìèçèðóþùåå ýôôåêòèâíîñòü, ìîæíî âûáèðàòü ïî òåì æå ôîð-

ìóëàì, ÷òî è â [12]:

m m m m
opt opt opt opt
( ) ( ) ( ) ( ), , ,3 5 7 91 3 4 5� � � � ,

m k m k kk k
opt opt
( ) ( ), , , , , ...4 1 4 13 3 3 4 5� �� � � � � .

Ñðàâíèì îöåíêè, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì óñêîðåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ÌÓÌ) [12]

è ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì óñêîðåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ÌÌÓÌ), ïðåäëîæåí-

íûì âûøå. Âñå îöåíêè, ïðèâåäåííûå â òàáë. 1–5, ïîñòðîåíû ïðè m m N�
opt
( ) ñ äîñòî-

âåðíîñòüþ 0,95 è óêàçàííîé â òàáëèöàõ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ. Âû÷èñëåíèÿ

ïðîèçâîäèëèñü íà êîìïüþòåðå ñ ïðîöåññîðîì Pentium IV, 3.2 GHz. Èñïîëüçîâàëèñü

ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

� � — îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü îöåíêè;

� �PN — îöåíêà, ïîñòðîåííàÿ äëÿ PN ñ äîñòîâåðíîñòüþ 0,95 è îòíîñèòåëüíîé

ïîãðåøíîñòüþ �;
� TN — âðåìÿ, çàòðà÷åííîå íà ïîñòðîåíèå îöåíêè �PN ñ äîñòîâåðíîñòüþ 0,95

è îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ �;
� K N — ïðîïîðöèÿ êîëè÷åñòâà ðåàëèçàöèé, â êîòîðûõ óäàëîñü ïîñòðîèòü «õî-

ðîøèå» ïåðåñòàíîâêè;

� �( � , )PN � — äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë, ïîñòðîåííûé äëÿ PN ñ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèìè äîñòîâåðíîñòüþ è îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ;

� �M N è �( � , )M N � — ñîîòâåòñòâåííî îöåíêà è äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë, ïî-

ñòðîåííûå äëÿ êîëè÷åñòâà M N «õîðîøèõ» ïåðåñòàíîâîê.
Â òàáë. 1 äëÿ øèðîêîãî äèàïàçîíà çíà÷åíèé N ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ýôôåêòèâ-

íîñòè ìåòîäîâ ÌÓÌ [12] è ÌÌÓÌ.

Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì õîðîøåå ñîâïàäåíèå îöåíîê ïî òî÷íîñòè. Çà ñ÷åò èñêëþ-

÷åíèÿ çàâåäîìî «òóïèêîâûõ» ñîñòîÿíèé óäàëîñü çíà÷èòåëüíî ïîâûñèòü ïðîöåíò «õîðî-

øèõ» ïåðåñòàíîâîê (K N óâåëè÷èëîñü â 1,6 ðàçà ïðè N � 25 è â 10 ðàç ïðè N � 155).

Ïðè ýòîì íàáëþäàåòñÿ çàìåòíîå ñîêðàùåíèå âðåìåíè íà ïîñòðîåíèå îöåíêè òðåáó-

åìîé òî÷íîñòè (TN ñîêðàòèëîñü â 2,2 ðàçà ïðè N � 25 è â 30 ðàç ïðè N � 155).
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Ò à á ë è ö à 1

N �, %

Îöåíêà

ÌÓÌ ÌÌÓÌ

�P
N

T
N

, c K N , % �P
N

T
N

, c K N , %

25 1 2 70 10 9, � � 11,7 19,6 2,68 � �10 9 5,3 31,8

35 1 2 02 10 13, � �
68,1 12,2 2,01 � �10 13 27,3 32,0

45 1 1 32 10 17, � �
248,5 6,5 1,33 � �10 17 86,3 20,6

55 1 8 08 10 22, � �
901,0 4,5 8,11 � �10 22 345,1 17,0

65 1 4 75 10 26, � �
3 115 2,7 4,72 � �10 26 1 142 11,6

75 2 2 66 10 30, � �
2 105 1,9 2,71 � �10 30 532,6 9,4

85 3 1 44 10 34, � �
2 290 1,2 1,48 � �10 34 491,9 6,7

95 4 7 76 10 39, � �
4 305 0,90 8,08 � �10 39 433,4 5,5

105 5 4 06 10 43, � �
4 089 0,61 4,12 � �10 43 792,2 4,0

115 6 2 07 10 47, � �
6 845 0,46 1,99 � �10 47 344,4 3,3

125 7 1 12 10 51, � �
11 820 0,32 1,08 � �10 51 809,3 2,5

155 10 1 36 10 64, � �
26 400 0,13 1,35 � �10 64 860,2 1,3



Ïîâûøåíèå áûñòðîäåéñòâèÿ àëãîðèòìà ïîçâîëèëî çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèòü äè-

àïàçîí çíà÷åíèé N , äëÿ êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû îöåíêè äëÿ PN è M N ïðè-

åìëåìîé òî÷íîñòè. Ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 2 (íàðÿäó ñ îöåí-

êàìè äàíû ñîîòâåòñòâóþùèå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû).

Ïðèâåäåííûå äàííûå ïîçâîëÿþò ïðîñëåäèòü ðîñò çàòðàò âðåìåíè íà ïîëó÷åíèå

îöåíîê â çàâèñèìîñòè îò N è çàäàííîé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè �. Òàê, íà ïî-

ñòðîåíèå îöåíêè äëÿ N � 205 ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ 5 % òðåáóåòñÿ îêîëî

19 ÷àñîâ. Ïðè ýòîì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî «õîðîøóþ» ïåðåñòàíîâêó óäàåòñÿ ñòðî-

èòü â ñðåäíåì 46 ðàç íà êàæäûå 10 000 ðåàëèçàöèé (äëÿ ñðàâíåíèÿ óêàæåì, ÷òî ïðè

èñïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî áûëî áû â ñðåäíåì ÷åòûðå «õî-

ðîøèõ» ïåðåñòàíîâêè íà 1086 ðåàëèçàöèé).

ÂÅÐÕÍßß È ÍÈÆÍßß ÎÖÅÍÊÈ

Â ðàáîòå [5] âûäâèíóòà ãèïîòåçà, ÷òî ïðè N � 
 âåðîÿòíîñòü PN óäîâëåòâîðÿåò

ñîîòíîøåíèþ (1). Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò îöåíêà êîýôôèöèåíòà c. Â [12]

ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà îöåíèòü c íà îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ. Ìîäèôèöèðî-

âàííûé ìåòîä óñêîðåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîçâîëèë ðàñøèðèòü äèàïàçîí çíà÷å-

íèé N , äëÿ êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû îöåíêè �PN . Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü

óòî÷íèòü äèàïàçîí çíà÷åíèé êîíñòàíòû c. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì æå ïðèåìîì, ÷òî è

â [12]. Îáîçíà÷èì

Q c a cNN N( ) exp{ }� � .
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Ò à á ë è ö à 2

N �, %
�P

N
, � ( � , )P

N
�

�M
N

, � ( � , )M
N

� T
N

, c K N , %

75 1
2,68 � �10 30

( , , , )2 65 10 2 70 1030 30� �� �
6,64 �1079

(6,58 �1079, 6,71 �1079)
3 080 9,4

85 1
1,46 � �10 34

( , , , )1 44 10 1 47 1034 34� �� �
4,10 �1094

(4,06 �1094, 4,14 �1094)
4 791 6,7

95 2
7,87 � �10 39

( , , , )7 72 10 8 03 1039 39� �� �
8,13 �10109

(7,97 �10109, 8,30 �10109)
2 187 5,4

105 2
4,08 � �10 43

( , , , )4 00 10 4 16 1043 43� �� �
4,41 �10125

(4,33 �10125, 4,50 �10125)
3 745 4,0

115 3
2,11 � �10 47

( , , , )2 05 10 2 17 1047 47� �� �
6,17 �10141

(5,99 �10141, 6,36 �10141)
2 940 3,3

125 3
1,10 � �10 51

( , , , )1 07 10 113 1051 51� �� �
2,07 �10158

(2,01 �10158, 2,13 �10158)
4 994 2,5

135 3
5,52 � �10 56

( , , , )5 36 10 5 69 1056 56� �� �
1,49 �10175

(1,44 �10175, 1,53 �10175)
5 664 2,0

145 4
2,84 � �10 60

( , , , )2 72 10 2 95 1060 60� �� �
2,28 �10192

(2,19 �10192, 2,38 �10192)
6 722 1,6

155 4
1,42 � �10 64

( , , , )1 36 10 1 47 1064 64� �� �
6,78 �10209

(6,51 �10209, 7,05 �10209)
23 068 1,3

165 4
6,99 � �10 69

( , , , )6 71 10 7 27 1069 69� �� �
3,79 �10227

(3,64 �10227, 3,94 �10227)
19 538 1,0

175 5
3,44 � �10 73

( , , , )3 27 10 3 61 1073 73� �� �
3,87 �10245

(3,67 �10245, 4,06 �10245)
18 204 0,87

185 5
1,85 � �10 77

( , , , )1 76 10 1 95 1077 77� �� �
7,64 �10263

(7,26 �10263, 8,02 �10263)
34 551 0,68

195 5
8,71 � �10 82

( , , , )8 28 10 9 15 1082 82� �� �
2,26 �10282

(2,15 �10282, 2,37 �10282)
56 915 0,57

205 5
4,02 � �10 86

( , , , )3 82 10 4 22 1086 86� �� �
1,09 �10301

(1,04 �10301, 1,15 �10301)
67 720 0,46



Ïàðàìåòð c ïîäáåðåì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ N

� ( )P Q cN N	

è ïðè ýòîì � N 	 const . Ïîëîæèì

� N
N

N

N

N

a

a

P

P
c N� � �� �10 10 10 55 65 195

�

�
exp{ }, , , ... , .

Òîãäà

� � exp ( )P P ckN

j

k

j� �
�

��55

1

45 10 10� , N k k� � �55 10 1 2 15, , , ... , .
(4)

Ïîäáåðåì ïàðàìåòð c òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî N , âñå � N

áûëè êàê ìîæíî áëèæå ê 1 ñëåâà. Òàêèì çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ c � 0 9825, (ñîîòâåò-

ñòâóþùèå çíà÷åíèÿ � N ïðèâåäåíû â òàáë. 3).

Ïîñêîëüêó � N � 1 ïðè N � 85, èç ñîîòíîøåíèÿ (4) ïîëó÷èì: ïðè N � 75

P P P NN NU
� � � � � �( ) � exp { , ( )} , exp { ,appr

75 0 9825 75 268 99 0 9825N}. (5)

Àíàëîãè÷íî ñòðîèì íèæíþþ îöåíêó. Ïîäáåðåì ïàðàìåòð c òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî N , âñå � N áûëè êàê ìîæíî áëèæå ê 1 ñïðàâà. Òàêèì

çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ c � 0 9985, (ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ � N ïðèâåäåíû â òàáë. 4).

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì (4), ïîëó÷èì: ïðè N � 75

P P P NN NL
� � � � � �( ) � exp { , ( )} , exp { ,appr

75 0 9985 75 893 08 0 9985N}. (6)

Âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè (5), (6) ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü ãðàíèöû äëÿ ïàðàìåò-

ðà c c: , ,0 9825 0 9985� � . Â òî æå âðåìÿ ïðè c � 0 9985, íàáëþäàåòñÿ ìîíîòîííîå óáû-

âàíèå � N ïðè N � 175 (òàáë. 4), ÷òî ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âåðõíÿÿ ãðàíèöà

äëÿ c ìîæåò áûòü ðàñøèðåíà.

Â òàáë. 5 èññëåäóåòñÿ òî÷íîñòü âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê P P
NL NU
( ) (,appr appr) .

Ïðèâåäåííûå ÷èñëåííûå äàííûå ñâèäåòåëüñòâóþò î âûñîêîé òî÷íîñòè êàê âåðõ-

íèõ, òàê è íèæíèõ îöåíîê, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïðîãíîçèðîâàòü çíà÷åíèå PN ïðè

N � 75.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ðåàëüíûì èíñòðóìåíòîì, ïîçâîëÿ-

þùèì ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ çàòðàòàõ âðåìåíè ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ îöåíèâàòü

âåðîÿòíîñòü PN âûáîðà «õîðîøåé» ïåðåñòàíîâêè ïðè N � 205. Âåðõíèå è íèæíèå

îöåíêè (5), (6) ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îöåíèâàíèÿ PN ïðè çíà÷èòåëüíî á�ëü-

øèõ çíà÷åíèÿõ N .
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Ò à á ë è ö à 3

N �N N �N N �N

55 1,0764 105 0,9557 155 0,9128

65 1,0485 115 0,9638 165 0,9106

75 1,0061 125 0,9289 175 0,9961

85 0,9996 135 0,9498 185 0,8695

95 0,9584 145 0,9219 195 0,8527

Ò à á ë è ö à 4

N �N N �N N �N

55 1,2632 105 1,1216 155 1,0712

65 1,2304 115 1,1310 165 1,0686

75 1,1807 125 1,0901 175 1,1689

85 1,1730 135 1,1146 185 1,0204

95 1,1247 145 1,0819 195 1,0006



Àâòîð ãëóáîêî áëàãîäàðåí àêàäåìèêó ÍÀÍ Óêðàèíû È.Í. Êîâàëåíêî çà ïðè-
âëå÷åíèå âíèìàíèÿ ê óêàçàííîé ïðîáëåìå è êðèòè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ, ñïîñîáñòâîâàâ-
øèå óëó÷øåíèþ ñòàòüè.
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Ò à á ë è ö à 5

N �, % P
NL

( )appr �P
N

, � ( � , )P
N

� P
NU

( )appr

85 1 1,23 � �10 34 1,46 � �10 34

(1,44 � �10 34, 1,47 � �10 34)
1,46 � �10 34

95 2 5,69 � �10 39 7,87 � �10 39

(7,72 � �10 39, 8,03 � �10 39)
7,87 � �10 39

105 2 2,62 � �10 43 4,08 � �10 43

(4,00 � �10 43, 4,16 � �10 43)
4,23 � �10 43

115 3 1,21 � �10 47 2,11 � �10 47

(2,05 � �10 47, 2,17 � �10 47)
2,29 � �10 47

125 3 0,56 � �10 51 1,10 � �10 51

(1,07 � �10 51, 1,13 � �10 51)
1,24 � �10 51

135 3 2,56 � �10 56 5,52 � �10 56

(5,36 � �10 56, 5,69 � �10 56)
6,70 � �10 56

145 4 1,18 � �10 60 2,84 � �10 60

(2,72 � �10 60, 2,95 � �10 60)
3,62 � �10 60

155 4 0,55 � �10 64 1,42 � �10 64

(1,36 � �10 64, 1,47 � �10 64)
1,96 � �10 64

165 4 2,51 � �10 69 6,99 � �10 69

(6,71 � �10 69, 7,27 � �10 69)
10,60 � �10 69

175 5 1,16 � �10 73 3,44 � �10 73

(3,27 � �10 73, 3,61 � �10 73)
5,73 � �10 73

185 5 0,53 � �10 77 1,85 � �10 77

(1,76 � �10 77, 1,95 � �10 77)
3,10 � �10 77

195 5 2,46 � �10 82 8,71 � �10 82

(8,28 � �10 82, 9,15 � �10 82)
16,76 � �10 82

205 5 1,13 � �10 86 4,02 � �10 86

(3,82 � �10 86, 4,22 � �10 86)
9,07 � �10 86


