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Прогнозирование электрострикционных свойств

стохастических двухкомпонентных материалов

The method of conditional moments is developed for the effective electrostriction, a nonlinearly

electromechanical effect in inhomogeneous two-component materials. The explicit expressions

for an isotropic composite containing spherical isotropic inclusions are given. The influence of

the volume fraction of inclusions and the stiffness and electrostrictive properties of a composite

material on the effective electrostrictive coefficients are illustrated numerically and discussed.

Исследование электромеханических явлений отражено в работах [1–4]. Наиболее полно
представлен в различных работах пьезоэлектрический эффект, являющий собой линейную
зависимость напряженности электрического поля и деформации.

Электрострикция присутствует во всех материалах (диэлектриках) и носит парный не-
линейный электромеханический характер. Электрострикция представляет собой деформа-
цию твердых, жидких и газообразных диэлектриков в электрическом поле, обусловленную
их поляризацией и пропорциональная квадрату напряженности электрического поля. Квад-
ратичная зависимость деформации от напряженности поля означает, в частности, что знак
электрострикции (т. е. расширяется или сжимается вещество в электрическом поле) не зави-
сит от направления поля. В переменном поле в результате электрострикции механические
колебания происходят с частотой, вдвое большей, чем частота поля.

В настоящее время представляют интерес ферроэлектрические материалы, которые
имеют сравнительно большую электрострикцию и используются в электроактивных сен-
сорах и возбуждающих приборах. С другой стороны, в микроэлектронике, где разрушение,
вызванное электромагнитным полем, представляет определенный риск, существует потреб-
ность в материалах с эффектом нулевой электрострикции. Это обусловливает развитие
теоретических подходов в исследовании нелинейных электромеханических эффектов в не-
однородных материалах. Следует отметить работы Ce-Wen Nan, G. J. Weng [5], в которых
определяются эффективные электрострикционные и магнитострикционные свойства ком-
позитных материалов на основе метода самосогласования, точность и применимость кото-
рого существенно зависит от структуры материала.

В настоящей работе излагаются теоретические основы прогнозирования эффективных
свойств электрострикции двухкомпонентного стохастически неоднородного материала на
основе метода условных моментов, строгость и применимость которого не требует ограни-
чений на структуру материала.

1. Постановка задачи. Представим композитный материал стохастической структу-
ры, который обладает эффектом электрострикции, как микронеоднородную среду, в про-
извольной точке которой имеют место уравнения состояния

σij = λijmnεmn − pkrijEkEr,

Dk = χkrEr + 2pkrijεijEr,

pkrij = λkrmnemnij ,

(1)
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где тензоры напряжений σij и деформаций εmn, а также вектор индукции Dk и вектор
напряженности электрического поля Ek являются неизвестными случайными функция-
ми координат, а тензоры модулей упругости λijmn, диэлектрической проницаемости χkr

и коэффициентов электростикции emnij — заданные случайные, статистически однородные
функции координат. Если макрообъем такого материала находится в условиях однородно-
го внешнего нагружения (механического и электрического), то возникающие в нем поля
σij, εmn, Dk и Ek будут статистически однородными случайными функциями координат
и удовлетворяют свойству эргодичности. Тогда макроскопические напряжения 〈σij〉, ин-
дукции 〈Dk〉, деформации 〈εmn〉 и напряженности 〈En〉 совпадают с соответствующими
математическими ожиданиями в некоторой точке и между ними имеют место соотношения

〈σij〉 = λ∗

ijmn〈εmn〉 − p∗krij〈Ek〉〈Er〉,

〈Dk〉 = χ∗

kr〈Er〉 + 2p∗krij〈εij〉〈Er〉,

p∗ijmn = λ∗

ijpqe
∗

pqmn,

(2)

где λ∗

ijmn, χ∗

kr и e∗pqmn — тензоры эффективных упругих, диэлектрических и электрострик-
ционных постоянных. Нахождение тензоров эффективных постоянных представляет собой
сложную задачу из-за нелинейности уравнений (2) и связности полей переменных в этих
уравнениях. Проводя статистическое усреднение (1) в некоторой точке макрообъема и пре-
небрегая флуктуациями микродеформаций и микронапряженностей электрического поля
в пределах компонента, получим выражения

〈σij〉 =

2
∑

k=1

ck(λ
k
ijmn〈ε

k
mn〉 − pk

mnij〈E
k
m〉〈Ek

n〉),

〈Di〉 =

2
∑

k=1

ck(χ
k
ij〈E

k
j 〉 + 2pk

ijmn〈ε
k
mn〉〈E

k
j 〉),

(3)

где ck, λk
ijmn, pk

ijmn = λk
ijpqe

k
pqmn, χk

ij — соответственно объемная концентрация и тензоры

электроупругих постоянных k-го компонента, 〈εk
mn〉, 〈E

k
j 〉 — средние по k-му компоненту

соответственно тензор деформации и вектор напряженности электрического поля, которые
вследствие эргодичности совпадают с условными одноточечными математическими ожида-
ниями соответствующих параметров.

Для нахождения эффективных свойств электрострикционных материалов воспользуем-
ся стохастическими уравнениями равновесия

σij,j = 0; Dk,k = 0 (4)

и соотношениями

εij = u(i,j) =
1

2
(u(i,j) + u(j,i)); Ei = −ϕ,i, (5)

которые связывают деформации εij и напряженность Ei с перемещениями ui и потенциа-
лом электрического поля ϕ. Представляя случайные поля перемещений и электрического
потенциала как суммы математических ожиданий и флуктуаций

ui = 〈εij〉xj + u0
i , φ = −〈Ek〉xk + φ0, (6)

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2008, №4 73



приведем уравнения равновесия (4) с учетом (1) к виду

λc
ijββu0

α,jβ + [λ′

ijαβεαβ − pkrijEkEr],j = 0;

χc
krφ

0
,kr + [χ′

krEr + 2pkrijεijEr],k = 0,
(7)

где λc
ijαβ, χc

ij — соответственно тензоры модулей упругости и диэлектрической проницаемос-
ти для тела сравнения, λ′

ijαβ = λijαβ −λc
ijαβ; χ′

kr = χkr −χc
kr. При этом, поскольку размеры

макрообъема значительно превосходят размеры микронеоднородностей, то его рассматри-
вают как бесконечную среду. Поэтому граничные условия для флуктуаций на бесконечно
удаленной границе s будут такими:

u0
i

∣

∣

s
= 0, φ0

∣

∣

s
= 0. (8)

С помощью функций Грина для бесконечной области V , удовлетворяющих уравнениям

λc
ijmnGmk,jn(x(1)

r − x(2)
r ) + δ(x(1)

r − x(2)
r )δik = 0;

χc
ijG,ij(x

(1)
r − x(2)

r ) + δ(x(1)
r − x(2)

r ) = 0,
(9)

краевую задачу (7), (8) приведем к стохастическим интегральным уравнениям относительно
деформаций и напряженностей электрического поля

ε
(1)
ij = 〈εij〉 + Kijpq(x

(1)
i − x

(2)
i )[(λ

(2)
pqαβ − λc

pqαβ)ε
(2)
αβ − pαβpqE

(2)
α E

(2)
β ],

E
(1)
i = 〈Ei〉 − Nij(x

(1)
i − x

(2)
i )[(χ

(2)
jn − χc

jn)E(2)
n + 2pjrpqE

(2)
r ε(2)

pq ].
(10)

Здесь действие интегральных операторов определяется соотношениями

Kijpq(x
(1)
r − x(2)

r )φ(2) =

∫

V (2)

G(ip,j)q(x
(1)
r − x(2)

r )(φ(2) − 〈φ〉) dV (2);

Nij(x
(1)
r − x(2)

r )φ(2) =

∫

V (2)

G,ij(x
(1)
r − x(2)

r )(φ(2) − 〈φ〉) dV (2),

(11)

причем индекс в круглых скобках вверху обозначает соответствующую точку пространства.
Для определения средних по компонентам деформаций 〈εk

ij〉 и напряженностей 〈Ek
i 〉

усредним уравнения (10) по условной плотности распределения f(ε
(1)
ij , ε

(2)
ij , E

(1)
i , E

(2)
i , λ

(2)
ijmn,

p
(2)
ijmn, χ

(2)
ij | ν(1)) и, пренебрегая флуктуациями деформаций и напряженностей электричес-

кого поля в пределах компонента, получим в двухточечном приближении систему алгебра-
ических уравнений относительно средних по компонентам деформаций и напряженностей
электрического поля

〈εν
ij〉 = 〈εij〉 +

2
∑

k=1

Kνk
ijpq(λ

′k
pqmn〈ε

k
mn〉 − pk

mnpq〈E
k
m〉〈Ek

n〉);

〈Eν
i 〉 = 〈Ei〉 +

2
∑

k=1

Nνk
ij (χ′k

jn〈E
k
n〉 + 2pk

jnpq〈E
k
n〉〈ε

k
pq〉) (ν = 1, 2),

(12)
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где матричные операторы Kνk
ijpq, Nνk

ij определяются, согласно (11), выражениями

Kνk
ijpq = Kijpq(x

(1)
r − x(2)

r )Pνk(x
(1)
r − x(2)

r );

Nνk
ij = Nij(x

(1)
r − x(2)

r )Pνk(x(1)
r − x(2)

r ).

(13)

Вероятности перехода Pνk(x
(1)
r − x(2)

r ) = f(
(2)
k | (1)

ν ) представляют собой вероятности перехо-

да из ν-компонента в точке x(1)
r в k-компонент в точке x(2)

r и зависят от формы структурных
элементов и их ориентации. Для двухкомпонентного материала вероятности перехода име-
ют вид

Pνk(x) = ck + (δνk − ck)Φνk(x), (14)

где Φνk — корреляционная функция, удовлетворяющая условиям Φ(0) = 1, Φ(∞) = 0.
Решение системы нелинейных алгебраических уравнений (12) естественно строить ме-

тодом итераций, для чего преобразуем ее к виду

[

Iijmn − K11
ijpq(λ

1
pqmn − λc

pqmn) +
c1

c2
K12

ijpq(λ
2
pqmn − λc

pqmn)

]

〈ε1
mn〉 =

=

[

Iijmn +
1

c2
K12

ijpq(λ
2
pqmn − λc

pqmn)

]

〈εmn〉 −

2
∑

k=1

K1k
ijpqp

k
mnpq〈E

k
m〉〈Ek

n〉;

[

δin − N11
ij (χ1

jn − χc
jn) +

c1

c2
N12

ij (χ2
jn − χc

jn)

]

〈E1
n〉 =

=

[

δin +
1

c2
N12

ij (χ2
jn − χc

jn)

]

〈En〉 + 2

2
∑

k=1

N1k
ij pk

jrpq〈E
k
r 〉〈ε

k
pq〉,

(15)

где Iijαβ, δin — единичные тензоры.
Выражая средние по компоненту деформации и напряженности электрического поля из

уравнения (15), получим следующие зависимости:

〈ε1
αβ〉 = B1

αβij

[

(

Iijmn +
1

c2
K12

ijpqλ
′

pqmn

)

〈εmn〉 −
2
∑

k=1

K1k
ijpqp

k
mnpq〈E

k
m〉〈Ek

n〉

]

;

〈ε2
αβ〉 = B2

αβij

[

(

Iijmn +
1

c1
K21

ijpqλ
′1
pqmn

)

〈εmn〉 −

2
∑

k=1

K2k
ijpqp

k
mnpq〈E

k
m〉〈Ek

n〉

]

;

〈E1
m〉 = S1

mi

[

(δin +
1

c2
N12

ij χ′

jn)〈En〉 + 2

2
∑

k=1

N1k
ij pk

jrpq〈E
k
r 〉〈ε

k
pq〉

]

;

〈E2
m〉 = S2

mi

[

(δin +
1

c1
N21

ij χ′1
jn)〈En〉 + 2

2
∑

k=1

N2k
ij pk

jrpq〈E
k
r 〉〈ε

k
pq〉

]

,

(16)

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2008, №4 75



где матричные операторы B1
αβij , B2

αβij , S1
nq, S2

nq определяются соотношениями

[

Iijmn − K11
ijpqλ

′1
pqmn +

c1

c2
K12

ijpqλ
′2
pqmn

]

B1
mnαβ = Iijαβ;

[

Iijmn − K22
ijpqλ

′2
pqmn +

c2

c1
K21

ijpqλ
′1
pqmn

]

B2
mnαβ = Iijαβ;

[

δin − N11
ij χ′1

jn +
c1

c2
N12

ij χ′2
jn

]

S1
nq = δiq;

[

δin − N22
ij χ′2

jn +
c2

c1
N21

ij χ′1
jn

]

S2
iq = δiq.

(17)

Представим (16) в виде

〈ε1
αβ〉 = A1

αβmn〈εmn〉 − B1
αβij

2
∑

k=1

K1k
ijpqp

k
mnpq〈E

k
m〉〈Ek

n〉;

〈ε2
αβ〉 = A2

αβmn〈εmn〉 − B2
αβij

2
∑

k=1

K2k
ijpqp

k
mnpq〈E

k
m〉〈Ek

n〉;

〈E1
m〉 = C1

mn〈En〉 + 2S1
mi

2
∑

k=1

N1k
ij pk

jrpq〈E
k
r 〉〈ε

k
pq〉;

〈E2
m〉 = C2

mn〈En〉 + 2S2
mi

2
∑

k=1

N2k
ij pk

jrpq〈E
k
r 〉〈ε

k
pq〉,

(18)

где

A1
αβmn = B1

αβij

(

Iijmn+
1

c2
K12

ijpqλ
′2
pqmn

)

; A2
αβmn = B2

αβij

(

Iijmn+
1

c1
K21

ijpqλ
′1
pqmn

)

;

C1
mn = S1

mi

(

δin +
1

c2
N12

ij χ′2
jn

)

; C2
mn = S2

mi

(

δin +
1

c1
N21

ij χ′1
jn

)

.

(19)

Если в (19) пренебречь нелинейными слагаемыми, то получим решение в нулевом при-
ближении с линейной зависимостью средних по компонентам параметров 〈εk

mn〉, 〈Ek
j 〉 от

макропараметров 〈εmn〉, 〈Ej〉. Подставляя затем его в нелинейные слагаемые, приходим
к решению в первом приближении

〈ε1
αβ〉 = A1

αβmn〈εmn〉 − B1
αβij

2
∑

k=1

K1k
ijpqp

k
mnpqC

k
mδC

k
nγ〈Eδ〉〈Eγ〉;

〈ε2
αβ〉 = A2

αβmn〈εmn〉 − B2
αβij

2
∑

k=1

K2k
ijpqp

k
mnpqC

k
mδC

k
nγ〈Eδ〉〈Eγ〉;

〈E1
m〉 = C1

mn〈En〉 + 2S1
mi

2
∑

k=1

N1k
ij pk

jrpqC
k
rγAk

pqαβ〈E
k
γ 〉〈ε

k
αβ〉;

(20)
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〈E2
m〉 = C2

mn〈En〉 + 2S2
mi

2
∑

k=1

N2k
ij pk

jrpqC
k
rγAk

pqαβ〈E
k
γ 〉〈ε

k
αβ〉.

Подставляя (20) в (3) и ограничиваясь квадратичными зависимостями, получим

〈σij〉 =

2
∑

ν=1

cν

[

λν
ijαβ(Aν

αβmn〈εmn〉 − Bν
αβrs

2
∑

k=1

Kνk
rspqp

k
mnpqC

k
mδC

k
nγ〈Eγ〉〈Eδ〉) −

− pν
αβijC

ν
αγCν

βδ〈Eγ〉〈Eδ〉

]

,

〈Di〉 =
2
∑

ν=1

cν

[

χν
im(Cν

mj〈Ej〉 + 2Sν
mn

2
∑

k=1

Nνk
ns pk

srpqC
k
rγAk

pqαβ〈Eγ〉〈εαβ〉) +

+ 2pν
impqC

ν
mγAν

pqαβ〈Eγ〉〈εαβ〉

]

.

(21)

Тогда, сравнивая (2) и (21), находим выражения для эффективных упругих, электрострик-
ционных и диэлектрических модулей

λ∗

ijmn =
2
∑

ν=1

cνλν
ijαβAν

αβmn, χ∗

ij =
2
∑

ν=1

cνχν
imCν

mj ,

p∗γδij =
2
∑

ν=1

cν

(

pν
αβijC

ν
αγCν

βδ + λν
ijαβBν

αβrs

2
∑

k=1

Kνk
rspqp

k
mnpqC

k
mγCk

nδ

)

,

p∗ijαβ =
2
∑

ν=1

cν

(

pν
impqC

ν
mjA

ν
pqαβ + χν

imSν
mn

2
∑

k=1

Nνk
ns pk

srpqC
k
rjA

k
pqαβ

)

.

(22)

Как видим, эффективные электрострикционные постоянные определяются двумя раз-
личными формулами, которые в случае абсолютно точного решения должны приводить
к одинаковым результатам. Однако, так как решение строится на некоторых упрощающих
допущениях, то в общем случае результаты, полученные на основе различных формул, мо-
гут не совпадать. Формулы (22) справедливы для материала произвольного типа симметрии
и произвольной формы компонентов. Отметим, что выражения (18) позволяют определить
средние деформации и напряженности в компонентах, что дает возможность, используя те
или иные для компонентов, прогнозировать прочностные свойства материалов.

2. Изотропные материалы. Рассмотрим композитный материал, представляющий
собой изотропную матрицу и изотропные квазисферические включения. В этом случае тен-
зоры модулей упругости, электрострикции, диэлектрической проницаемости, компонентов
тела сравнения, а также вероятности перехода имеют вид

λk
ijmn = λkδijδmn + 2µkIijmn; pk

ijmn = pkδmnδij + 2qkIijmn; χk
jn = χkδjn;

λc
ijmn = λcδijδmn + 2µcIijmn; χc

ij = χcδij (k = 1, 2),

Pνk(xr) = ck + (δνk − ck) exp

(

−
8

π2c2R

√

x2
1 + x2

2 + x2
3

)

(ν = 1, 2),

(23)
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где λk, µk, χk, pk, qk — модули упругости, диэлектрические проницаемости и постоянные
электрострикции соответственно; λc, µc, χc — модули упругости и диэлектрические про-
ницаемости тела сравнения; R — радиус квазисферических включений. Тогда матричные
операторы Kijpq, Nij из (13) определяются формулами

Kijpq = aδpqδij + 2bIijpq, Nij = rδij,

a =
λc + µc

15µc(λc + 2µc)
, b = −

3λc + 8µc

30µc(λc + 2µc)
, r = −

1

3χc
.

(24)

Соотношения (19), (22), (24) определяют эффективные постоянные упругости, диэлект-
рической проницаемости и электрострикции двухкомпонентного композитного материала
с изотропной матрицей и изотропными сферическими включениями. Тело сравнения сле-
дует взять в следующем виде:

λc +
2

3
µc = Kc =











〈K〉, если K1 − K2 6 0,

〈1〉

〈K〉
, если K1 − K2 > 0,

µc =



















〈µ〉, если µ1 − µ2 6 0,

〈1〉
〈

1

µ

〉 , если µ1 − µ2 > 0,

χc =

{

〈χ〉, если χ1 − χ2 6 0,

〈χ−1〉−1, если χ1 − χ2 > 0.

(25)

Здесь K1 = λ1 + 2µ1/3, µ1, χ1, K2 = λ2 + 2µ2/3, µ2, χ2 — объемные модули, модули сдвига
и диэлектрические проницаемости соответственно включений и матрицы.

Представим выражения для электрострикционных модулей из (23) в виде

pk
ijmn = pkδijδmn+ 2qkIijmn = (3pk+ 2qk)Vijmn+ 2qkDijmn = 3skVijmn+ 2qkDijmn;

3sk = 3pk + 2qk, Dijmn = Iijmn −
1

3
δijδmn, Vijmn =

1

3
δijδmn.

(26)

Тогда, исходя из (24), можно записать

Kνk
ijpqp

k
pqmn = (δνk − ck)(9dskVijmn + 4bqkDijmn);

Nνk
ij pk

jrpq = (δνk − ck)rp
k
jrpq = (δνk − ck)r(3skVmrpq + 2qkDijmn),

(27)

где 3d = 3a + 2b.
В результате, с учетом (22), (23), (27) получим следующие выражения для эффективных

постоянных изотропного материала:

λ∗

ijmn = 3K∗Vijmn + 2µ∗Dijmn; p∗ijmn = 3s∗Vijmn + 2q∗Dijmn; χ∗

ij = χ∗δij ;
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Рис. 1 Рис. 2

K∗ =

2
∑

ν=1

cνKν(1 − 9dK ′

3−ν)

1 − 9dK ′
; µ∗ =

2
∑

ν=1

cνµν(1 − 4bµ′

3−ν)

1 − 4bµ′
;

s∗ =

2
∑

k=1

cksk
1 − 9d(K3−k − Kc)

1 − 9dK ′

(

1 − rχ′

3−k

1 − rχ′

)2

;

q∗ =
2
∑

k=1

ckqk
1 − 4b(µ3−k − µc)

1 − 4bµ′

(

1 − rχ′

3−k

1 − rχ′

)2

.

(28)

Аналогичный результат получим, воспользовавшись второй формулой (22) для эффектив-
ного модуля p∗ijmn. При этом

K ′ = c1K2 + c2K1 − Kc, Ki = λi +
2

3
µi, Kc = λc +

2

3
µc, K ′

i = Ki − Kc,

λ′

k = λk − λc, µ′

k = µk − µc.

3. Числовой пример. Рассмотрим композитный материал со следующими свойствами,
изотропную матрицу с характеристиками

λ2 = 3 ГПа, µ2 = 1,5 ГПа,
χ2

χ0
= 10,

p2 = 1,587 · 10−20 м2/B2, q2 = −1,27 · 10−20 м2/B2

и включения с характеристиками

λ1 = 65 ГПа, µ1 = 25 ГПа,
χ1

χ0
= 104,

p1 = −0,78 · 10−16 м2/B2, q1 = 5,1 · 10−16 м2/B2.

На рис. 1 представлена зависимость эффективного электрострикционного модуля q∗

от концентрации включений при различных значениях электрострикционного модуля q1
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Рис. 3

включений. Для больших значений модуля q1 с увеличением концентрации включений от-
мечается более медленный рост значения эффективного электрострикционного модуля q∗.
На рис. 2 показана зависимость эффективного электрострикционного модуля p∗ от концент-
рации включений при различных значениях электрострикционного модуля p1 включений.
Для абсолютного по величине значения модуля p∗ наблюдается такая же зависимость, как
и для q∗. Значение эффективных модулей существенно зависит от концентрации включе-
ний, а для концентрации включений начиная с c1 = 0,4 существенно зависит от значений
электрострикционных модулей включений. Зависимости эффективного электрострикцион-
ного модуля q∗ от концентрации включений c1 при различных значениях относительной
диэлектрической проницаемости χ1/χ0 включений приведены на рис. 3. Из них видно, что
значения эффективного модуля q∗ существенно зависят от относительной диэлектрической
проницаемости χ1/χ0 для всех концентраций включений c1.
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