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ОБОБЩЕНИЕ МЕТОДА РОДИОНОВА ДЛЯ РАСЧЕТА 

ОДНОМЕРНЫХ ТЕЧЕНИЙ ЖИДКОСТИ С РАЗНОЙ СИММЕТРИЕЙ 
У статті метод Родіонова узагальнений для розрахунку одновимірних ізоентропічних 

течій ідеальної стисливої рідини з осевою та центральною симетрією, які часто виникають 

при підводному електричному розряді. Проведено апроксимацію другого порядку точності 

найбільш поширених для таких задач граничних умов на границях типів: стінка, вільна по-

верхня, парогазова порожнина. Для верифікації методу були розв’язані дві тестові задачі, 

на прикладі яких проведено порівняння метода Родіонова з іншими методами. 

 

GENERALIZATION OF RODIONOV METHOD FOR COMPUTATION OF  

1D LIQUID FLOWS WITH DIFFERENT SYMMETRY 
In this paper Rodionov’s method is generalized for computation of 1D isentropic flows of 

ideal compressible liquid with axial and central symmetry, which frequently arise at the underwa-

ter electric discharge. Second order approximation of the most widespread for such problems 

boundary conditions on such boundaries as wall, free surface and fallow cavity. For method veri-

fication two test problems have been solved. On example of these problems Rodionov’s method 

was compared with other methods. 

 

Введение. 

Гидроимпульсные технологии, основанные на использовании энергии 

подводного электрического разряда, получили широкое применение в про-

мышленности для очистки трубопроводов; разрушения бетонных блоков и 

негабаритов; очистки поверхности судов от органических и минеральных от-

ложений, обработке металлов и т.д. В настоящее время актуальной является 

проблема изучения физических процессов, возникающих при подводном 

электрическом разряде, с целью обоснования рациональных параметров обо-

рудования и технологического процесса [1]. Как правило, подводный элек-

трический разряд сопровождается образованием парогазовой полости с избы-

точным давлением, которая, действуя при расширении подобно поршню, по-

рождает интенсивное движение жидкости. Базовым методом исследования 

подобных процессов является численное моделирование [2]. 

Существует множество численных методов для решения гидродинамических 

задач, каждый из которых обладает своими преимуществами и недостатками, оп-

ределяющими область его эффективного применения. Многолетняя практика 

проведения численных расчетов газодинамических течений позволила сформу-

лировать следующие требования к численным методам: монотонность, однород-

ность, консервативность, высокий порядок аппроксимации, экономичность [3-5]. 

Широкое применение для расчета газодинамических течений получил метод Го-

дунова [6]. Метод обладает свойствами однородности, монотонности консерва-

тивности, позволяет проводить расчеты на нерегулярных и подвижных сетках, 

легко адаптируется для расчета течений с любой симметрией, квазиодномерных и 
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многомерных течений, но имеет один существенный недостаток – первый поря-

док аппроксимации. Из-за этого недостатка для получения необходимой точности 

расчета зачастую требуется существенная детализация сетки, что вызывает боль-

шие затраты машинного времени. 

Для повышения точности расчетов динамики полости в работе [7] применен 

метод потенциала, описанный Галиевым [8]. Метод обладает вторым порядком 

аппроксимации и позволяет проводить расчеты с очень высокой скоростью. Од-

нако метод не монотонный и ограничен рамками линейной акустики.  

Известны работы по модернизации метода Годунова для повышения его 

точности В.П. Колгана, А.Н. Крайко, А.В. Родионова, Н.И. Тилляевой [9-12]. 

Удачным оказался метод, предложенный Родионовым для расчета течений 

газа [11]. Метод обладает свойствами однородности, монотонности, консер-

вативности, позволяет проводить расчеты на нерегулярных и подвижных сет-

ках, легко обобщается на квазиодномерные течения и одномерные течения с 

любой симметрией. Метод Родионова основан на идеях метода Годунова, что 

позволяет легко переделать имеющиеся программы расчета методом Годуно-

ва, а благодаря второму порядку аппроксимации можно значительно повы-

сить точность расчетов без дополнительной детализации сетки. Повышение 

порядка аппроксимации по координате достигается за счет замены кусочно-

постоянного распределения параметров кусочно-линейным, а по времени – за 

счет выполнения пересчета предиктор-корректор. Сохранение монотонности 

обеспечивается выполнением принципа минимума производной [9]. В отли-

чие от схемы Колгана, схема Родионова устойчива при числе Куранта 1k . 

В оригинальной статье метод Родионова применен для расчета течений 

идеального сжимаемого газа. В работе [13] метод адаптирован для расчета 

квазиодномерных изоэнтропических течений идеальной сжимаемой жидкости 

и применен для расчета внутренней баллистики гидропушки. В настоящей 

работе метод обобщен для расчета одномерных изоэнтропических течений 

идеальной сжимаемой жидкости с осевой и центральной симметрией, кото-

рые часто возникают при подводном электрическом разряде. Проведена ап-

проксимация наиболее распространенных для таких задач граничных усло-

вий: стенка, движущаяся с заданной скоростью tu , свободная поверхность и 

парогазовая полость, скорость движения которых заранее неизвестна и опре-

деляется в ходе решения. Проведена верификация метода на примере расчета 

динамики цилиндрической и сферической парогазовой полости, а так же 

оценка экономичности метода по сравнению с методом Годунова. 

1. Физическая и математическая постановка задачи. 

Для расчета динамики парогазовой полости при подводном электрическом 

разряде хорошо себя зарекомендовала модель, в которой вода считается иде-

альной и сжимаемой, а течение – изоэнтропическим. Зачастую такие задачи 

обладают осевой либо центральной симметрией, что позволяет использовать 

для расчета одномерную постановку. Уравнения, описывающие одномерное 

движение воды с разной симметрией, можно записать в виде [14]: 
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где t, r - время и координата; u p,  - скорость, давление и плотность; 

5,304B  МПа, 15,7n  и 
0
 = 1000 кг/м

3
 – постоянные в уравнении состоя-

ния воды в форме Тэта. N = 0, 1, 2 - для движений с плоской, осевой и цен-

тральной симметрией. 

Расчетная область может быть ограничена границами следующих типов:  

 неподвижная стенка (например, жесткая оболочка, ограничивающая объ-

ем жидкости). В этом случае на границе выполняется граничное условие 

 

  0tU ,      (2) 

 

где tU  - скорость жидкости на границе. 

 подвижная стенка, движущаяся по заданному закону. Примером такой 

границы может служить граница раздела парогазовой полости и жидкости, в 

случае, если задан закон перемещения границы tR
k

, который может быть 

взят из эксперимента по скоростному фотографированию развития полости 

при подводном электрическом разряде. Скорость жидкости на границе равна 

скорости границы и граничное условие имеет вид 

 

  
dt

tdR
tU k ,     (3) 

 

свободная поверхность с заданным давлением. Давление жидкости на гра-

нице равно давлению окружающей среды, чаще всего – атмосферному, ско-

рость заранее неизвестна и определяется в ходе решения задачи. Граничное 

условие имеет вид 

 

  
a

ptP ,      (4) 

граница парогазовой полости, которая является контактной поверхностью 

и на ней выполняются условия 

 

 
k

k ptP
dt

dR
tU , ,    (5) 

 

где kR  - радиус полости, kp  - давление газа в полости.  

При решении задач с граничным условием такого типа часто используется 
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допущение о квазистационарности динамики полости [1]. В этом случае, 

расширение полости описывается уравнением баланса энергии в виде 

 

  tN
dt

Vpd

dt

dV
p

k

kkk

k
1

,   (6) 

с начальными условиями 

00 kk pp ,   00 kk VV , 

 

где kp , 0kp  и kV  и 0kV  - текущие и начальные значения давления и объема 

газа полости, tN
k

 - подводится мощность, 26,1  - показатель адиабаты 

газа в полости.  

2. Аппроксимация уравнений методом Родионова. 

Запишем разностную аппроксимацию уравнений (1) методом Родионова 

для подвижной сетки в виде 
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где t  – шаг по времени, 
m

ii

m

i
rrr

121
 - шаг сетки по координате на мо-

мент времени m
t ; trrW

m

i

m

ii
/

1
 - скорость движения i – го узла сетки. 

Большими буквами R, U, P - обозначены параметры, которые рассчитываются 

на границах ячеек при решении обобщенной задачи Римана, или, на границах 

расчетной области из граничных условий. Параметры с целыми индексами i 

определяются в точках с координатами 
i

r , а параметры с полуцелыми индек-

сами 21i  - в точках с координатами 2/
1ii

rr . Нумерация узлов сетки от 

0 до N слева направо. 

Процедуру расчета параметров методом Родионова можно разбить на сле-

дующие этапы.  

1. Определение приращений параметров течения внутри ячейки на осно-

вании принципа минимальной производной Колгана: 
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Рис. 1 - Определение параметров внутри ячейки 

 

Здесь uf ,  - один из параметров течения. Распределение параметров 

по координате в методе Родионова предполагается кусочно-линейным и оп-

ределяется на основании принципа минимальной производной Колгана, как 

показано на рис. 1. 

2. Определение параметров по обе стороны границы ячейки: 
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Здесь верхними индексами R и L отмечены параметры справа и слева от 

границы ячейки с номером i. 

3. Предварительный расчет параметров 
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i
f  через шаг по времени по 

формулам (7), в которых производится замена 
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4. Уточнение параметров по обе стороны от границы ячейки: 
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5. Определение «больших» величин R, U, P на боковых гранях ячейки из 

решения задачи о распаде произвольного разрыва с начальными значениями 

параметров на разрыве 
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. Для изоэнтропического течения из условий 

на характеристиках имеем: 
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где Bpna  - скорость звука в воде. Давление и плотность рассчиты-
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ваются по формулам 
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где 00 nBa  - характерная скорость звука в воде. 

6. Окончательный расчет параметров 1

2/1

m

i
f  по формулам (7) (операция 

корректор).  

Аппроксимация по такому алгоритму имеет второй порядок по времени и 

координате. Шаг по времени ограничен модифицированным условием устой-

чивости Куранта [3] 
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3. Аппроксимация граничных условий. 

Аппроксимация граничных условий, описанных выше, проводилась со 

вторым порядком точности по следующему алгоритму. 

Парогазовая полость. Пусть, для определенности, левая граница расчетной 

области является парогазовой полостью, образованной при подводном элек-

трическом разряде, к которой подводится энергия мощностью tN
k

. Аппрок-

симацию граничных условий (5), (6) на полости проведем в следующем по-

рядке. 

Определение параметров по правую сторону границы по формуле  
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Разложение в ряд Тейлора для этого выражения дает следующую оценку 

погрешности аппроксимации 

 
2

2/12/1

2

2/12/12/10
28/2/ xOffxfxfff

mm

x

m

x

mR  . 

 

Расчет скорости границы ячейки в текущий момент времени из условия на 

характеристике второго семейства 
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Поскольку точность вычисления параметров определяется погрешностью 
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расчета величин m
a

0
 и m

u
0

, а так же погрешностью, связанной с приближенным 

решением задачи Римана [4], то для оценки погрешности имеем 
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Скорость звука на границе 
m

A0  определяется по давлению газа внутри по-

лости 
m
kp . 

Определение положения границы через шаг по времени 
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Оценка погрешности выполнена методом разложения в ряд Тейлора, как 

это было сделано в п. 1. 

Расчет давления внутри полости на следующем временном слое из урав-

нения баланса энергии 
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Уточнение давления внутри полости: 
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Предварительный расчет параметров 
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мулам (7), в которых производится замена 
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Уточнение параметров по правую сторону границы 
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Погрешность вычисления параметров определяется аналогично п. 1. 

Уточнение скорости границы из условий на характеристике второго се-

мейства. 
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Скорость звука на границе 
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полости 
21m

kp . 

Приведенный алгоритм позволяет рассчитывать параметры на границе 

«парогазовая полость - жидкость» со вторым порядком точности. 

Стенка. Рассмотрим левую границу расчетной области, которая представ-

ляет собой стенку, зависимость положения которой от времени tRk  задана 

(в частном случае constRtR kk 0
). В этом случае скорость жидкости на 

границе определяется из граничного условия (3), а скорость звука находится 

по условию на характеристике второго семейства. Давление и плотность на-

ходятся по известной скорости звука из уравнения состояния. Аппроксима-

цию со вторым порядком точности проводим по алгоритму, аналогичному 

описанному выше для полости. Определив параметры по правую сторону 

границы через половину шага по времени, можно рассчитать «большие» ве-

личины по условию на характеристике второго семейства  
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Свободная поверхность. Пусть правая граница расчетной области является 

свободной поверхностью, которая движется с переменной скоростью, зави-

сящей от давления жидкости вблизи границы. Как известно, давление на сво-

бодной поверхности постоянное и равное атмосферному. Отсюда следует, что 

скорость звука на свободной поверхности постоянная и равна 
00

nBa . 

Неизвестная скорость жидкости на свободной поверхности находится по ус-

ловию на характеристике первого семейства по формуле 
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Параметры с левой стороны границы приграничной ячейки через полови-

ну шага по времени определяются по такой же методике, как и для полости. 

4. Тестирование метода. 

Динамика цилиндрической полости. Рассмотрим следующую задачу, возни-

кающую при развальцовке и запрессовке труб с использованием подводного 

электрического разряда. В работе [14] задача была решена методом Годунова, а в 

настоящей работе использовалась для верификации метода Родионова. 

На оси цилиндрического объема радиусом 
c

R , заполненного покоящейся 

жидкостью и ограниченного жесткой оболочкой, происходит электрический 

разряд (рис. 2). Требуется рассчитать движение жидкости. При этом жидкость 

считается идеальной и сжимаемой, ее течение изоэнтропическим. Так же бу-

дем считать, что в начальный момент времени канал разряда полностью 

сформировался и имеет цилиндрическую форму с радиусом 
0k

R . В дальней-

шем он расширяется по заданному закону, сохраняя при этом цилиндриче-
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скую форму. 

 

 
 

1 – оболочка, 2 – вода, 3 – канал разряда 

Рис. 2 – Схема динамики цилиндрической полости 

 

Течение жидкости в принятой постановке описывается системой (1) со 

следующими начальными и граничными условиями: 
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k
Rtu

dt
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Задача решалась для различных законов расширения полости, которые 

взяты из работы [14] в виде 
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Расчет выполнялся методом Родионова на сетке, разрешением 200
~
N  

ячеек, для следующих данных [14]: 232,0
0k

R  мм, 10
c

R  мм, 1,0
0

p  МПа, 

1000
0

 кг/м
3 

5
~

0
A  мм, 

5

0
10

~
B с

-1
. Здесь и далее использовались равно-

мерные подвижные сетки, опирающиеся на границы расчетной области. Шаг 

сеток определялся по формуле NRRh
kc

~
. На рис. 3 представлены зави-

симости давления на границе канала разряда от времени, полученные мето-

дом Годунова (сплошные линии 1 и 2) и методом Родионова (штриховые ли-

нии 3 и 4). Как видно, решения методом Годунова и Родионова хорошо сов-

падают, но при этом размазывание волн методом Родионова значительно 

меньше. 

Динамика сферической полости. Для тестирования метода на задачах с 

центральной симметрией рассчитана динамика сферической парогазовой по-

лости (рис. 4) со следующими условиями. В центре замкнутого сферического 

объема, радиусом 10cR  мм, заполненного покоящейся водой, в результате 

электрического разряда, образуется парогазовая полость, радиусом 
0kR  = 

0,232 мм [14], с давлением 
0kp  = 30 МПа (для расчета течений с такими давле-

ниями можно использовать метод потенциала [7, 8]). Необходимо рассчитать те-

чение жидкости. При этом считалось, что канал разряда в начальный момент 

времени полностью сформирован и имеет сферическую форму, расширение газа 
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происходит квазистационарно и адиабатически, при этом форма полости остается 

сферической.  

 

 
 

Рис. 3 – зависимости давления на границе канала разряда от времени 

 

 
 

Рис. 5 – зависимость радиуса полости от времени 

 

На рис. 5 представлена зависимость радиуса полости от времени. Расчеты 

проводились методом Родионова на сетке 200 ячеек (штриховая кривая) а так же 

методом Годунова (сплошная кривая) и методом потенциала (отмечено кружоч-

ками) на сетках 2000 ячеек. Как видно, решения разными методами хорошо сов-

падают, как для амплитудных значений радиуса, так и для времени пульсаций па-

рогазовой полости.  

5 Оценка экономичности метода Родионова. 

На примере расчета динамики сферической парогазовой полости, рассмот-

ренного выше, была проведена оценка экономичности метода Родионова по 

сравнению с методом Годунова. Для этого сравнивалось расчетное время для по-

лучения решения заданной точности. Для определения точности сравнивались 

максимальный радиус полости 
max

R  и период пульсаций T , полученные разными 

методами. В предыдущих работах по расчету методом Годунова было показано, 

что расчет на сетке с относительным шагом 01,0/
~

0k
Rhh  дает результат вы-

сокой точности [15], поэтому за эталонное было принято решение методом Году-
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нова на сетке 5000 ячеек. Точность расчетов вычислялась по формуле: 

 

5000

5000 , 

 

где TR ,
max

 - один из параметров, индексом 5000 обозначено эталонное 

решение. 

 

 
 

 

Решение методом Родионова проводилось на сетке разрешением 200 яче-

ек. Разрешение сетки при решении методом Годунова подбиралось таким об-

разом, чтобы точность расчета, максимально приближаясь к точности расчета 

методом Родионова, оставалась немного меньше. Для достижения такой точ-

ности методом Годунова потребовалось разрешение сетки 1000 ячеек. При 

этом затраты машинного времени при расчете методом Годунова приблизи-

тельно в 14 раз превышали машинное время на расчет методом Родионова. 

Заключение. 

В настоящей работе метод Родионова обобщен для расчета одномерных 

течений с осевой и центральной симметрией. Проведена аппроксимация гра-

ничных условий со вторым порядком точности на границах типа стенки, сво-

бодной поверхности и парогазовой полости, которые часто встречаются при 

расчете подводного электрического разряда. Метод Родионова опробован для 

решения тестовых задач динамики сферической и цилиндрической парогазо-

вой полости. Сравнение решения с другими методами показало высокую точ-

ность, экономичность и надежность метода. Так при расчете динамики сфе-

рической парогазовой полости методами Родионова и Годунова с одинаковой 

точностью, метод Родионова оказался в 14 раз более экономичным. 

Статья подготовлена по материалам доклада Международной научной 

конференции “Импульсные процессы в механике сплошных сред” (17-21 ав-

густа 2009, г.Николаев). 
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