
 95

Ô³çèêî-õ³ì³÷íà ìåõàí³êà ìàòåð³àë³â. – 2010. – ¹ 2. – Physicochemical Mechanics of Materials 

УДК 539.3  

МЕТОД СИНГУЛЯРНИХ ІНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦІЙНИХ РІВНЯНЬ  
У ПЛОСКИХ ДИНАМІЧНИХ ЗАДАЧАХ МЕХАНІКИ РУЙНУВАННЯ 

В. С. КРАВЕЦЬ 
Фізико-механічний інститут ім. Г. В. Карпенка НАН України, Львів 

Розвинуто метод розв’язування двовимірних динамічних задач теорії пружності для 
нескінченних тіл з гладкими криволінійними тріщинами, який поєднує модифікова-
ний метод скінченних різниць за часом і метод сингулярних інтегро-диференційних 
рівнянь за просторовими змінними. Побудовано інтегральні зображення хвильових 
потенціалів і на їх основі зведено першу крайову задачу до послідовного розв’язуван-
ня систем інтегро-диференційних рівнянь методом механічних квадратур. Проаналізо-
вано залежності розрахованих динамічних коефіцієнтів інтенсивності напружень від 
часу у вершинах прямолінійної тріщини за різних ударних та імпульсних навантажень 
на її берегах. 
Ключові слова: динамічна плоска задача, сингулярні інтегро-диференційні рівнян-
ня, скінченні різниці, тріщина, коефіцієнт інтенсивності напружень. 

Нестаціонарний характер навантажень несучих елементів конструкцій, їх 
робота в умовах швидкозмінних напружень створюють передумови для поя-
ви та поширення у них дефектів типу тріщин. Предмет сучасної динамічної 
механіки руйнування значно розширився [1] відносно механіки руйнування, 
яка базується на моделі поширення магістральної тріщини, понятті коефіцієн-
та інтенсивності напружень (КІН) у її вершині, критеріях нестійкого поши-
рення макротріщин [2–8]. Така ідеалізована модель не охоплює багатьох 
проблем динамічного руйнування, однак практично єдина, що дає можли-
вість описати поширення руйнування елементів конструкцій на макрорівні. 
Огляди досягнень з різних напрямків динамічної механіки руйнування можна 
знайти у працях [9–12]. 

Зосередимось на класі задач про визначення залежностей динамічних 
КІН від часу для стаціонарних тріщин під дією ударних та імпульсних наван-
тажень. Цим задач властивий значний прояв інерційного ефекту, коли зміна 
значень КІН у часі суттєво різниться від характеру зміни динамічного наван-
таження. Обчислені КІН у подальшому використовують для визначення гра-
ничної рівноваги тіл зі стаціонарними тріщинами, характеру поширення не-
стаціонарних тріщин та швидкості підростання тріщини за циклічного наван-
таження. Розв’язки таких задач складні, оскільки поведінка динамічних КІН 
має свої особливості, які залежать від фізичних і геометричних параметрів 
задачі, конфігурації тіла та наявних у ньому дефектів, способу динамічного 
навантаження [2, 4, 7, 8, 10, 13, 14]. 

Достатньо повний систематичний виклад основних аналітичних методів 
динамічної теорії пружності та механіки руйнування подано у монографіях [2, 
4, 7, 8, 15]. Аналітичні методи, в основному, розвинуто для канонічних облас- 
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тей з використанням інтегральних перетворень Лапласа або Фур’є за часом. 
Крайові задачі у просторі цих перетворень зведено до розв’язування відповід-
них крайових інтегральних рівнянь [16–26]. Застосування до отриманих роз-
в’язків інтегральних рівнянь обернених перетворень Лапласа чи Фур’є супро-
воджувались певними труднощами, що призводили до відповідних похибок у 
кінцевих розрахунках. 

Метод скінченних різниць у динамічних задах теорії пружності та меха-
ніки руйнування використовували, в основному, одночасно і за часом, і за 
просторовими змінними [2, 27–30]. Запропоновано [31] новий метод розв’язу-
вання динамічних задач теорії пружності та механіки руйнування, який не 
вживає інтегральні перетворення Лапласа або Фур’є, а ґрунтується на моди-
фікованому методі скінченних різниць тільки за часом. Цей метод придатний 
для розв’язування антиплоских [32–34] та осесиметричних [35–37] динамічних 
задач теорії пружності та механіки руйнування за змінного у часі навантаження. 

Нижче на основі поєднання модифікованого методу скінченних різниць за 
часом [31] та сингулярних інтегро-диференційних рівнянь за просторовими змін-
ними [38–41] розглянуто плоску динамічну задачу механіки руйнування для не-
скінченних пружних тіл з криволінійними тріщинами, на берегах яких діють до-
вільно залежні від часу навантаження. Числові розрахунки динамічних КІН вико-
нано за ударних та імпульсних навантажень на берегах прямолінійної тріщини. 

Деякі співвідношення динамічної теорії пружності. Для плоскої задачі 
лінійної теорії пружності компоненти переміщень довільної точки ізотропно-
го тіла виражають через два хвильові потенціали 1 2( , , ), ( , , )x y t x y tΦ Φ , що є 
дійсні функції двох просторових координат (x, y) і часу t [2, 7, 8, 13]: 
 1 2 1 2( , , ) ; ( , , )u x y t x y v x y t y x= ∂Φ ∂ + ∂Φ ∂ = ∂Φ ∂ − ∂Φ ∂ . (1) 

За узагальненим законом Гука для ізотропного пружного тіла в умовах 
плоскої деформації ненульові компоненти напружень мають вигляд  
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де ,λ µ  – сталі Ламе; 2 2 2 2 2x y∇ = ∂ ∂ + ∂ ∂  – двовимірний оператор Лапласа. 
Використовуючи рівняння руху тіла у переміщеннях та подання (1), ди-

намічну задачу теорії пружності зведемо до розв’язування двох хвильових 
рівнянь [2, 13]: 
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, (3) 

де 1 ( 2 ) /c = λ + µ ρ , 2 /c = µ ρ  – швидкості поширення поздовжніх та попе-
речних пружних хвиль у пружному ізотропному тілі з густиною ρ. 

Увівши у розгляд комплексні змінні ; ; ( ) / 2;z x iy z x iy x z z= + = − = +  
( ) / 2y z z i= − , із виразів для компонент переміщень (1) та напружень (2) от-

римаємо [40]: 
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Формулювання задачі. У межах 
лінійної теорії пружності розглянемо 
напружено-деформований стан пруж-
ного ізотропного тіла (віднесеного до 
декартової системи координат Oxyz) з 
тунельними вздовж осі Oz гладкими 
тріщинами, береги яких знаходяться 
під дією динамічних навантажень (рис. 
1). Вважатимемо, що тіло (область S) 
зі системою K криволінійних тріщин, 
контури яких ( 1, )kL k K=  є гладкі 
криві, знаходиться в умовах плоскої 
деформації. 

На берегах тріщин задані залежні 
від часу нормальні та дотичні само-
зрівноважені напруження  

 { } { }( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ); ; 1,k k k k k kN t iT t N t iT t f t L k K+ −ς + ς = ς + ς = ς ς∈ = , (6) 

які за допомогою співвідношень [38, 40, 42]  

 { } { }2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) exp( 2 ) ( , ) ( , ) 2 ( , )x y y xN t iT t t t i t t i tς + ς = σ ς + σ ς − − ψ σ ς − σ ς − τ ς  (7) 

виражають через напруження (5) і відповідно – через граничні значення 
( z i L→ς = ξ + η∈ ) хвильових потенціалів 1 2( , ), ( , )t tΦ ς Φ ς , які задовольняють 
диференційні рівняння (3). Тут праві частини крайових умов ( , )kf tς  – задані 
комплексні функції; верхні індекси “+” і “–” вказують на граничні значення 
відповідних величин на лівому та правому берегах тріщини; ψ – кут зовніш-
ньої нормалі до лівого берега тріщини у точці Lς∈  (рис. 1). 

Нульові початкові умови накладено на переміщення (4) та напруження 
(5), а також на їхні похідні за часом. Для хвильових потенціалів початкові 
умови мають вигляд 
 0 0( , , ) 0; ( , , ) 0; 1;2m mt tx y t x y t t m= =Φ = ∂Φ ∂ = = . (8) 

Метод розв’язування. Для розв’язування плоскої динамічної задачі тео-
рії пружності (3), (6), (8) використано модифікований метод скінченних різ-
ниць за часом [31]. Довільний момент часу t = tj подано у вигляді суми скін-
ченних різниць: 

 1 0
1

, , 0; 1,2,3,...
j

jt t t t t t jν ν ν ν−
ν=

= ∆ ∆ = − = =∑ , (9) 

причому, усі часові різниці ∆tv неоднакові ( ; , 1, ;it t i j iν∆ ≠∆ ν = ν ≠ ). Загальні 
розв’язки хвильових рівнянь (3) у кожний момент часу t = tj  шукаємо у 

 
Рис. 1. Нескінченне пружне тіло зі 
системою криволінійних тріщин. 

Fig. 1. An infinite body with a system  
of curvilinear cracks. 
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вигляді сум 
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, (10) 

де jνω −  відомі коефіцієнти, що знаходять за рекурентними формулами [31] 
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( , ); 1, ; 1,2m x y j mνΦ ν = =
�

 – набір нових невідомих функцій. Використовуючи 
подання загальних розв’язків у вигляді (10), хвильові рівняння (3) перетвори-
мо в однорідні системи диференційних рівнянь (відносно функцій ( )m zνΦ

�
), 

розв’язки яких задовольняють ненульові крайові умови. За нульових початко-
вих умов (8) задачу зводимо до розв’язування двох послідовних систем одно-
рідних диференційних рівнянь: 
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де ( , ) ( , , ),j
m m jx y x y t z x iy SΦ ≡ Φ = + ∈
� �

, а величини 1 ( )mj m jc tχ = ∆  – функції 
фізичних параметрів задачі та заданих скінченних різниць за часом (9). 

Через лінійність зображень загальних розв’язків (10) хвильових рівнянь 
(3) крайові умови (6), записані згідно з виразами (5), (7) через нові невідомі 
функції ( ),j

m LΦ ς ς∈
�

, набувають вигляду  
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де ( ) ( , )j
k jkf f tς = ς ; 1 1( ) ( )k kf fς = ς

�
; ( )j

kf ς
�

 – значення в момент часу t = tj  кра-

йових напружень (6), які відповідають переміщенням ( ), ( )j j
k ku vς ς� �  та значен-

ням хвильових потенціалів 1 2( ), ( )j jΦ ς Φ ς
� �

 на контурі розглядуваного розрізу 
( kLς∈ ). 

Інтегральні зображення хвильових потенціалів. Щоб отримати роз-
в’язок динамічної крайової задачі (6)–(8), важливо вдало вибрати інтегральні 
зображення для потенціалів ( , )j

m x yΦ
�

. Використовуючи фундаментальний 
розв’язок рівнянь Гельмгольца (12) [6, 39–41] 

 (1)
0 0( ) ( ) ( ); 1;2; 1,2,3,...

2
j

m mj mj
iG r K r H i r m jπ

= χ = χ = = , (14) 

де | |r z= ς − ; (1)
0 0( ), ( )K r H ir  – функції Макдональда та Ганкеля відповідно, для 

розв’язування плоских задач дифракції пружних хвиль на гладких криволіній-
них тріщинах будували інтегральні зображення потенціалів безпосередньо для 
переміщень та їхніх похідних [43, 44]. Так автоматично забезпечували умови 
існування стрибка вектора переміщень і неперервності вектора напружень за 
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переходу через контур відповідного розрізу. Однак побудовані зображення 
громіздкі і потребують реалізації складних обчислювальних алгоритмів [44]. 

Коли будувати інтегральні зображення для хвильових потенціалів рівнянь 
Гельмгольца на основі фундаментального розв’язку (14), то наштовхуємось 
на інші труднощі, пов’язані з високими порядками диференційних операторів 
для цих потенціалів у крайових умовах задач, що зумовлює необхідність роз-
в’язувати гіперсингулярні інтегральні рівняння. Щоб оминути ці труднощі, 
використали відомий підхід [40], де уведенням додаткових невідомих функ-
цій в інтегральні зображення потенціалів позбулися гіперсингулярних додан-
ків у шуканих розв’язках. Отримані так інтегральні зображення хвильових 
потенціалів можна застосувати для розв’язування плоских динамічних задач 
для різних концентраторів напружень – тріщин, отворів, включень [40]. 

Для спрощення запису поки що опускатимемо часові індекси j у всіх від-
повідних виразах і величинах, уважаючи, що всі вони відносяться до певного 
моменту часу t = tj  (9), зокрема, вважатимемо ( , ) ( ),j

m mx y zΦ ≡ Ψ
�

 z x iy S= + ∈ . 
Інтегральні зображення хвильових потенціалів рівнянь Гельмгольца (12) 
запишемо у загальному вигляді 

0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ; 1;2m m m m m m m
L

z p K r ds q K r d r K r d m
⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪Ψ = ς χ + ς χ ς + ς χ ς =⎨ ⎬

∂ς ∂ς⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ , (15) 

через шість невідомих функцій ( ) ( , ), ( ) ( , )m m j m m jp p t q q tς ≡ ς ς ≡ ς� � , ( ) ( , )m m jr r tς ≡ ς� . 

Тут 0 ( )mK rχ  – фундаментальний розв’язок (14); s – дугова абсциса точки 
; m mjLς∈ χ ≡ χ . Для вибраної системи знаків основних параметрів тріщини з 

гладким криволінійним контуром (рис. 1) маємо: / / exp( )d ds ds d iς = ς = ϕ =  
exp( )i i= ψ ; / exp( 2 ) exp( 2 )d ds i iς = − ϕ = − − ψ , де ( ); ( ) ( ) 2ϕ = ϕ ς ψ = ψ ς = ϕ ς − π  – 

кути дотичної та нормалі до контуру тріщини у точці Lς∈  відносно осі Ox; 
exp( ); ( , ); ( , )z r i r r z zς − = α = ς α = α ς . 

Поле переміщень. На основі інтегральних зображень (15) визначимо 
вектор переміщень ( ) ( )u z iv z+  (4) довільної точки тіла z S∈  із системою кри-
волінійних тріщин. Використовуючи вирази для відповідних похідних функ-
цій Макдональда [45], отримаємо: 

 

{ }

{ }
{ }

1 1 1 1 2 2 1 2

2 2
1 1 0 1 2 2 0 2

2 2
1 1 2 1 2 2 2 2

( ) ( ) exp( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( )
2

exp(2 ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

L

L

u z iv z i p K r ip K r ds

q K r iq K r d

i r K r ir K r d

+ = α ς χ χ − ς χ χ −

− ς χ χ − ς χ χ ς +

+ α ς χ χ − ς χ χ ς

∫

∫  (16) 

Враховуючи асимптотичну поведінку функцій Макдональда для малих аргументів 

 
0 1

00
2 2 3 3

2 3
0 0

( ) ln( ) ; ( ) 1/( );

( ) 2 /( ) 1/ 2; ( ) 8 /( ) 1/( ) ,

χ →χ →

χ → χ →

χ → − χ → χ

χ → χ − χ → χ − χ

x
rr

r r

K r c r K r r

K r r K r r r
 (17) 

де 1 2{ , }χ∈ χ χ ; ln(2 / ) ; 0,5772x e ec c c= χ − ≈  – стала Ейлера, виділимо у виразі 
(16) доданки, які містять сингулярні інтеграли типу Коші: 0 0( ) ( )s su ivς + ς =  
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1 2

0

{ ( ) ( )}exp( )

L

i p ip i dς − ς ψ
= ς

ς − ς∫ . Застосувавши формули Сохотського–Племеля 

[38, 42] для граничних значень інтегралів типу Коші на розімкнених конту-
рах, отримаємо співвідношення для стрибків переміщень на контурах тріщин 

 [ ] { } { }0 0 0 0 0 0

0 1 0 2 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 exp( ){ ( ) ( )}; ,

+ −ς + ς ≡ ς + ς − ς + ς =

= π ψ ς − ς ς ∈
L

u iv u iv u iv

i p ip L
 (18) 

які визначають фізичний зміст невідомих густин  

 
{ }
{ }

1

2

( ) [ ( )] cos [ ( )] sin / 2 ;

( ) [ ( )] sin [ ( )] cos / 2

L L

L L

p u v

p u v

ς = − ς ψ + ς ψ π

ς = ς ψ − ς ψ π
 (19) 

як дійсних функцій комплексного аргументу в інтегральному зображенні хви-
льових потенціалів (15). Для прямолінійної горизонтальної тріщини вздовж 
відрізка довжини 2a ( 0 0[ ; ]; ; / 2L a a x= − ς = ψ = −π ) отримаємо функції стриб-
ків вертикальних та горизонтальних переміщень 1[ ( )] 2 ( )Lv x p x= − π , [ ( )] Lu x =  

22 ( )p x= − π  за переходу через контур тріщини у довільній точці [ ; ]x a a∈ − . 

Поле напружень. Використавши вирази для хвильових потенціалів (15) та 
відповідних їхніх похідних, визначимо напруження (5) у довільній точці тіла z∈S: 

2 3
1 1 0 1 1 1 1 1 1

( ) ( )

( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )exp( ) ( )exp( ) ,

x y

L L

z z

p K r ds K r q i d r i d

σ + σ =

⎧ ⎫⎪ ⎪= λ + µ χ ς χ − χ χ ς − α ς + ς α ς⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ∫
 (20) 
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1 1 2 1 2 2 2 2

3 3
1 1 3 1 2 2 3 2

3 3
1 1 1 1 2 2 1 2

( ) ( ) 2 ( )

exp( 2 ) ( )2 ( ) ( )2 ( )

exp( 3 ) ( ) ( ) ( ) ( )

exp( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ; exp( ).

y x xy

L

L

z z i z

i p K r ip K r ds

i q K r iq K r d

i r K r ir K r d z r i

σ − σ + τ =

= µ − α − ς χ χ − ς χ χ +

+µ − α ς χ χ + ς χ χ ς +

+ − α ς χ χ + ς χ χ ς ς − = α

∫

∫
  (21) 

Граничні значення напружень на контурах тріщин (при 0z L→ς ∈ ) мати-
муть вигляд 

{ } ( ){ }0

0 0

2
0 0 0 0 0 0 0

2 ( )2 2 2
1 1 0 1 0 1 1 2 1 0 2 2 2 2 0

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )

2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )

i
x y y x xy

i

L L

N iT e i

p K r ds p K r ip K r e ds

ψ

ψ −α

ς − ς = σ ς + σ ς − σ ς − σ ς + τ ς µ =
µ

= σχ ς χ + ς χ χ + ς χ χ −∫ ∫
 (22) 
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2 ( ) 2 ( )3 3
1 1 1 1 0 1 1 0 2 2 1 2 0

11 0 12 0 13 0 14 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ); ,

i i i

L

i i i

L

q K r e K r iq e K r e d

r K r e K r ir e K r e d

J J J J L

ψ −α ψ −α − α

ψ −α ψ −α α

− ς χ σ χ + χ + ς χ χ ς −

− ς χ σ χ + χ + ς χ χ ς ≡

≡ ς + ς − ς − ς ς ∈

∫

∫  
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{ } ( ){ }0

0 0

2
0 0 0 0 0 0 0

2 ( )2 2 2
1 1 0 1 0 1 1 2 1 0 2 2 2 2 0

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )

2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )

i
x y y x xy

i

L L

N iT e i

p K r ds p K r i p K r e ds

− ψ

− ψ −α

ς + ς = σ ς + σ ς − σ ς − σ ς − τ ς µ =
µ

= σχ ς χ + ς χ χ − ς χ χ −∫ ∫
 (23) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ); ,

i i

L

i i

L

q K r e r K r ir K r e d

r K r e q K r iq K r e d

J J J J L

α −ψ − α

α −ψ α

− ς σχ χ + ς χ χ − ς χ χ ς −

− ς σχ χ + ς χ χ − ς χ χ ς ≡

≡ ς + ς − ς − ς ς ∈

∫

∫  

де 0 0 0 0 0 0exp( ); exp( ) / ; ( ) / 1/(1 2 )r i i id dsς − ς = α ψ = − ς σ = λ + µ µ = − ν , ν – коефі-
цієнт Пуассона. 

Хвильові потенціали (15), переміщення (16) та напруження (22), (23) пе-
ревизначені уведеними функціями ( ), ( ), ( ), 1,2m m mp q r mς ς ς = , а тому деякі з 
них можна вибрати довільно. У загальному формулюванні крайова задача 
зводиться до пошуку двох незалежних комплексних функцій. У нашому ви-
падку самозрівноважених навантажень (6) необхідно обмежитись пошуком 
однієї комплексної (або двох дійсних) функції. 

Для зменшення кількості невідомих функцій у зображеннях (15) вико-
ристаємо умови неперервності напружень (відсутність стрибків напружень 
(6)) за переходу через контури тріщин. Стрибки напружень на розімкнених 
контурах можна отримати лише за наявності в їх виразах сингулярних інтег-
ралів типу Коші [38, 42]. Виділимо у співвідношеннях для напружень (22), 
(23) сингулярні доданки та прирівняємо їхні стрибки на контурах тріщин до 
нуля. Ядра перших інтегралів у виразах (22), (23) мають лише логарифмічну 
особливість, тому їхні стрибки нульові 11 0 21 0[ ( )] | [ ( )] | 0L LJ Jς = ς = . Врахував-
ши фізичний зміст функцій 1 2( ), ( )p pς ς  (19), а також той факт, що для пружної 
задачі стрибки переміщень на кінцях розрізів нульові [38, 41] ( [ ( ) ( )] Lu A iv A± =  

[ ( ) ( )] 0Lu B iv B= ± = ), сингулярну частину другого інтеграла виразу (22) запи-

шемо у вигляді 02
12 0

0

2( ) [ ( ) ( )]is

L

d dJ e u iv
i d

ψ ς
ς = ς − ς

π ς ς − ς∫ , а його стрибок 

12 0 0 0 0 0 0
0 0

[ ( )] 4 exp( ) [ ( ) ( )] 4 [ ( ) ( )]s
L LL

d dJ i i u s iv s u iv
ds d

ς = − ψ − = − ς − ς
ς

. Беручи до 

уваги асимптотику функцій Макдональда (17) для малих аргументів, сингу-
лярну частину третього інтеграла виразу (22) подамо так:  

0 0
0

2
1

13 0 1
0

2 22 2
2 1 2

1 23 3
0 00 0

( ) ( )

8 8( ) ( ) .
( ) ( )

s

L

i i
i

J q

e e
e q iq d

− α − α
ψ

σχ
ς = ς +

ς − ς

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞χ χ⎪ ⎪+ ς − + ς − ς⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ς − ς ς − ςς − ς ς − ς⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

∫
 

Щоб позбутися гіперсингулярних інтегралів у цьому виразі, приймаємо за-
лежність 1 2( ) ( )q iqς = − ς . Тоді, враховуючи вирази  

 2 2
1 2( 1) ; ( ) / constσ + χ = χ σ = λ + µ µ = , (24) 

отримаємо 13 0[ ( )] | 0s
LJ ς = . Аналогічно, щоб позбутися гіперсингулярних до-
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данків останнього інтеграла виразу (22), приймаємо залежність 1 2( ) ( )r irς = ς  і 

знаходимо стрибок 2
14 0 2 1 0[ ( )] 4 ( )s

L
J i rς = − π χ ς . Просумувавши знайдені стрибки 

сингулярних інтегралів, з умови рівності нулю стрибків напружень (22) отри-
маємо вираз  

 2
2 1( ) exp( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] ,L L

d dr i u s iv s i u iv L
ds d

πχ ς = ψ − = − ς − ς ς∈
ς

,  (25) 

який визначає фізичний зміст невідомої функції 1( )r ς  як похідної стрибка 
вектора переміщень ( ) ( )u ivς − ς  за переходу через контур тріщини. 

Аналогічно, розглянувши напруження (23) та врахувавши прийняті за-
лежності між функціями 1 2( ), ( )q qς ς  і 1 2( ), ( )r rς ς , знайдемо стрибки сингуляр-
них інтегралів: 

 22 0 0 0 0 0 0
0 0

[ ( )] 4 exp( ) [ ( ) ( )] 4 [ ( ) ( )]s
L LL

d dJ i i u s iv s u iv
ds d

ς = − ψ + = − ς + ς
ς

, 

 { }2 2 2
23 0 1 1 0 2 1 1 0[ ( )] 2 ( ) ( ) ( )s

L
J i q qς = π σχ ς + χ − χ ς ; 

 { }2 2 2
24 0 1 1 0 2 1 1 0[ ( )] 2 ( ) ( ) ( )s

L
J i r rς = π −σχ ς + χ + χ ς . 

З умови рівності нулю стрибків напружень (23) на контурі тріщини отримаємо вираз 

{ }2 2 2 2 2 2
0 0 1 1 0 2 1 1 0 1 1 0 2 1 1 0

0
[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2L
di u iv q q r r

d
π

ς + ς = σχ ς + χ − χ ς − σχ ς + χ + χ ς
ς

. 

Коли ще ввести залежність між невідомими функціями 1 1( ) ( )q rς = ς  і врахува-
ти вирази для фізичних констант (24), дістанемо співвідношення 
 2

2 1( ) exp( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] ,L L
d dq i u s iv s i u iv L
ds d

πχ ς = − ψ + = ς + ς ς∈
ς

, (26) 

яке визначає фізичний зміст шуканої функції 1( )q ς . 

Інтегро-диференційне рівняння. Інтегральні зображення хвильових по-
тенціалів (15) (а отже, всі значення компонент переміщень та напружень у тілі 
з тріщинами), які виражали через шість невідомих функцій ( ), ( ), ( ),m m mp q rς ς ς  
m = 1; 2, враховуючи залежності 
 1 2( ) ( )q iqς = − ς ;   1 2( ) ( )r irς = ς ;   1 1( ) ( ),  q r Lς = ς ς∈ , (27) 

тепер можна подати через функції 1 2( ), ( )p pς ς  (19) і 1( )q ς  (26), або через одну ком-
плексну функцію стрибка переміщень на контурі тріщини 1( ) [ ( ) ( )] Lg u ivς ≡ ς + ς =  

1 22 exp( ){ ( ) ( )}i p ip= π ψ ς − ς  та її похідну 2
1 2 1( ) [ ( ) ( )] | / ( )Lg d u iv d i q′ ς ≡ ς + ς ς = − πχ ς . 

Враховуючи співвідношення (19), (26) та залежності між функціями (27), 
за допомогою виразу для напружень (23) задовольнимо крайові умови задачі 
(13) і отримаємо послідовний набір (у кожний момент часу t = tj (9)) систем 
сингулярних інтегро-диференційних рівнянь відносно стрибків переміщень: 

 

0 0

0 0

2 2
2 ( ) 0 01 2

0 1 0 2 1 0 2 2 02
1

2
2 ( ) 0 02

0 1 0 2 1 0 2 2 02
1

( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]
2

( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]

i
L

L

i
L

K r e K r K r u iv d
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K r e K r K r u iv d

α −ψ

α −ψ

⎧ ⎛ ⎞χ χ⎪ ⎜ ⎟σ χ + χ − χ ς − ς ς −⎨ ⎜ ⎟π χ⎪ ⎝ ⎠⎩
⎫⎛ ⎞χ ⎪⎜ ⎟− σ χ + χ + χ ς + ς ς +⎬⎜ ⎟χ ⎪⎝ ⎠ ⎭

∫
 (28) 
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i i
L

L

i i
L

L

bK r e K r K r e d u iv
i

bK r e K r K r e d u iv
i

f L

α −ψ − α

α −ψ α

⎧ ⎫χ χ χ χ⎪ ⎪+ χ + χ + χ − ς + ς +⎨ ⎬
π χ ς − ςχ⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫χ χ χ⎪ ⎪+ χ + − χ + χ ς − ς =⎨ ⎬
π χχ⎪ ⎪⎩ ⎭

= ς µ ς ∈

∫

∫  

Тут на основі апроксимаційних виразів (17) уведено допоміжні функції  

 0 2 2
2 2( ) ( ) 2 /( )K r K r rχ = χ − χ ,    0 3 3

3 3( ) ( ) 8 /( )K r K r rχ = χ − χ ; (29) 

функцію 0 0( ) ( )j
kf fς = ς
�

 визначено у крайових умовах (13) для кожного кон-

туру тріщини kL  і у кожний момент часу , 1,2,...jt t j= = ; 2 2
1 2/b = σχ χ =  

( ) /( 2 ) 1/(2 2 )= λ + µ λ + µ = − ν . 
Подамо шукані функції (19), (26) через стрибки переміщень на контурі 

гладкої криволінійної тріщини у вигляді [38]  

 [ ] [ ]2 2( ) ( ) ( ) ; '( ) ( ) ( ) ;
(1 ) (1 )L L

dg u iv g u iv L
i i d

µ µ
ς = ς + ς ς = ς + ς ς∈

+ κ + κ ς
,  (30) 

де для плоскої деформації тіла 3 4 ( 3 ) /( )κ = − ν = λ + µ λ + µ . Тоді рівняння (28) 
можна записати у вигляді  
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L

L

L g d L g d

L g d L g d f L

ς ς ς ς + ς ς ς ς +

+ ς ς ς ς + ς ς ς ς = π ς ς ∈

∫

∫
 (31) 
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d dL K r K r K r
b d d

d dL K r K r K r
b d d

⎧ ⎫ς ς − ςχ χ ς⎪ ⎪ς ς = −σ χ + χ + χ⎨ ⎬
ς ςς − ς χ⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫ς ς − ςχ χ ς⎪ ⎪ς ς = −σ χ + χ − χ⎨ ⎬
ς ς − ς ςχ⎪ ⎪⎩ ⎭

  (32) 
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2 /( , ) ( ) ( ) ( ) ;
2

( , ) ( ) ( ) ( ) .
2

d
L bK r K r K r

b d

d
L bK r K r K r

b d

⎧ ⎫ ς − ςς − ς ςχ χ χ χ⎪ ⎪ς ς = χ + − χ − χ⎨ ⎬
ς ς − ς χ ς − ςς − ς χ⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫ ς − ςς − ς ςχ χ χ⎪ ⎪ς ς = χ + − χ + χ⎨ ⎬ς χς − ς ς − ςχ⎪ ⎪⎩ ⎭

 

Тут 0 0 1 0( ), ( )K r K rχ χ  – функції Макдональда дійсних аргументів ( 1 2{ , },χ∈ χ χ  

0 0| |r = ς − ς ), а функції 0 0
2 3,K K  визначені співвідношеннями (29). Зауважимо, 

що ядра L11, L12 мають логарифмічну особливість (якщо 0ς → ς ), ядро L21 – 
сингулярність типу Коші, а ядро L22 регулярне. Розв’язки рівнянь (31) повин-
ні також задовольняти додаткові умови [38, 41] 
 ( ) 0; ( ) ( ), , 1,

k
k kL

g d g g L k K′ ′ ′ς ς = ς = ς ς∈ =∫ , (33) 

які забезпечують однозначність переміщень за обходу кожного контуру трі-
щини Lk. 

Таким чином, динамічну крайову задачу (3), (6), (8) зведено до розв’язу-
вання послідовного набору для кожного моменту часу t = tj (9) систем сингу-
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лярних інтегро-диференційних рівнянь (31). Отримавши розв’язки цих рів-
нянь ( ) ' ( ) ' ( , )j

k jkg g g t′ ς ≡ ς = ς� � , , 1, , 1,2,...kL k K jς∈ = = , згідно з інтегральними 
зображеннями хвильових потенціалів (15), залежностями між функціями (27), 
виразами для переміщень (16) і напружень (20), (21), та використавши подан-
ня модифікованого методу скінченних різниць за часом (10), можна визначи-
ти напружено-деформований стан тіла з тріщинами у довільний момент часу  
t = tj , j = 1,2,..., тобто розв’язати поставлену задачу. 

Статичний випадок. Із сингулярних інтегро-диференційних рівнянь 
(28) або (31) для динамічної задачі (3), (6), (8) легко отримати сингулярне 
інтегральне рівняння відповідної статичної задачі, коли на берегах гладкої 
криволінійної тріщини L задані самозрівноважені статичні напруження 

0 0 0 0 0( ) ( ) ( );  N iT f L± ±ς + ς = ς ς ∈ . Тоді диференційні рівняння Гельмгольца 
(12) для хвильових потенціалів набудуть вигляду рівнянь Лапласа, а у рівнян-
нях (28), (31) необхідно зробити граничні переходи, коли 1 2, 0χ χ → . Вико-
ристовуючи асимптотичні поведінки функцій Макдональда для малих аргу-
ментів (17), граничні значення ядер (32) запишемо так: 

 

{ } { }

{ }

{ }

1 2 1 2

1 2

1 2

11 0 12 0
, 0 , 0

00
21 0 21 0

, 0 0 0 0

00 0
22 0 22 0 02, 0 0 0 0

lim ( , ) lim ( , ) 0 ;

1 1 1lim ( , ) ( , ) ;
2

( )1 1lim ( , ) ( , ); , .
2 ( )

L L

d
L L

d

d
L L L

d

χ χ → χ χ →

χ χ →

χ χ →

ς ς = ς ς =

ς
ς ς = + ≡ ς ς

ς − ς ς ς − ς

ς ς − ς
ς ς = − ≡ ς ς ς ς ∈

ς − ς ς ς − ς

 (34) 

Тоді із сингулярного інтегро-диференційного рівняння (31) отримаємо добре 
відоме [38] сингулярне інтегральне рівняння відповідної статичної задачі  

 { }0 0
21 0 22 0 0 0 0( , ) ( ) ( , ) ( ) ( );

L
L g d L g d f L′ ′ς ς ς ς + ς ς ς ς = π ς ς ∈∫ ,   (35) 

ядра якого 0
21 0( , )L ς ς , 0

22 0( , )L ς ς  визначені виразами (34). 

Числове розв’язування інтегро-диференційних рівнянь. Для числової 
дискретизації інтегральних рівнянь з наявними у їх ядрах логарифмічними 
особливостями та сингулярностями типу Коші застосовано метод механічних 
квадратур [39]. Розрахунки виконано для однієї прямолінійної тріщини дов-
жини 2а ( [ ; ]L a a= − ), для якої  

  , [ 1;1]; / 2; exp( ) ; exp(2 ) 1; / 1a i i i d d+ς = ς = ξ ξ∈ − ψ = ψ = −π ψ = − ψ = − ς ς = ; (36) 

 00 0
0 0 0 0

00 0

1,
exp( ) ; exp(2 ) 1;

1,
i i r a

ξ < ξ⎧ς − ς ς − ς
α = = α = = = ξ − ξ⎨− ξ > ξς − ς ς − ς⎩

. 

У безрозмірних змінних інтегро-диференційне рівняння (31) набуде вигляду  

 
{ }

{ }

1

11 0 0 12 0 0
1

1

21 0 0 22 0 0 0 0 0
1

( , ) ( ) ( , ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ),  [ 1;1].

L g L g d

L g L g d f

−

−

ξ ξ ξ + ξ ξ ξ ξ +

′ ′+ ξ ξ ξ + ξ ξ ξ ξ = π ξ ξ ∈ −

∫

∫
 (37) 

Тут ядра 2
1 0 1 0( , ) ( , )m mL a Lξ ξ = ς ς , 2 0 2 0( , ) ( , ), 1,2m mL aL mξ ξ = ς ς =  визначені вира-
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зами (32) і є дійсні функції; 0 0 0 0( ) ( , ) ( ) /kf f f pξ ≡ ξ τ = ς
�

, де 2 / ,k kс t aτ =  1,k j=  – 
безрозмірні часові вузли; 0 0( ) ( , ) ( ) /( ) ( , ) /( )k kg g g ap g t apξ ≡ ξ τ = ς ≡ ς� � , де p – сило-
вий параметр розмірності напружень; 0 0( ) ( , ) ( ) / ( , ) /k kg g g p g t p′ ′ ′ ′ξ ≡ ξ τ = ς ≡ ς� � . 

Для числового розв’язування задачі зведемо сингулярні інтегро-диферен-
ційні рівняння (37) до канонічного вигляду:  

 
{ }

{ }

1 1
0

0 1 0 2 0
01 1

1

31 0 0 32 0 0 0 0
1

( )
ln ( ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ); [ 1;1].

g
k g k g d d

L g L g d f

− −

−

′ ξ
ξ − ξ ξ + ξ ξ + ξ +

ξ − ξ

+ ξ ξ ξ + ξ ξ ξ ξ = π ξ ξ ∈ −

∫ ∫

∫
  (38) 

Тут 31 0 11 0 21 0 3 0( , ) ( , ) ( , ) / ln( / )R RL L dL d k aξ ξ = ξ ξ − ξ ξ ξ − ξ − ξ  і 32 0 12 0( , ) ( , )RL Lξ ξ = ξ ξ −  

22 0 4 0( , ) / ln( / )dL d k a− ξ ξ ξ + ξ − ξ  – регулярні функції (верхній індекс “R” вказує, 
що з відповідних ядер (32) та їх похідних узято лише регулярні складники); 2k =  

/ kb d= ; 4 (1 ) / kk b d= − ; 1 (1 1/ (1 2 ) / ) / kk b b d= + + − σ ; 3 (1/ (1 2 ) / ) / kk b b d= + − σ ; 
24 , 1,k kd k j= ∆τ = .  

Невідому функцію g0(ξ)шукаємо у класі 2
0 0( ) ( ) 1g uξ = ξ − ξ , де функція 

u0(ξ)на контурі тріщини задовольняє умову Гельдера [38]. Застосувавши від-
повідні квадратурні формули [39] для інтегралів типу Коші, інтегралів з ло-
гарифмічними та регулярними ядрами, рівняння (38) зведем до системи ліній-
них алгебричних рівнянь відносно значень функції g0(ξ) у вузлових точках на 
контурі тріщини (коренях поліномів Чебишова другого роду). Використавши 
інтерполяційний поліном для похідної шуканої функції, знайшли граничні 

значення функції 2
1 0( ) ' ( ) 1u gξ = ξ − ξ  на кінцях проміжку інтегрування (ξ= ±1). 

Через ці величини 1 1( 1) ( 1, )ku u± ≡ ± τ� , що відповідають кожному дискретному 
моменту часу ( 1, )k k jτ = τ = , визначено проміжні значення КІН, які для пря-
молінійної тріщини такі [38]: I II( ) ( )k kK t iK t± ±− =

� �
 1( 1, )ku p a= ± τ π�∓ . Реальні 

динамічні КІН знаходимо за прийнятими поданнями (типу (10)) модифікова-
ного методу скінченних різниць за часом і у відносних величинах їх обчисли-
мо за формулами 
 I II I II 1

1
( ) ( ) { ( ) ( )}/ ( 1, )

j

j j j j jk k
k

F iF K t iK t p a u± ± ± ±

=
τ − τ ≡ − π = ω ± τ∑ �∓   (39) 

для лівої I II I II( ) ( ) ( ) ( )j jF A iF A F iF− −− = τ − τ  та правої I II I( ) ( ) ( )jF B iF B F +− = τ −  

II ( )jiF +− τ  вершин тріщини у кожний безрозмірний вузловий момент часу  
τ = τj (j = 1,2,3,...). 

Аналіз числових результатів. Динамічні КІН обчислено для плоскої дефор-
мації ( 3 4 ; 1/(1 2 ); 1/(2 2 );bκ = − ν σ = − ν = − ν  2 2 2 2

2 1 1 2/ / (1 2 ) /(2 2 )c c = χ χ = − ν − ν ) 
нескінченного пружного тіла з прямолінійною тріщиною завдовжки 2a. Дос-
ліджено поведінку відносних КІН (39) у вершинах тріщини залежно від безроз-
мірного часу τ=c2t/a за дії на берегах тріщини рівномірно розподілених динаміч-
них напружень ( ) ( ) ( ) ( )N iT p iq fτ + τ = − + τ . 

Зміна коефіцієнта Пуассона матеріалу тіла ν суттєво впливає на поведін-
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ку в часі КІН зсуву FII, коли КІН нормального відриву FI малочутливий до 
цієї зміни (рис. 2). Тут на берегах тріщини діють однакові за значенням (q = p) 
ударні нормальні та дотичні напруження ( 1 ) ( )N iT p i H+ = − + τ , де ( )H τ  – 
функція Гевісайда. Максимальні значення КІН max

IIF  нижчі за max
IF , однак 

для малих часів [0;2]τ∈  КІН FII зростають значно швидше (особливо для 
високих значень коефіцієнта Пуассона) за FI, тому у початкові моменти часу 
за ударного навантаження на берегах тріщини домінантними є КІН FII. Для 
ν=0,29 обчислені значення відносних КІН ( ), ( )F FΙ ΙΙτ τ  за ударних наванта-
жень N = –pH(τ), T = pH(τ) на берегах прямолінійної тріщини добре узгоджу-
ються з відомими [2, 13]. 

 

Рис. 2. Вплив коефіцієнта Пуассона на 
зміну КІН у часі за ударних навантажень 

на берегах тріщини:  
суцільні криві – ( ) ( ) /F B K B p aΙ Ι= π ; 

штрихові – ( ) ( ) /F B K B p aΙΙ ΙΙ= π . 

Fig. 2. Influence of a Poisson’s ratio on 
changing the stress intensity factors (SIF) 

with time under impact loading at the crack 
faces: solid curves – 
( ) ( ) /F B K B p aΙ Ι= π ;  

dashed – ( ) ( ) /F B K B p aΙΙ ΙΙ= π . 

Вплив швидкості наростання нормального та дотичного навантажень на 
берегах тріщини є кількісно різним для КІН FI і FII (рис. 3). За швидкого 
зростання нормальних напружень (рис. 3a, 0 080 ( 0,176);45 ( 1,0)β = ° τ ≈ ° τ = ) 
для КІН FI властивий значний інерційний ефект (форми кривих КІН FI і на-
вантаження суттєво різняться). 

 
Рис. 3. Вплив швидкості зростання нормального (а) та дотичного (b) навантажень  

на зміну КІН FI(B) (а), FII(B) (b) у часі (ν = 0,29). 

Fig. 3. Influence of the normal (а) and tangential (b) loading rate growth on SIF change  
FI(B) (а), FII(B) (b) with time (ν = 0.29). 
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Інерційний характер поведінки КІН FII менш виражений (рис. 3b). Для віднос-
но повільного зростання навантажень ( 015 ( 3,7)β < ° τ > ) інерційність КІН 
значно понижується і форми кривих FI , FII наближаються до форм кривих на-
вантаження. Тут приходимо до статичної задачі, розглядаючи змінне в часі 
навантаження як незалежний параметр. 

Вплив на динамічні КІН імпульсних нормальних і дотичних навантажень 
на берегах тріщини суттєво залежить від форми та довжини (часової трива-
лості τ0) заданих імпульсів (рис. 4 і 5). Для окремих імпульсів (рис. 4) харак-
терне різке пониження КІН (після дії імпульсу напружень) аж до від’ємних 
значень, зокрема, настають моменти часу (τ0 > 4), після яких береги тріщини 
можуть контактувати (FI < 0). 

 
Рис. 4. Зміна КІН в часі для різних трикутних форм імпульсних нормальних та дотичних 
навантажень на берегах тріщини (ν = 0,29): суцільні криві – FI(B); штрихові – FII (B); 

штрихпунктирні – навантаження N(τ), T(τ). 
Fig. 4. Change of the SIF with time for the different triangle shapes of pulse normal and 

tangential loads on the crack faces (ν = 0.29): solid curves – FI(B); dashed – FII (B);  
dash-dotted lines – loads N(τ), T(τ). 

Для періодичних імпульсних навантажень берегів тріщини на поведінку 
КІН суттєво впливає тривалість періоду навантаження τ0 (рис. 5). 

 
Рис. 5. Вплив багатоімпульсного навантаження на динамічні КІН для різних часових 
періодів τ0 = 0,5 (а), τ0 = 2 (b) (ν = 0,29): суцільні криві – FI(B); штрихові – FII(B). 

Fig. 5. Influence of the multi pulse loading on the dynamic SIF for different time periods  
τ0 = 0.5 (а), τ0 = 2 (b) (ν = 0.29): solid curves – FI(B); dashed – FII(B). 
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Для близьких у часі прямокутних імпульсів (τ0 = 0,5) спостерігаємо значний 
інерційний вплив дії попереднього імпульсу на дію наступного (рис. 5а), од-
нак після 3–4 імпульсів характер зміни КІН стає циклічним. Для віддалених у 
часі імпульсів (τ0 = 2) через їх незначний взаємовлив перехідний часовий діа-
пазон (від імпульсного навантаження до циклічного) значно зменшується 
(рис. 5b) і виходимо на циклічний характер зміни КІН вже після перших 
імпульсів. 

ВИСНОВКИ  
Використовуючи метод сингулярних інтегро-диференційних рівнянь за 

просторовими змінними та модифікований метод скінченних різниць за ча-
сом, можна ефективно розв’язувати динамічні задачі теорії пружності для тіл 
з тріщинами, на берегах яких діють різні (ударні, імпульсні та ін.) динамічні 
навантаження. На основі фундаментального розв’язку рівнянь Гельмгольца 
для плоских задач динамічної теорії тріщин побудовано такі інтегральні зобра-
ження хвильових потенціалів, що для заданих самозрівноважених наванта-
жень на контурах тріщин інтегральні зображення напружень не містять гіпер-
сингулярних інтегралів. Динамічні задачі для нескінченних тіл з криволіній-
ними гладкими тріщинами зведено до послідовного розв’язування систем син-
гулярних інтегро-диференційних рівнянь відносно стрибків переміщень на 
берегах тріщин у кожний вузловий момент часу. Ефективність методу підт-
верджено числовими розрахунками КІН за різних динамічних навантажень на 
берегах тріщин. У часткових випадках ударних навантажень отримані резуль-
тати порівняно з відомими, знайденими іншими методами. 

РЕЗЮМЕ. Развит метод решения двумерных динамических задач теории упругости 
для бесконечных тел с гладкими криволинейными трещинами, который сочетает модифи-
цированный метод конечных разностей по времени и метод сингулярных интегро-диффе-
ренциальных уравнений по пространственным переменным. Построены интегральные 
изображения волновых потенциалов и на их основе первая краевая задача сведена к пос-
ледовательному решению систем интегро-дифференциальных уравнений методом меха-
нических квадратур. Проанализированы зависимости рассчитанных динамических коэф-
фициентов интенсивности напряжений от времени в вершинах прямолинейной трещины 
при разных ударных и импульсных нагрузках на ее берегах. 

SUMMARY. A method for the solution of two-dimensional dynamic problems of the 
theory of elasticity for infinite bodies with smooth curvilinear cracks is developed. The approach 
is based on the combination of the modified finite-differential method with time and a singular 
integral-differential equations method for spatial variables. Integral representation of the wave 
potentials is constructed and the first boundary value problem is reduced to the sequential 
solution of the system of singular integral-differential equations. The numerical solutions of 
these equations are carried out by the quadrature technique. The time dependences of the 
calculated dynamic stress intensity factors at the tips of a rectilinear crack are analysed for some 
impact and pulse loads at the crack faces.  
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